
4 Präsenzaufgabe von Theo 4 vom Montag, den 16.5.2011

4.7 Präsenzaufgabe

a) H(x) = − ~2
2m

d2

dx2
+ V (x) = ~2

2m
d2

dx2
+ V (x + 1) = H(x + a)

⇒ H ist a-periodisch

b) Ta(Hϕ(x) = Ta(− ~2
2m

d2

dx2
ϕ(x) + V (x)) = − ~2

2m
d2

dx2
ϕ(x + a) + V (x + a)) =

Hϕ(x + 1)

[H,Ta]Ψ(x) = HTaΨ(x)−TaHΨ(x) = − ~2
2m

d2

dx2
TaΨ(x)+V (x)−Ta(− ~2

2m
d2

dx2
Ψ(x)+

V (x)) = − ~2
2m

d2

dx2
Ψ(x + a) + V (x)− (− ~2

2m
d2

dx2
Ψ(x + a) + V (x + a)) = 0

⇒ Eigenfunktionen von H und Ta sind gleich!

c) T z0ϕ (z) =
∞∑
i=0

ϕ(i)(z)
i!

∣∣
z=z0

(z − z0)
i

T zϕ(z + a) =
∞∑
i=0

ϕ(i)(z)
i!

∣∣
z=z

(z − z + a)iex =
∞∑
i=0

xn

n!

T zϕ(z − a) =

∞∑
i=0

an
1

i!

di

dzi︸ ︷︷ ︸
ea

d
dz

ϕ(z) = ea
d
dzϕ(x) = ea

pi
~ ϕ(x)

d) uk(x) = e−ikxϕ(x)

⇒ ϕ(x) = uk(x)eikx

uk(x + a) = e−ikxe−ikaϕ(x + a) = e−ikxe−ikae
ip
~ aϕ(x) = e−ikxe−ikaeikaϕ(x) =

e−ikxϕ(x)

e) e−ia
π
a = e−iπ = eiπ = eia

π
a

⇒ Periodisch: Werte wiederholen sich vor −πa und nach π
a
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