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Minitest 2:
M1) Fiir welchen Wertebereich von z verschwindet die Heaviside-Funktion 6(x)?
M2) Berechnen Sie [*°_6(2? — a?)dax.

M3) Berechnen Sie den quantenmechanischen Erwartunsgwert des Operators x im Zustand
Y(z,t) = \/%e—m/za ceT it

M4) Berechnen Sie die Kommutatoren [z, f(z)]- und [z,p,]-.

Prasenzaufgabe 5:
Gegeben sei ein repulsives Delta-Potential V (z) = Vpd(z) mit Vo > 0.

a) Betrachten Sie die stationdre Schrodingergleichung fiir z < 0 und x > 0 und geben Sie
fiir £ > 0 die Struktur der allgemeinen Lésung an.

b) Berticksichtigen Sie die Anschlussbedingungen der Wellenfunktion und ihrer ersten Ab-
leitung an der Stelle x = 0. Ist die Wellenfunktion stetig bei x = 07 Zeigen Sie, dass
jedenfalls die Ableitung ¢/(z) bei z = 0 um 22524 (0) springt, indem Sie die Schrodinger-
gleichung fiir ein e-Intervall um den Punkt z = 0 herum integrieren.

c) Betrachten Sie fiir das repulsive Potential die Streuzustdnde mit £ > 0, und zwar spe-
ziell fiir den Fall eines von links einlaufenden Teilchens. Finden Sie geméfs den gemachten
Ansétzen sinnvolle Definitionen fiir die Relexions- und Transmissionsamplituden bzw. die
Reflexions- und Transmissionskoeffizienten R und 7. Zeigen Sie, dass R + T = 1 gilt und
skizzieren Sie den Verlauf von R und 7" als Funktion der Energie E.

Prasenzaufgabe 6:

Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m in einem unendlich tiefen Potentialtopf, der sich
von x = 0 bis x = L erstreckt. Aufserhalb dieses Kastens wird das Potential als unendlich
grof angenommen, innerhalb des Kastens bewegt sich das Teilchen frei.
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a) Stellen Sie fiir den Bereich innerhalb des Kastens die stationére Schrédingergleichung
auf. Zur Vereinfachung empfichlt es sich die neue Variable k* = 2mFE /h? einzufiihren.

b) Machen Sie einen allgemeinen Losungsansatz fiir die erhaltene Differentialgleichung.
Dieser Ansatz sollte zwei Konstanten beinhalten, da es sich um eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung handelt.

c) Uberlegen Sie sich zwei geeignete Randbedingungen. Aus einer dieser Randbedingugen
folgert man auch, dass nur bestimmte — quantisierte — Energiewerte moglich sind. Geben
Sie eine Formel fiir diese Energien F, an.

d) Sie sollten nun einen Ansatz fiir die Wellenfunktion haben, der nur noch von einer Kon-
stanten abhhéngt. Bestimmen Sie diese Konstante mit Hilfe der Normierungsbedingung,
d.h. der Forderung, dass die Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo im Kasten zu finden
gleich 1 ist.

e) Wie lautet folglich das Resultat fiir die normierten Wellenfunktionen v,,(x)?

f) Berechnen Sie die Erwartungswerte (z?) = (1,|2%[1,,) und diskutieren Sie das Verhalten
fiir n — oo.

Hausaufgabe 8: (7 Punkte)

Gegeben sei eine Potentialbarriere, d.h. das Potential ist konstant gleich V4, > 0 fiir den
Bereich 0 < x < a und 0 sonst. Betrachten Sie ein Teilchen, das von links auf diese Barriere
zulduft.

a) Betrachten Sie zunéchst nur den Fall £ < V4. Teilen Sie das Problem in drei Gebiete ein,
und zwar vor der Barriere, genau im Bereich der Barriere und nach der Barriere. Geben Sie
fiir jeden dieser Bereiche Losungsansétze fiir die Schrodingergleichung an. Beachten Sie,
dass im Bereich nach der Barriere nur eine durchgelassene Welle antreftbar ist. Wie lauten
die vier Anschlufbedingungen?
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b) Definieren Sie wieder eine Transmissions- und eine Reflexionswahrscheinlichkeit wie in
der Prasenziibung und zeigen Sie, dass diese wie folgt geschrieben werden kénnen:

)2 sinh? ka
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+ %)2 sinh? ka
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i

—}- =

mit x? = 22(Vy — E), k* = 22 F und X = x/k.

c) Welche Werte haben 7" und R in der Quantenmechanik fiir den Grenzfall einer sehr
breiten Barriere mit ka > 17

d) Betrachten Sie nun den Fall E > V4. Da  nun imaginér wird, empfiehlt es sich k = —i K

und A = 7 = —i% = —iA zu setzen. Skizzieren und diskutieren Sie das Verhalten von T'(E)

in Abhangigkeit von E.

e) Fiir welche diskreten Werte von K nimmt die quantenmechanische Transmissionswahr-
scheinlichkeit den (maximalen) Wert 1 an?

Hausaufgabe 9: (8 Punkte)
Gegeben sei das Potential eines unendlich tiefen Potentialtopfs mit Grenzen bei z = —a
und x = a mit einem Zusatzpotential V' (z) = Vpd(x).

Voo(z)

I\OO

V(x)=00 V(x)=00

X

a) Welche Konsequenzen hat dieses Potential fiir die Paritéat der Eigenfunktionen des Ha-
miltonoperators?

b) Unterteilen Sie das Problem in zwei Gebiete —a < < 0 und 0 < z < a und machen
Sie fiir beide Gebiete einen allgemeinen Losungsansatz fiir die Schrodingergleichung.

c) Geben Sie die zu erfiillenden Bedingungen an, mit denen man im Prinzip die Koeffizi-
enten des Ansatzes bestimmen kann. Was gilt fir ¢(z) und ¢'(x) bei x = 07 Besprechen
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Sie warum die Wellenfunktionen mit negativer Paritdt von dem Zusatzpotential nicht be-
einflusst werden.

d) Zeigen Sie fiir den Fall positiver Paritit, dass die Bestimmungsgleichung fiir die Eigen-
werte
tan(ka) + cka =0

52
mVpa*

lautet mit k% = 221—2]5 und der Kopplungsstéirke ¢ =

e) Fiir ¢ < 1 hat die Funktion cx nur schwache Steigung und der Schnitt von tan x und —cx
liegt ungeféahr bei 7. Machen Sie eine Taylorentwicklung der Tangensfunktion an der Stelle
x = 7 und zeigen Sie damit, dass der kleinste Eigenwert der Gleichung in d) ndherungsweise

gegeben ist durch k ~ a(11c)'

f) Zeigen Sie, dass im Falle positiver Paritdt fiir die zugehorige Energie schlieblich E; =
1

;;’;22 (1 — 2¢) folgt, indem Sie zuvor oz ~ 1 — 2c fiir kleine c zeigen.

Zusatzaufgabe Z2: (3 Zusatzpunkte) Wihlt man speziell die Werte a = 1 und ¢ = 0.05,
so erwartet man die Nullstelle geméf der Abschéitzung aus e) bei k = Tro05- Berechnen
Sie die genaue Lage der Nullstelle mit dem Newton-Verfahren auf mindestens vier Nach-
kommastellen genau und vergleichen Sie mit dem Wert aus der Abschéatzung.



