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6.1

a) Zeige:
a∫
0

f(x)dx+
b∫
0

f−1(y)dy ≥ a · b

Wenn f(a) = b,dann gilt
a∫
0

f(x)dx+
b∫
0

f−1(y)dy = a · b

Wenn f(a) > b,dann gilt
a∫
0

f(x)dx+
b∫
0

f−1(y)dy > a · b

Wenn f(a) < b,dann gilt
a∫
0

f(x)dx+
b∫
0

f−1(y)dy < a · b

b) Mit Young und f(x) = xp−1 = y

⇒ f−1(y) = y
1

p−1 = p−1
√
y

Nach Young gilt: 1
p + 1

q = 1 ⇒ 1
q = 1 − 1

p ⇒ q = 1
1− 1

p

= 1
p−1

p

= p
p−1 = p+1−1

p−1 =
p−1
p−1 + 1

p−1 = 1 + 1
p−1 ⇒ q − 1 = 1

p−1

Substitution bei y: f−1y) = yq−1

Nach a) gilt dann a·b ≤
a∫
0

f(x)dx+
b∫
0

f−1(y)dy =
a∫
0

xp−1dx+
b∫
0

yq−1dy = [ 1
q−1+1x

p−1+1]a0+

[ 1
q−1+1y

q+1−1]b0 = [x
p

p ]a0 + [y
q

q ]b0 = ap

p + bq

q

6.2
(x, y) :
cos(ϕ) = x

r ⇒ x = r cos(ϕ)
sin(ϕ) = y

e ⇒ y = r sin(ϕ)

(x, y, z) ∈ Zylinder mit: κ(r, ϕ, z) =

 r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

z

 =

 x

y

z


a) Zeige κ|(0,∞)×[0,2π)×R ist stetig und bijektiv.

κ stetig, da alle Komponenten mittels Multiplikation aus stetigen Funktionen auch stetig
snd.
(cos, sin, v, z, stetig als Funktion)

1) κ|B injektiv, weil für r > 0 und für ϕ1, ϕ2 ∈ [0, 2π), ϕ1 6= ϕ2 (r cos(ϕ1), sin(ϕ1), z) 6=
(r cos(ϕ2), sin(ϕ2), z)
κ(r, ϕ1, z) 6= κ(r, ϕ2, z)

2) κ|B surjektiv, weil für (x, y, z) ∈ R3 genau ein ϕ ∈ [0, 2π) ex. mit (x,y)√
x2+y2

=

(cos(ϕ), sin(ϕ))
⇒ (x, y) = r(cos(ϕ), sin(ϕ)) = κ(r, ϕ)
Setze: r :=

√
x2 + y2 ⇒ κ(r, ϕ, z) = (x, y, z)

Da κ stet und bij. existiert eine Inverse κ−1(1, 1
n , 0) −→

n→∞
(1, 0, 0)

κ−1(1, [2π]− 1
n , 0) −→

n→∞
(1, 2π, 0)

wobei 2π − 1
n → 2π

obwohl (1, 1
n , 0) −→

n→∞
(1, 0, 0)

und (1,− 1
n , 0) −→

n→∞
(1, 0, 0) (alles im Bild von κ)

Da φ ∈ [0, 2π) ist also κ nicht stetig.

b) ∂
∂rκ(r, ϕ, z) = (cos(ϕ), sin(ϕ), 0)
∂
∂ϕκ(r, ϕ, z) = (−r sin(ϕ), r cos(ϕ), 0)
∂
∂zκ(r, ϕ, z) = (0, 0, 1)
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6.3

κ(r, ϕ, θ) =

 x

y

z

 ∈ Kugel =

 r sin(θ) cos(ϕ)
r sin(θ) sin(ϕ)

r cos(θ)


κ|(0,r]×[0,2π)×(0,π) ist injektiv. (0, 0, 0) ist Zentrum.

6.4

6.5

Zeige: ||A||Rm×n := sup
x∈Rn

||x||=1

||Ax||︸ ︷︷ ︸
m×n·n×1=m×1

||Ax|| ≤ ||A|| · ||x||
Betrachte: ||A+ B|| = sup ||(A+ B)x|| ≤ sup(||Ax||+ ||Bx||) ≤ sup(||Ax||) + sup(||Bx||) =
||A||+ ||B||
Weiterhin falls ||A|| = 0⇒ A = 0 klar.
||λA|| = sup(||(λA)x||) = |λ| sup(||Ax||) = |λ| · ||A|| ⇒ Norm
Für x 6= 0: ||Ax|| = ||A x

||x|| || · ||x|| ≤ sup
x0∈Rn

||x0||≤1

(||A · x0||) · ||x|| = ||A|| · ||x||

mit x0 = x
||x|| ⇒ ||x0|| = || x||x|| ||

6.6
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