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Übungen zur Statistischen Thermodynamik

Aufgabe 32: Phononen

Ein Kochsalzkristall formt ein kubisches Gitter mit N Natrium- und N Chlor-Atomen.
Wegen der verschiedenen Atomsorten können nicht nur akustische, sondern auch opti-
sche Gitterschwingungen angeregt werden. Beschränkt man sich auf die 3N akustischen
Eigenschwingungen, kann man mit dem Debye-Modell arbeiten, in dem die Dispersions-
relationen als linear genähert werden: ωakust.

k,λ ≈ c|k|; dabei soll die Schallgeschwindigkeit c
für alle drei Polarisationsrichtungen λ = 1, 2, 3 dieselbe sein. Für die 3N höherfrequenten
optischen Schwingungsmoden bietet sich das Einstein-Modell mit ωopt.

k,λ ≈ const. an. Die
gesamte Zustandsdichte pro Freiheitsgrad lautet dann

g(ω) = gD(ω) + gE(ω) =
3ω2

ω3
D

θ(ωD − ω) + c δ(ω − ωE) ,

wobei ωE aus dem Experiment bestimmt wird.

(a) Bestimmen Sie die Konstante c aus der Gesamtzahl der optischen Anregungen.

(b) Berechnen Sie die Energie

E =
∑

k,λ

Ek,λ =
∑

k,λ

~ωk,λ
(
〈nk,λ〉+

1

2

)

und die spezifische Wärmekapazität des Kristalls in den Grenzfällen T � TD und
T � TD, wobei die Debye-Temperatur TD mit der Debye-Frequenz über kBTD =
~ωD verknüpft ist. Verifizieren Sie das klassische Dulong-Petit-Gesetz CV → 2 ×
3NkB für große Temperaturen.

Aufgabe 33: Langreichweitiges Isingmodell

Das Isingmodell dient als einfaches statistisches Modell zur Untersuchung von Phasenüber-
gängen. Es beschreibt ein System von N paarweise miteinander wechselwirkenden Spins
Si (i = 1 . . . N) in einem äußeren Magnetfeld B, die jeweils nur zwei diskrete Werte
Si = ±1 annehmen können. Wir betrachten speziell jene Variante des Modells, in dem alle
Spins unabhängig von ihrer räumlichen Anordnung gleich stark aneinander koppeln. Die
Hamiltonfunktion und die Zustandssumme des Systems haben dann folgende Form:

H = − J

2N

∑

i,j

SiSj −B
∑

i

Si , Z =
∑

{Si}
e−βH =

∑

S1

· · ·
∑

SN

e−βH .
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Aufgabe 32

Aufgabe 33
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= (ea + e−a)︸ ︷︷ ︸
1.

(ea + e−a)︸ ︷︷ ︸
2.
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N.

= (ea + e−a)N = (2 cosh(a))N
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√
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f(y,β,B)︷ ︸︸ ︷
βJ

2
y2 + ln(2 cosh(β(Jy +B))))

b)
∞∫
0

e−λI(x) = e−λI(y0)
√

2π
λI′′(y0)

∂f
∂y

= βJy − βJ tanh(β(Jy +B)) , d2fy2 = βJ − (βJ)2

cosh2(β(Jy+B))

∂f
∂y

!
= 0 ⇒ y = tanh(β(Jy +B)) [B = 0]
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c) Ergebnis aus der b) ableiten.

M = 1
Nβ

∂ ln(Z)
∂β

= − 1
β
∂f(y0)
∂β
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β
(βJy0

∂y0
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− tanh(β(Jy0 + B))(β + βJ ∂y0
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)) = y0

globales Minimum v. f:

B=0⇒ f(y) = y2

2(βJ)−1 − ln(2 cosh( y
(βJ)−1 ))

f(y)~F
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