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Übungen zur Statistischen Thermodynamik

Aufgabe 22 (Joule-Thomson-Prozess):

Wir interessieren uns für die Inversionstemperatur, jenseits derer ein Gas durch gedrosselte
Entspannung gekühlt werden kann. Betrachten Sie dazu den Joule-Thomson-Prozess für
ein Van-der-Waals-Gas mit der Zustandsgleichung
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(a) Drücken Sie die Zustandsgleichung zunächst durch die dimensionslosen Variablen
p̃ = p/pc, v = V/Vc und t = T/Tc aus (siehe Vorlesung). Berechnen Sie den isobaren
Ausdehnungskoeffizienten α.

(b) Welche Kurven erhält man für p̃(v) und p̃(t), wenn δ = 0 gilt? In welchen Gebieten
in der {p̃, v} bzw. {p̃, t}−Ebene ist δ > 0?

(c) Kann man Sauerstoff (Tc = 154K) bei Zimmertemperatur und Atmosphärendruck
mit Hilfe des Joule-Thomson-Verfahrens kühlen, unter der Annahme, dass er sich
wie ein Van-der-Waals-Gas verhält? Wie sieht es mit Helium aus (Tc = 5.2K)?

Aufgabe 23 (Statistischer Operator):

Ein statistischer Operator ρ ist definiert durch die Eigenschaften: ρ = ρ†, ρ ≥ 0, Tr(ρ) = 1 .

(a) Zeigen Sie, dass ρ =
∑

i pi |ψi〉〈ψi| mit ||ψi|| = 1 alle diese Eigenschaften erfüllt.

(b) Zeigen Sie, dass aus der Definition für ρ folgt:

• ρ2 ≤ ρ, wobei ρ2 = ρ für Reinzustände.

• ρ(λ) = λρ1 + (1− λ)ρ2 für 0 ≤ λ ≤ 1 (Konvexität).

(c) Gegeben sei ein quantenmechanisches System, das nur zwei Zustände, z.B. zwei
Spineinstellungen, einnehmen kann (’qubit’). Der entsprechende Hilbertraum werde
durch die Basisvektoren |↑〉, |↓〉 aufgespannt. Welche Eigenschaften muss der Vektor
P ∈ R3 erfüllen, damit

ρ(P ) =
1

2
(1+ P · σ)



Besprechung:
Blatt 8, Theo 5 vom Mittwoch, den 22.12.2011

Aufgabe 22
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c) Zu Hause!
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Aufgabe 23

a) 1) ρ† = (
∑
i

pi|ψi >< ψi|)†

= (
∑
i

pi|ψi >< ψi|) = ρ

2) < φ|ρ|φ > =
∑
i

pi < φ|ψi >< ψi|φ >

=
∑
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pi| < φ|ψi > |2 ≥ 0

tr(ρ) =
∑
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< n|ρ|n >= ∑
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pi < n|ψi >< ψi|n >

=
∑
n,i

pi < ψi|n >< n|ψi >

=
∑
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pi < ψi|ψi >=
∑
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pi = 1

b) zz.: ρ2 ≤ ρ

ρ2 =
∑
ij

pipj|ψi > < ψi|ψj >︸ ︷︷ ︸
δij

< ψj| =
∑
j

p2j |ψj >< ψj| ≤ ρ

ρ(λ) = λρ1 + (1− λ)ρ2
⇒ ρ(λ) = ρ(λ)†

⇒ ρ(λ) =≥ 0 (siehe a)

⇒ tr(ρ(λ)) = 1, weil λ+ (1− λ) = 1 (siehe a.3)

c) * ρ† = 1
2
(1+ ~p~σ)†

= 1
2
(1+ + (~p~σ)†)

= 1
2
(1+ ~p~σ)

* ρ ≥ 0⇔ EW ≥ 0

ρ(~p) = 1
2




1 + p3 p1 − ip2
p1 − ip2 1− p3


 (Eventuell Vorzeichenfehler)

det(ρ(~p)− λ1) !
= 0

⇒ 1
2
((1− 2λ)2 − ~p2) = 0

⇒ |~p| = |1− 2λ|

⇒ λ± = 1±|~p|
2

0 ≤ λ± ≤ 1 ⇒
”
Blochkugel“

* |~p| = 1 : λ+ = 1, λ− = 0 ⇒
”
Reiner Zustand“

|~p| = 0 : λ+ = λ− = 1
2
⇒ max. gemischte Zust.
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tr(ρ(~p)) = 1
2
tr(1+ ~p~σ) = 1
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Konvexität: 1
2
(1+ ~p~σ) = λ1

2
(1+ ~p1~σ) + (1− λ)1

2
(1+ ~p2~σ)

⇒ ~p = λ~p1 + (1− λ)~p

d) |ψ >= 1√
2
(| ↑> ⊗| ↓> −| ↓> ⊗| ↑>)

| ↑>=



1

0




ρ =
∑
i

pi|ψi >< ψi| = |ψ >< ψ|

ρ2 = |ψ >< ψ|ψ >< ψ| = |ψ >< ψ >= ρ

ρAB = |ψ >< ψ|

= 1
2
(| ↑><↑ | ⊗ | ↓><↓ | − | ↓><↑ | ⊗ | ↑><↓ | − | ↑><↓ | ⊗ | ↓><↑ |

+ | ↓><↓ | ⊗ | ↑><↑ |)

trB(ρAB) =
1
2
tr(

∑
ij

|ψj >A ⊗|ψj >B< ψj|A⊗ < ψj|B)

tr(A⊗B) = tr(A)tr(B)

⇒ trB(ρAB) = (<↑ |ψA >< ψA| ↑> + <↓ |ψA >< ψA| ↓>)

ρA = 1
2
(| ↓><↓ |+ | ↑><↑ |)

ρ2A = 1
2
ρA

Aufgabe 24

Einfach zu Hause: wie sonst auch rechnen, nur mit Quantenstatistik
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