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ﬂ'bungen zur Statistischen Thermodynamik

Aufgabe 1 (Binomialverteilung)

Ein ideales Gas bestehe aus N = 10?3 Molekiilen, die sich unabhingig voneinander in
einem Volumen V bewegen. Man betrachte ein Teilvolumen v:

a. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit wy(n), n Molekiile in v zu finden?

N
Zeigen Sie, dafi Y wy(n) = 1.

n=0

b. Wie grofl ist die mittlere Teilchenzahl 7 =<n> im Volumen v?

c. Berechnen Sie das relative Schwankungsquadrat <(n — 72)%> /n. Wie grof8 ist dies
fiir die Fille v = V,v = V/2 und v = 10710V?

Aufgabe 2 (Besetzungswahrscheinlichkeit)

Betrachten Sie n Teilchen, die auf N > n Zellen mit gleicher Wahrscheinlichkeit verteilt
werden. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dal sich genau ein Teilchen in jeder
der ersten n Zellen befindet. Die Berechnung soll unter drei verschiedenen Annahmen
durchgefiihrt werden:

a. die Teilchen sind unterscheidbar und in jeder Zelle diirfen sich beliebig viele Teilchen
befinden;

b. die Teilchen sind ununterscheidbar und in jeder Zelle diirfen sich beliebig viele
Teilchen befinden;

c. die Teilchen sind ununterscheidbar und in jeder Zelle darf sich maximal ein Teilchen
befinden.

Aufgabe 3 (Ableitung der Stirling’schen Formel)

a. Die Euler’sche I' Funktion ist durch
oo
I'(z) = / dit®le™t
0

definiert. Zeigen Sie durch partielle Integration, dass fiir t =n € N,

I'n+1)=n!,neN.

b. Leiten Sie die Stirling’sche Formel ab:

n!l ~vV2mnn"e ".



Nutzen Sie dafiir die Sattelpunktsndherung. Dabei wird das Parameterintegral
T2
I(\) = / dze M@
1

durch eine GauB-Kurve approximiert, i.e. wenn die Funktion f(x) bei x = x ein
Minimum besitzt, gilt (unabhéngig von den Integrationsgrenzen z1, z2):

I(\) ~ e~ M (o) /z2 alal:e_%f”(7”0)(‘”—11”0)2 — ¢~ M(@0) /oo alye_%f”("“’)y2 — e M) |~ __ 2m )
1 —00 f (x()))‘



Besprechung: Blatt 1, Theo 5 vom Mittwoch, den 26.10.2011

Aufgabe 1

a) Wy(n) =Tn(n)p"(1—p)N " = (N)p”(l —p)Nn p= v, N= 1023 Teilchen

n=0
al NN N N (NY Non/ 0
b) <n>= Y wyn)n=3 ()p"1-p N "n=3 () _n(a*ppn)p
n=0 n=0 n=0
N
=p& > ()" p" =pi(p+ ) =pN1V1 =pN = &N
n=0

oder kurz: E(wy) =Y E(w;) = NE(w;) = Np

c) kurz:
Wert | Wahrscheinlichkeit
Var(wy) = NVar(w;), 0 1-p
1 p
= Var(wy) = (0—p)*(1 —p) + 1 =p*)p=p(1 - p)lp +d
= Var(wy) = Np(1l —p) =< (n —n) )>:>(n+)2)>:1—p: - v

Vorlesung;:

< (n—n)?) >=< (n? = 2na+7?) >=<n? > -2<na>+<n’>=<n?>-2n +
—_— >
n<n> n2
n?=<n?>—<n>?2

v=V=0, v=3V=1 0v=109=1-10"10

Aufgabe 2

a)
N"™ Moglichkeiten gesamt, 1 Moglichkeit besetzter Stellen wie gewiinscht, besetzende

Teilchen koénnen aber Permutieren = n!
X X O

Beispiel: N =3, n=2, K={A,B} = A B O = 2 Moglichkeiten
B A O
b)

32‘

g
1 Moglichkeit wie gewiinscht, Permutation nicht bemerkbar = 1

X X O
Beispiel: N =3, n=2, K ={A,A} = ———— =1 Maoglichkeit
A A O

)’
]T\Z ) Moglichkeiten n aus N zu ziehen oder n auf N zu verteilen

(”an 1) Moglichkeiten n aus N zu ziehen oder n auf N zu verteilen wenn Teilchen
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unterscheidbar!
Beispiel, Zeichenfolgendarstellung;:

|...]| (3 von 3Teilchen in der ersten von 3 Zellen) = AAA BB
Lo~
n  N-1

|..].|| (2 von 3 Teilchen in der ersten, eines in der 2. von 3 Zellen) = AABAB

= n+ N — 1 Pldtze, (n + N — 1)! Kombinationen

(n+N-1)! (n—‘,—N—l)

B und A unterscheidbar = AN=DT = n

Aufgabe 3

a) Induktion:

r=1: T(1)= [dte! =[-etF=1=0!
0

[e.e] o0
r—ax+1l: De+1l)= [dit*e = [t e 3% +a [ dtt*te ™ = 2l ()
0 —_— 0

0
(rek Def. von x!)

t2 0o 0
b) I(\) = [dte MO = [attre~t = [ dte*™ Ot = T(z+1) = z!
t1 0 0
= ft)=t—zin(t) =ft)=1-% =tr==x
) =%, f't)=1>0

= I(\) = erin(@)—z, /217; =e 2"\ 2rr =~ x!

Q
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