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Ubungen zur Statistischen Thermodynamik

Aufgabe 32: Phononen

Ein Kochsalzkristall formt ein kubisches Gitter mit N Natrium- und N Chlor-Atomen.
Wegen der verschiedenen Atomsorten kénnen nicht nur akustische, sondern auch opti-
sche Gitterschwingungen angeregt werden. Beschrinkt man sich auf die 3V akustischen
Figenschwingungen, kann man mit dem Debye-Modell arbeiten, in dem die Dispersions-
relationen als linear gendhert werden: wZ}‘/{lSt‘ ~ c|k|; dabei soll die Schallgeschwindigkeit ¢
fiir alle drei Polarisationsrichtungen A\ = 1, 2, 3 dieselbe sein. Fiir die 3N hoherfrequenten
optischen Schwingungsmoden bietet sich das Einstein-Modell mit wsz/f' ~ const. an. Die
gesamte Zustandsdichte pro Freiheitsgrad lautet dann
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wobei wg aus dem Experiment bestimmt wird.

(a) Bestimmen Sie die Konstante ¢ aus der Gesamtzahl der optischen Anregungen.

(b) Berechnen Sie die Energie
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und die spezifische Warmekapazitit des Kristalls in den Grenzfillen T' < Tp und
T > Tp, wobei die Debye-Temperatur Tp mit der Debye-Frequenz tiber kgTp =
hwp verkniipft ist. Verifizieren Sie das klassische Dulong-Petit-Gesetz Cy — 2 X
3Nkp fiir grole Temperaturen.

Aufgabe 33: Langreichweitiges Isingmodell

Das Isingmodell dient als einfaches statistisches Modell zur Untersuchung von Phaseniiber-
gidngen. Es beschreibt ein System von N paarweise miteinander wechselwirkenden Spins
S; (i = 1...N) in einem &duBeren Magnetfeld B, die jeweils nur zwei diskrete Werte
S; = £1 annehmen kénnen. Wir betrachten speziell jene Variante des Modells, in dem alle
Spins unabhéingig von ihrer rdumlichen Anordnung gleich stark aneinander koppeln. Die
Hamiltonfunktion und die Zustandssumme des Systems haben dann folgende Form:
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(a)

Werten Sie die Zustandssumme Z aus. Verwenden Sie die folgende Identitét (Hubbard-
Stratonovich-Transformation), um die Summation iiber die Spins durchzufiihren:
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Das Ergebnis sollte lauten:

INBJ Jy?
Z = 72i /dyeNf(y’ﬁ’B), fly,8,B) = B2y —In[2cosh B(Jy + B)].

Im thermodynamischen Limes (N — oo) kann der obige Ausdruck fiir Z mit Hilfe
der Sattelpunktsmethode exakt ausgewertet werden: das Integral wird von einem
globalen Minimum y = yg der Funktion f(y) dominiert. Wie lauten dann Z und
die freie Energie F'7 Losen Sie die Bestimmungsgleichung fiir ¢y im Fall B = 0 gra-
fisch, indem Sie beide Seiten der Gleichung als Funktion von gy auftragen. Wieviele
Losungen konnen auftreten, und wie héingt deren Anzahl von der Temperatur ab?

Zeigen Sie, dass die Magnetisierung pro Teilchen folgende Relation erfiillt:
1 1 0lnZ
Mi= (> 8= 5= 5

N ; ‘ Np OB

Wie lassen sich dann die Losungen aus (b) interpretieren? Welche davon korrespon-
dieren zu Minima bzw. Maxima von f(y)? Beachten Sie, dass die benétigte Losung
ein globales Minimum sein muss.
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Berechnen Sie die isotherme Suszeptibilitidt x = OM/0B. Zeigen Sie im Falle eines
verschwindenden Magnetfelds, dass x bei der kritischen Temperatur T'= T wie
T -Tc
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divergiert, und zwar fiir ¢ — £0, d.h. wenn sich T sowohl von oben als auch von
unten an T annédhert. Skizzieren Sie x als Funktion der reduzierten Temperatur e.
Welchen Wert erhalten Sie fiir den kritischen Exponenten ~?



