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I"Jbungen zur Statistischen Thermodynamik

Aufgabe 4 (Entropie)

Gegeben seien N unabhangige harmonische Oszillatoren, deren quantenmechanischer Zus-
tand durch die Besetzungszahlen ny, ..., ny gekennzeichnet wird. Die Gesamtenergie betragt
somit

N
mit M =nq + .-+ ny. Zeigen Sie, daf3 die Zahl der Zustinde mit dieser Energie durch

(N + M —1)!

TN, M) = MI(N —1)!

gegeben ist, wobei angenommen wurde, dafl die Oszillatoren unterscheidbar sind. Betrachten
Sie nun den Grenzfall M > 1, N > 1 und berechnen Sie

1 d

als Funktion der Energie F und der Grundzustandsenergie Fy = Nhw/2.

Aufgabe 5 (Phasenraumvolumen)

Betrachten Sie N (unterscheidbare) Punktteilchen der Masse m, die im Volumen V' eingeschlossen
sind und nicht miteinander wechselwirken. Zeigen Sie, dafl die Zahl der Zusténde, deren En-
ergie kleiner als F ist, durch
VN (2rmE)3N/2
(2mh)3NNT T (3 4-1)

gegeben ist.

Aufgabe 6 (Liouville-Gleichung)

Betrachten Sie ein System von klassischen Teilchen mit insgesamt f Freiheitsgraden. Zum
Zeitpunkt ¢ = 0 seien die Teilchen geméafl der Dichte po(q, p) im Phasenraum verteilt, wobei
q,p die f-dimensionalen (generalisierten) Koordinaten des Systems sind. Zu einem spéteren
Zeitpunkt ¢t > 0 hat sich die Phasenraumverteilung zu

o(@,5,1) = / i g0 / & oo, 50)3 (@ — Oios Go, )55 — B(io, @ )

entwickelt, wobei @(%,ﬁo,t) und ﬁ((j{),ﬁo,t) die Losungen der Hamilton’schen Gleichungen
gTZ = ¢; und g—g = —p; zu den Anfangsbedingungen ¢(0) = ¢ und p(0) = py sind.
Leiten sie aus obigem Ausdruck die Liouville-Gleichung fiir die Phasenraumdichte p(q, p,t)
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Aufgabe 7 (Scharmittel)

Gegeben sein ein eindimensionaler harmonischer Oszillator mit der Hamiltonfunktion

2 2

D mw o
H=—+—2z°.

2m+ 2 v

a. Geben Sie die Trajektorie im Phasenraum als Funktion der Energie E an. Berechnen

Sie den Zeitmittelwert
o 1 t+T
x? = T/t drz(T)?,

wobei T' die Periodendauer des Oszillators und z(t) seine Bahnkurve ist. Was ergibt
sich im Grenzfall T" — 0o0?

b. Betrachten Sie nun eine sehr grofie Zahl identischer Oszillatoren, die im Phasenraum
geméfl der Dichte

dxdp

hatater' 4 -1

plz.p) = N6(H(z,p) — E), /

auf der Energieschale verteilt sind. Bestimmen Sie die Normierungskonstante N als
Vielfaches von fiw und berechnen Sie den Scharmittelwert

dxd
<x2>—/ v p:):Qp(:n,p).

2mh

Gilt Scharmittel gleich Zeitmittel?
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Aufgabe 4
= Shw+ Mhw=hw§+M), N+M=F+8+Mm=L+T=FE L
E—-F 2F,
M=Ee N =

T(N, M) = S ~ G

In(N!) ~ N(In(N) — 1)

In(T(N, M)) = In((N + M)!) — In(M!) + In(N)

=(N+M)(In(M +N)—1)— MIn(M — 1) — N(In(N) — 1)
=(M+N)In(M+N)—M—N—MIn(M)+ N = (M+ N)In(M + N) — M — MIn(M)
= (M+N)In(M+N)—MIn(M)—NIn(N) = ZtEo |n(EtEe) _ E-Lo |y (E-Eo) 280 1 (280

(
) =

hw
= E;fo In(E—FEy)— % In(hw) — % In(E—FEy)+ Ehfo In(hw) — 2E0 ln(2Eo)+% In(hw)
= Etho 1n(B - By) — 252 In(E — Ep) — 220 In(2E,)
n(EiEy) | B2, EE e
oI'(E, Ey) = (+O)+E+Eo ( 0)+E

= o (In(E + Eo) — In(E — Ey)) = kT~

Aufgabe 2

i=1
ununterscheidbar = Faktor %

S(E)=4 [ dr_N,fdreE H)
H<E'

de=fH%=VNfH§£%

_ 1yyN
S(B) = 4V %W/Hdpz 1—22mE>

n—dim Volumeneiner Kugel

3
Geschweifte Klammer mit Radius 7 = v2mE ist [ ... =V F(JTQH)
2
- E(E) _ VN \/2mE37r%

~ N!(2mh)3N r(%ﬂ)

Aufgabe 6
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Op =0y [ d'q0 [ &' popo(do, 50)d(7 — Q(Po, do. t
=0y [ d’qo [ d* popo(do, o) (8'(7— (PU,QO,t))@S(ﬁ* P(py, Go,t))

+8(7— G, o, ) PY (5~ PG, 1))

= [ [ p0d' (¢ —Q)Q5(p— P)+ [ [ pod(q — Q)PS(p — P) (Kurzschreibweise)
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0'(q— Q) = 046(q — Q)
= .. = [ [ p0dgd(q = Q)OpHI(p — P) — [ [ po0yd(p — P)OqH(q — Q)
=0y [ [ = 0p [ [ ... =30 0q,p0p,H — Op,pdg, H

Aufgabe 7
a) H= é’—m 2 = FE~, = Ellipse (Bewegungsgleichung!)
t+T
z* =1 [ dra(r)?,  z(t) = zo cos(wt) + \/p»o sin(wt)
t

t+T

+ [ dradcos®(wr) + pog sin?(wt) (sin()cos()=0 fiir Integral iiber Periode!)
t
t+T T

2
= f drz cos?(wr) + f dr p02 sin?(wt)) = 21T(3:(2)+ pSJQ)T: %(3;3_1_ ni&)
= zeltunabhanglg, 1dentlsch fur alle T!

dxd, dxd 2,2
b) 1—f 29;%)15]{ E —Nf 2%%)5% %_E)
Substitution: &’ = 4 /Fw p = \/%
= N = ﬁ fdp’d:v’6(p’2 +z? - FE)= Lﬁ fdcpdrr(;(rz —F)
_ 1
= =5 [ dro-(0(r \/>)+5(r—|—\F))—hw
=0
<z>=[ dzgiiprQ(x p) = 2% [ drdpa? 5( + T;"bwTW —E)
= Sew g | AP0 49 = B) = i [ de [ drrr® cos’()3(r — E) = 5

= Scharmittel = Zeitmittel
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