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9.1

i) Sei A :=

(
1 0
0 1

)
⇒ λ1 = λ2 = 1 (also positiv definit)

ii) Sei A :=

(
1 0
0 −1

)
⇒ λ1 = 1, λ2 = −1 (also indefinit)

iii) Sei A :=

(
0 0
0 −1

)
⇒ λ1 = 0. λ2 = −1

(also negativ semidefinit aber nicht negativ definit)

9.2

a) b) c)

d) e) f)

9.3

a) g(x, y, z) = (
√
x2 + y2 −R)2 + z2 − r

∇g =


(
√
x2 + y2 −R) 2x√

x2+y2

(
√
x2 + y2 −R) 2y√

x2+y2

2z

 =

 0
0
0

 ⇒ z=0, x=y=0, oder x2 + y2 = R.

x2 + y2 = R nicht möglich.
r2 < R2 und (

√
x2 + y2 −R)2 = r2 ⇒ r2 = 0. Also ∇g 6= 0, (0, 0, 0) /∈ T

∀p ∈M∃ offene Umgebung W von p ∈ Rn, mit f ∈ C1(W,Rn−k), da
M∩W = f−1({0}) und ∇f1(p)...∇fn− k(p) l.u.

b) ∇g = 0⇒ x = y = z = 0 /∈ T . ⇒ {(x, y, z)|x2 + y2 = R} 6⊂ T .
⇒ ist nicht möglich, da (0,0,0)/∈ T

9.4

Sei p ∈M , γ Kurve in M mit γ(0) = (0, 0, 0), γ dbar. bei 0.
Falls p = (0, 0, 0) und γ̇(0) = (γ̇x(0), γ̇y(0), γ̇z(0)), so für lim

t→0
γ(t) /∈M ⇒ T(0,0,0)M ⊂M.

Sei nun p = (x, y, z) 6= (0, 0, 0) in der Nähe von p ist M 2-dim-Mft. von R3, also TpM ⊂
Unterraum von R3, dim(TpM) = 2,
mit γ0(t) = (1 + t)p ⊂M , γ̇0(0) = p ⊂ TpM
Ist x = |z| cos(ϕ), y = |z| sin(ϕ), so ist mit γ1(t) = (|z| cos(ϕ+ t), |z| sin(ϕ+ t), |z|) ∈M :
γ1(0) = p, γ̇2(0) = (−y, x, 0) ∈ TpM ⇒ TpM = R×⊕R× (−y, x, 0)
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9.5

a) Sei (an) Nullfolge in R3 \ {0}. Dann E0 + Mγ
||an||2 > 0.

Sei nun bn in R3. so, dass ||bn||2 =
√

(E0
m + Mγ

m
1

||xn||2 )2.

Dann (an, bn) ∈ FE0 , aber an → 0, ||bn||2 →∞
Also FE0 für kein E0 ∈ R kompakt.

b) Nach Heine-Borel: F̃E0 kp.⇔ F̃E0 beschr. ung abg.
(an, bn) ⊂ F̃E0 , (an, bn) → (ãn, b̃n), also ||x̃||2 ≥ R und 1

2m||ṽ||
2
2 − mMγ 1

||x̃||2 =

lim 1
2m||bn||

2
2 −mMγ 1

||bn||2 = E0, also (x̃, ỹ) ∈ F̃E0 . Daher F̃E0 abg.

∀E0 ≥ 0 : ∀x, ||x||2 ≥ R∃v : 1
2m||v||

2
2 = E0 + mMγ

||x||2
⇒ F̃E0 nicht kp.
∀E0 < 0 : ∀x∀v ∈ FE0 : mMγ

||x||2 = 1
2m||v||

2
2 + |E0| ≥ |E0|

⇒ R ≤ ||x||2 < mMγ
|E0| : F̃E0 kp.

Also FE0 kp für alle E0 kleiner 0

9.6

E(x, v) = v2

2 − x
2 + x4

E(x, y) = c⇒ v = ±
√

2(c+ x2 − x4) (für c=0 also v = ±
√

2x2 − 2x4)
Für c = −1

4 ist Mc = {(− 1√
2
, 0), ( 1√

2
, 0)}, also keine C1-Umft

Für c ∈ (−1
4 , 0) ist (x, v) ∈Mc, also v2

2 − x
2 + x4 = c

Dann ∇E(x, v) = (−2x + 4x3, v). Ist c=0, dann (0, 0) ∈ M0 und M0 in Umgebung von
(0,0). Dort kreutzt sich allerdings der Graph, also ist dieser für x oder v nicht umsetzbar.
Daher kein Umft.
Ist c > 0, so ist (x, v) ∈Mc, also Umft.
Also ist Mc für alle c ∈ (−1

4 , 0) ∪ (0,∞) eine Umft. von R2
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