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Elektrodynamik

Skript zur Vorlesung von Bunde

Mitgeschrieben und gelATEXt von Julian Bergmann
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1 Mathematische Einfiihrung

1.1 Partielle Ableitung und Vektorprodukt
1.1.1 Partielle Ableitung

F(ar y,2) = F(7)

|361»y17z1 = Ahrgo

ahnhch or. %F
Yy’ 0z
Bsp: F(7) = |7 = /a2 +y? + 22, G5 =L et
(F) A, (1‘ Y,z )ex—f—A (z,vy, )ey—f—A (x

aggﬁ 2 A (Méy + LA (F)Ey + 2 A()é

F(z1+Az,y1,21)—F(x1,y1,21) (siehe Mechanik 1)
Ax

1.1.2 Vektoroperator

> o o0 0 > 0 0 > 0
V= (g gy 52) = Cagp + Eypy + g

. . > OV > OV > 0V _ 0V 9V 9V
a) Gradient: VV( Y,z ) =€Cros + 61/8731 + 29z — (%, <> W)

b) Divergenz: VA(z,y,z) = o T o, T o
¢) Rotation: V x A(z,y, 2)
Wichtige Rechenregeln:

1)V

2) 6(f><d) 0, wenn o konst

3) V x (p(F) - A(7)) = p(V x A) + (V) x A
4) VxVep=0

5) V x f(i)F =

6) V x (V “):6(6“)—&4’, A=V?2

1.2 Delta-Funktion
1 fallstginV

Dichte von Punktladungen: 6 (7—7) = 0 fir r # 7, f d3T5(F—Fo) =
0 falls 79 nicht in V

v o(7) = Q(7 — 7). offensichtlich: § — F' beliebig schmal und beliebig hoch.

.
.fh:

Yo 1= 0o
;

1.2.1 Darstellung der Delta-Funktion in einer Dimension

= =

FEinfachste Darstellung in d=1: _
= —— %
Betr. Ly(z — xg) = %m T3 0 (Breite der Lorenzkurve n,m — 0)

1 Ja<zo<pf

i%fdx”m = %}]i_r)r[l)[arctan(ﬁ—xo/n)—arctan(a—xo/n)] = 0 somst
(genauso Gaufikurve)
oo
Sehr wichtige andere Darstellung: §(z — zp) = 5= [ etk(@=w0) g
—00
(Fouriertransformierte etc.) A y
1
7 N
_r-/ \
/ M
— _---// \\\H—‘-\-\-_ ———
— » ER
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Die § — F’ hat folgende weitere Eigenschaft: [ &(z — z¢)f(z)dx = f(z0)

—0o0
(kann man auch als Def. d. 6 — F’ benutzen)

Beweis
oo

lim an(x —xo) f(x)dx = f(x0) [ Ly(x — x0)dx = f(x0)

=V 0

Wichtige Eigenschaft (Beweis in Ubung):

1) o(g(z)) =>_ mé(x — x;), z;: einfache Nullstelle, > : tiber Nullstel-
len, g(z;) = 0, ¢/(z:) # 0 Z
6(z/a) = |alé(x)

B
2) [ (x— o) f(x)dx = f'(x0), o <o <f

1.2.2 Delta-Funktion in 3 Dimensionen

Karthesische Koordinaten:
7= (x,9,2), 7= (Z0,Y0,20), f fffda:dydz
o(F—70) == (@, y,2)0(z — 560)5@ y0)5(z — 20)
:>‘[d37“6(77—170) =1= f‘[fda:dydz Y(z,y,2)0(x — x0)d(y — yo0)d(z — 20)
=(z,y,2 fffdiﬂdydz 6(x — 20)6(y — y0)d(z — 20)

=v(z,y,2 fd:céaz—xg [ dyd(y — o) [ dzd(z — 20) = y(z,y,2) =1
= 6(7"— 7o) = 6(z — 20)d(y — y0)d(2 — 20)

Kugelkoordinaten “Z

x = rsin(d) cos(p), y = rsin(?)sin(p), z = rcos(?)

8( = ) = a0 — T0)0(0 = P0)d( — po) / a

[ [ [dr=[[[r?sin(¥) drddde ' X
\% \%4 FF

Y

Zylinderkoordinaten
3(7 = 7o) = 2=6(p — p0)d(p — ¢0)d(z — 20)

f{/ffd?“:f{[fpdpdgodz

y

1.3 Taylorentwicklung skalarer Felder

©(7) beliebig oft diffbar, ¢(7), p(F+ AF) ?
d=1:p(z) = Z i,go(")( 0)(x—z0)"; o(T+AT)) = p(z1+Ax1, o+ Axg, 3+ Axs)
=0
Trick: F(t) = (1:1 + Az, 29 + Ao, x3 + Axs)
—_— —— —

uy u2 us3

du du du
. _ - L dF _ 9p QU1 2 | 9p QU3
Jetzt: F(t) um t=0 entwickeln: 7> = F£ 7 +au2 7 + 5us q
—~— ~— —~—

Az Axo Axs
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&’F _
d? A$1(8u1 Bul Al’l + aug 811,1 A.’L‘Q + 8u3 Bul Ax3)

0] o)
+Ax2( Aw + dug 8u2 AZL’ + 8U3 aug Axg)

ouq %U2
+A*’”3(821 a;i, Azy + 5o 5o Ay + o s As)
3 !
:; EA Jauu Y= (ZDA%&U) p(ur, uz,us)
i= = ; "
Allgemein: CZ—F <Z sza ) o(uy, uz, ug) = dtn Elimo = (Z Az 821) o(z1, 72, 73)
< 1w =1 (¢ o)
. 4 n n __ — = — I PO
ARV
ATV
Bsp: ¢(7) = % um 7 = 0 nach kleinen 7 entwickeln.
_ 1 P17
wichtige I—fﬂfsformel V(| —ro 1—1 —N T \:«;—%
SD(F) — |F7ﬂ0‘ = — + 3T o + 5%(3(7’7,0)2 — T2T§) +
1.4 Flachenintegrale
1.4.1 Volumen- und Linienintegrale
N
InV: f(z,y,2) = dxdydzf(z,y,z) = lim AV, Ti, Yiy %
flz,y,2) f‘j;f ydzf(z,y, 2) N—)ooi; i f(@i, vis 2i)
Ax; Deltay; Az;

(Volumenintegral)

B
b) JdlE(z,y, z) = hm ZA (:ci,yi,zi)
c A N—oo =1
\i, kuvey  (Kurven-/Linienintegral)

. Vi 2)

1.4.2 Flachenintegral
Gegeben: E(F) = (Ey(7), Ey(T), E-(T)) und Volumen V mit geschlossener
Oberfliche S(V). Zerlege S(V) in N einzelne Flichenelemente A f; und de-
finiere Vektor Af; = Af,-7(7) (n:Nach auBen gerichteter Normalenuvektor
bei 7).

N — —
=1

Is: Fluss von E(F) durch S. Gilt auch fiir nicht-geschlossene Flichen. An-
wendung: E-Statik.
Bsp: Fluss eines homogenen Feldes durch Quader. (E(E,, Ey, E,) = const)

¢ EdF = —abE, + abE, — acE, + acE, — bcE, 4+ beE, = 0
S(V)
Leicht verallgemeinerbar auf beliebige geschl. Fléchen.

1.5 Integraldarstellung der Divergenz
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Betr: kleines Volumenelement AV um 7
Beh: VE = lim - § Edf
Afi = AyAzé, = —Afo, Afs = AxAzE, = —Afy, Afs = AzAyé, = —Af I

S o Ax A
= § Edf = [ [dydz(Bxlwo+5y.2) = Eulzo — 5-.9,2))

s(v) 2 - 17
O (xgy,zmwo«mm A |
+ [ [ dedz (By(a,yo+ 50 2) = Bywyo — 552) 37| f %
AT A -
85;’ (z,y0,2) Ay+O((Ay)?) ‘ | Ax v
Az Az AyAT
+ffd'rdy(EZ(x7y7Z0+7)_Ez(x7y7zo_7)) X ]

¥,20)Az+0((Az)3)
Jetzt: AV — 0= Az, Ay,Az - 0=z = x9,y — Yo,2 = 20

- oF OF oF
Edf = AzAyAz | —= -4 =
= ¢ Edf TAy Z< £ (20, Yo, 20) + By (%0, Y0, 20) + 9% (xo,yo,20)>

V-E

a) E = const im Bereich von AV & E =0
b) VE beschreibt ,, Quelle* des Feldes, VE ist maximal wenn E iiberall ||d fist.

¢) Folgerung: E(7) = c_igo(?*') a : const aber beliebig.

o o= ) B

VE:V(GSO(F))Z( @) (7) +d Ve —avw—aAl‘gnioA—v § dfe
0 grad

Da @ beliebig = Vgp = hm W ¢ dfgp
S(AV)
(Integraldarstellung des Gradienten)

1.6 Integraldarstellung der Rotation

— n —
Def. Zirkulation: I, = § A(F), I.= Z A(T;) AT
o} ” i=1
»Maf fir Wirbelstdirke*

Gesucht: Zusammenhang mit V A Betrachtet: Folge von geschlossenen ebenen Kur-

ven C,,
. xo+A;n Ay Ay
a) Ebenex-y: Ic, = [, A(Mdi= [ dz(As(z,y0 - 2n) — Az(,y0 + 2n))
Azn
To— =5
(20,90) Ayn+O((Ayn)?)
y0+Ay" Az Az
+ [ dy(Ay(zo 2n7y)_Ay(370+ 2n’ )
Ayn
v aA
— 52 (20,50) Azn +O((Azn)?)
n—00 0A, O0A
Az, Ayy, (— -
0 Ambu )
Fp, S~
(VxA),
leicht verallgemeinerbar auf x-z-Flédche (F, (6 _') ) und y-z-Fléche (F, x(ﬁ 1),)

:nVXA:FICleEOEgA 7)dr



1 Mathematische Einfiihrung Elektrodynamik 5 - 37

(Integraldarstellung der Rotation)

Rotation: Fliachendichte der Zirkulation

1.7 GauB-Satz

$ Edf: AVﬁE, Betrachtet: 2 benachbarte Volumina AV;, AV,

S(AV)
§EIf L § Edf+ § Edf = AV,VE|s + AV VE|s,,

S(AV;) S(AVit1)
Allgemeine makroskopische Volumen aufteilen in n Volumina = ¢ Ed f => AV,VE |7, iy

s(v) i=1
¢ Edf = [d*VE
S(V) |4
Triviale Anwendung des Gaufl-Satzes (Greenschen Identititen)

1) E = p(f)V(r), RS : VE = VoV + 0 V2 0,
A
LS: ¢ o(V) - ﬁ)df(ﬁzb = g—ﬁ: Normalableitung von v auf S
S(v)
= [[VoVy + pAyldV = § p9Ldf
1% S(V) T~

2) In E p, 1) vertausche; Beide Ergebnisse subtrahieren ﬁ \
()= [(pAY — BAGNV = § (5 — 52)df Y )
1% S(V)
1.8 Stokes-Satz \\A /ﬁ
Zirkulation < Fléchenintegrale ~= Y ="¢eF

/ Adi = AF;(V x A(7))it (ganz kleine Flichen)
C.

| .

N N R . N o o
J =2 ¢ =X AFA(V x A()) = [(V x A)df Al
C 1=1C; i=1 F = fgleich
Also: ¢ Adi= [V x Adf (Stokes-Satz) ¢
C(F) F
Zirkulation<> Rotation
Folgerungen:
- — — P2 —
VA=0= ¢ Adrf=0V Kurven C = [ Adr unabh. vom Weg
C(F) Py

= Potentialbestimmung (sieche Mech. 1)

Beispiel zu Folgerung zu 1.8

A(F) = %B x 7, B = const

= f@ x Adf = fédf: BF = $ AdF (ebene Fliche)
F F o(F)
Dies héngt nur ab von Gréfle d. Fliache und ist unabh. von der Form d. Fldche.
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1.9 Der Zerlegungssatz

Jedes A(F) = A(z,y, z) = (Aq, Ay, A,) lasst sich schreiben als AP = A7) + A7)
~—— =

Mit 4;(7) = —Va(7) (c: Potential)
> 1 3 /6#1‘1‘(7)

or) = 4= [ dPr' 5=

d.h. wirbelfreier Anteil bestimmt durch VA (Elektrostatik)

At(F) V x B(F )(5 Vektorpotential)
g( fd3 1V, X A7)

=T
d.h. quellfre1er Anteil beschrieben durch V x A (Magnetostatik)
JVAV = § dfA, fig=L(f9)— g f
1%

x B(7)

(Vx(Vxf
Tiz=T1-T2 pz0
. 1 a
2 Elektrostatik: Grundlagen
T}‘1 _n'}z q e
enthalt
2.1 Coulomb-Gesetz + el. Feld. 2q - oy
0
Punktladung q1, g2 X

exp.: Ko = k%qlqg = — Ko (Kraft von Ladung 2 auf Ladung 1)
Viele Ladungen ¢y, ..., g,: Die von ¢, ..., ¢, auf ¢; ausgeiibten Krifte addieren sich
vektoriell: Superpositionsprinzip
Kl =kq Z q; |:11 :‘3
Festlegung der Konstanten K im Volumen:

a) K=1 (cm,gs)— [q]=cm(dym)'/?

b) MKSA, (M:Meter, K:Kilogramm, S:Sekunde, A:Ampere)

N = 51z[q)%, ([a]=1 Coulomb=1AS, N:Newton)

Definition:

Das el. Feld E(F) wird durch eine vorgegebene Ladungskonfiguration er-
zeugt und ist druch die Kraft auf eine (beliebig kleine) Testladung q defi-

niert.

N Punktladungen: E(7) = 47r€0 Z 4 ‘f 75 MKSA-System

Oft: Ladung kontinuierlich in geg Volumen V' verteilgt und Dichte p(7)
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dE_’—» dq 77— E’ _ 1 d3/ — 77
(7) Ineo [P 7 (7) Ireg f/ r'p() 7 — 7|3
v —_————
A

= E(f) = _6()0(@790(7?) = 47r160 f d3T/ |$‘93|

T
V/
Zerlequngssatz: A(F) = Ay(F) + fft(f’) = E(7)

7—7|
1 BV B L 3,0 p(F) =
= 1 S T = dmy ) & ey = ()

S VE= £ VxE=0
Maxwell-Gl der Elektrostatik in differentieller Form.
Ap=—-VE = —£ (Poisson-Gl.)

Entsprechende Integralform: [ d*rVE = § E(f)df = % fiir jedes (!!!) Volumen
v

S(V)
Stokes: ¢ Edi = 0 (Mazwell in Integralform)
C

2.2 Feldlinien + Aquipotentialflichen

a) Feldlinien: Bahnen auf denen sich ein positiv geladener Koérper aufgrund der

Coulomb-Kraft Fortbewegen wiirde.

Aus der Definition folt: Feldlinien schneiden sich nicht, d.h. es gibt keine ge-

schlossenen Feldlinien in der Elektrostatik

e

b) Aquipotentialflichen: “Hohenlinien®, o(7) = konst, E(F) = —V@

Nach Mech.1: Feldlinien | Aquipotentialflichen
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2.3 Beispiele

2.4 Multipolentwicklung

Rmax'maximale Ausdehnung der Ladungsverteilung.

slp()

(*)p(7) = ar' =
In Fernzone gesucht: o(7),
1 1 1

r > Rpazx (>>)

E(7)

47TEQ

P

L1
= = T P+ EE 4+ 5B(5) = 5 + -
zx]xlr dij = ZZL‘T r2r'?
7.7 1 ,j 1
3
-= i X B (@) — )]
ij=1

r4 szx](fim -l —125;5) = ¢(F)

L[ dr (o))
L) L[ dp())E
3

= 4eq T
11 LT .
+73§ 123 (f dsr/
1,j=1

() (3} :L' -7 26@]))

Beispiel zu zu 2.2 N N
1) N Punktladungen: p(7) = > ¢;6(7" — 7)) = () = 47350 > ‘7:»371:'.‘
j=1 j=1 J
<R
2) Homogen geladene Kugel: p(7) = po I
0 L,|7|>R
1. Méglichkeit: ¢(7) = g fd?’r/ o (siehe Ubung)
2. Moglichkeit: § Edf = 1 f pdV SO
S(V)
Kugelsymmetrie: nur |F]—Abh.: E(f) = E(r)é,
LS: § Edf= § E.df = E4m?
S(V) S(V)
4m .3
= r ,r<R
RS: L [ pdV = ik
’y, , 7> R
4m,.3
po=re r<R )
= EbEr = 47r€10r2 ’ ~f ill !
0 ,r>R "z
4m 3 |
mit TR = Q. aip = Q(R)° o~

Monopol/Gesamtladung
(Feld einer Pktladung)

[+ Quadropolmoment Q;;,
Rest: Feld eines Quadropols

Dipolmoment P (Feld eines Dipols)
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Beispiel zu Multipolentwicklung
Dipol:
p(i") = qd(7" — @) — qo(i),
p=q[d'7(0(F —a) - (7)) = qa
— 0

math,. Dipol: “ P konst = héhere Terme in der Entw. = 0
a — 00

Im Allgemeinen:

c) p(7") = p(|7']) = Qij = 0

Beispiell Beispiel2
L A
a o O
%2 -
& o e
'

2.5 Elektrostatische Feldenergie

Mechanik Die Energie einer auf einen endl. Raumbereich beschrinkten Ladungs-
konfiguration entspricht der Arbeit, die benttigt wird, um die Ladung aus oo
zu dieser Konfiguration zusammen zu bringen.

-

B Lo
Eine Punktladungd — B: Wyp = — [ Kdl = Edl = q(p(B) —p(A))
A

D>%m

Ladung ¢1 (g2, g3 noch nicht da): W;=0,
2. Ladung (sieht nur ¢(A)): Wy =

S PR;
4meg 42 [Fa—71]?

3. Ladung (sieht q1,q2): W3 = ﬁqg 3 qufjm,
j=1

WS W W = W= S S = el ] S
i=1 i=1 j=1 ;_];éjl -
Jetzt kontinuierliche Ladungsverteilung:
p(7) sei stetig' > Giveo = [ dBrp(F)...
Also: W = - § [ & [ dPr /p(F)p( =1 [ Brp(F)p(7)
eoVE = s(7) = —Vchao

=W =-2 [d*(V(Ve))p = V)(Ve)p) — VeV
== § dfeVe)+3 [ dIEE)P
s(v)

V-0
—0
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2.6

2.7

=W =% [ dr| B
e(F)~ 1, Vo~ = Vo~ L [ ~dmr?

f ~ lim 4777“2-%3N lim %:0
S(V) T—00 r—00

Energiedichte: w := L|E(F)|?, W = [ drw(7)

Wechselwirkung einer Ladungsverteilung im auBleren Feld

Gesucht: Wechselwirkungsenergie
Gegeben: Externe Ladungsvereilung peqgt erzeugt duBeres E-Feld, das mit p(7) wech-
selwirkt.

PP+ PPext + PeatP + PextPeaxt

=W = 47r€0 [ a3 pmf’%ﬁf) ( Wechselwirkungsenergie)
= Wi = [ &rp(F)pent (F)

Peat(F) = Peat(0) + (FV)Peatlizo + - + Peat(0) — FEeqt(0)
= Wi = qPeqt(0) — FEeqt(0)

Spezialfall: Wechselwirkunqsenevy'ée zu 2 Dipolen:

1 ==

Allgemein: Dipolfeld pp = 4m - TP
Ub: Ep(7) = 47r€0[ (:@T — ]

Lo s m R
Wi = Wiz = Wa1 = —hEp(ii2) = 471'150 [p,}gff - 7(7"121);%5"21102)]

Elektrische Feldstiarke an Grenzflachen

Gesucht: Zusammenhang zu E| (7) und Ey(7) bei Grenzfliche
a) GauB-Satz:
f d3rﬁr = f de(F) Ar0 AFTLlQ(EQ — El) - f dST‘p(F) == ELO'AF
AV S(AV) RN ¢
= ﬁlg(EQ — El) = %T’
E normal stetig, falls 0 =0

b) Stokes-Satz:
VxE=0=0 [dfVxE= § drE=I1{{Ey—E) =0
AF S(AV)
t: Tangentialvektor

dh. E tangential stetig.
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A
Beispiel zu Grenzflichen T
a) oo ausgedehnte geladene Ebene: 0 ‘ + +. .+ H + + +
o0=%>0, E=(0,0,E,), Ei,=—FE, !
:>2E2Z:£:>62Z:ﬁ:>E() 260‘|€ .
b) Plattenkondensator: 0 T T T T T T T T
o+t o+
(z—O)—j:Q > 0, J(z—d):——<0
E_(7M) = 5%z —d/|lz—dle., Er=5%-

0 ;

= () = -z,
Zd ,z>d
0

@ stetig bei z =0,d

Spannung: ¢(0) —
C: Kapazitat
Energiedichte:

w(r) =
=W = fd3rw_22

€0

b) Zylinderkoordinaten
h >> Ry (Vermeidung von Randeffekten) Achsialsymmetrie

= E(F) = E(s)é, = =pcos(p), y=s, 2 =2
0 < Rl
|
JEdf =X [d*'p(7)=£4Q ,Ri<p<Ry=Epp2rh
Zp
0 P> R2
df: pd«pdzé’z
E(ﬂ) = 27r€0hp fiir P1 < p<p2
consty
= () = —% In(p) — consty
consts =0
Spanmung U = o(R1) — () = 5-250n(%) = &
1
2 7R < < R
Energiedichte: w(7) = % P 1<P< iz
0 0 sonst
Ro
= W = [ pdpdodzw(s) = 27Th87T 2 hg /dp
Ry
——
ln(R—?)

=W =

Lew?

Hilfs —
_w_2ylinder
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3 Randwertprobleme

3.1 Problemstellung —ﬂ\

Influenzladungen

Ohne spezielle Randbedingungen: Ladung p(7)
Ap =20 = o(F) = g5 [ d*r'dD;
v

4meq |[F—7

+ o+ o+ o+

In vielen Féllen: Ladungen + Leiter

Beispiel zu Randwertproblemen

Trennung + und - Ladungen, die so ist, dass im Inneren der Kugel E=FE,+E; =0
Auf Kugel: ¢ = const (-Q, falls Kugel geordnet)

Begriindung: Solange das Innere eines Leiters noch nicht feldfrei ist, wirkt auf jede
Ladung q im Leiter eine Kraft qE .

Da die Ladungen im Leiter dieser Kraft folgen kénnen, werden sie ihre Position so lange
verdndern, bis keine Kraft mehr auf sie wirkt., d.h. bis das Innere des leiters feldfrei
ist. Gleichnamige Ladungen entfernen sich moglichst weit voneinander = Ansammung
am Rand des Leiters.

AuBeres Feld Ea, Gegenfeld E;: durch influenzierte Ladungen E = E, + E}, sodass

E =0 im inneren = ¢ = const

) t) t
:>( l)?i(gnen :( E;i(nnen =0= Ec(m)ﬁen =0
n n o
Eauﬁen = Einnen + 0

o: influenzierte Flichenladungsdichte

Problemstellung;:

Geg: o(7) in V und ¢ oder fl—i — —FE, auf gewissen Randflichen

oder Grenzflachen
Gesucht: ¢(7) in allen Punkten des uns interessierenden Volumens

2 mogl. Randbedingungen:
1) ¢ auf s vorgegeben: Dirichlet- Randbedingung

dy __ o . )
1) &% = —% auf s vorgegeben von-Neumann-Randbedingung

Ap(r) = — £ ©(F) = @o(7) auf s (oder o auf s)

g0’

Behauptung: Losung pp ist eindeutig.

Beweis

Annahme: ¢1(7), p2(7) seien beides Losungen der Poisson-Gleichung
Apr ==L, Apy=—L, mitpr # praufS(V)

o’
z2.2.:p = @2
= - |
1. Greenscher Satz (p =1t) : [d3r(tAt + (Vy)?) = § %df =0
S(V)
= [(Vi)2dr=0= Vi =0
\%

= 1 = const = 0 auf Oberfliche S(V) = ¢ =0
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3.2 Greensfunktion

Losung mit Grenzfunktion
Dirichlet-Randbedingung: pp=const auf S(V),
Q7 Py L s
Def: G(7,7"), A, G(7,7") = — - 6(F — 1)
Poisson-Gl. fiir Punktladun.
Behauptung: G(7,7) = ;= =15 + f(7,7) und Af =0

4meq |F—7|

Beweis
1 1
— - _ —
ATG(T,T’ ) - 4.7'('50 A?" |,r—_»_ ’Fy| —I—Arf(T,T )
=0
ﬁJ(FfF’)
(OK, siehe Zerlegungssatz)
U
Betr. A, G8F, ") = 2 2 0(r—1")
:>G(7’_‘),7") 47‘1’180‘7‘ r’|+f(r T_‘l) AT’f:O
re 7 ApG(F ) = = L6(F - )
Gesucht: ¢(7) bei vorgeg. Randbed. auf S(V) Betr. 2. Greensche Identitéit: ¢, 1 =
G(r,7 )
[l A G 7) =GN Al = [ dFlelr) 50— GG 7) 2]
\“,_/ —— —— S(V) on N—_——
P() V() =) M ¥
—_———
L s

= (1) = fd3 ‘G, Mp(') — o0 [ df [o(7) 55
RB: ¢(7) auf S(V)
Jetzt: Wihle f(7,7) so, dass G(7,7) fir 7 € S(V') verschwindet

Q7,7 55]

G(#,7) =0, e S(V) z
. 1 1 . A
d.h. f( ™) = — Ty T€S5(V) -
3,./ = —» / —v BG
= (7 fd r'p(7)G (7, T) 5OSf df* () G ¥ Ladung verschwindet
V) bekannt Gesucht:
Grenzfliche geerdet: ¢ = 0 auf Grenzflache o(x, .2 0)
= o(7) = [ d*'p(F)G(7,7) P heo=0
Anwendungsbeispiel:
. z > 0deruns
Gesucht: G oo — ausqéiehnte interessierende
Folge allg. Beschreibung, 2’ = 0: Grenzfliche Metalfiache ;0\ menbereich
o 1
f(?“ ’ T‘) - 4#60\/(m’—z)2+(y/—y)2+22)
Gesucht: f(7,7) das A,/ f(i7,7) = 0 erfiillt.
. 1 , _
Bekannt: 1 S T F— er fuellt Poissongl. Af =0
7ﬁ M und er fuellt RB
Aus Eindeutigkeit = Losung
1 _ 1
Zusammenfassung = G("“ T) 47.-50 { \/ +( —y)2+ (2 —2)2 \/(ml_x)2+(y/_y)2+(zl+z)2}

Pot. 2er Punktladungen, eine am Ort x,y,z
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Bildladung |
L L ] +. = [ ] i L]
~zlz * -t

Allg. Losung: o(7) = g [ d*/p("){ = — ——;
g Losung: () = g5 [ &' oM 7= = 7}

Methode der Bildladungen:

Man bringt auerhalb von V an von der Geometrie des Problems abhéngigen Stellen
fiktive Ladungen (,, Bildladungen*) an, durch welche die erforderlichen Randbedin-
gungen auf S(V) erfiillt werden.

Beispiel zu Punktladungen iiber geerdete co-Metallplatte

- 1 1
(p(T) = 471'80{ q_ |
=

ey — _a ((@yz—z) _ (zy,2420)

= B(7) = ey mmp — imp )

z2=0: E(z,y,z=0) = _%ﬁa’ (wie erwartet L auf Metalfl.)
: . . 0

Influenzierte Ladungsdichte: 0 = gt = egE(x,y,z = 0)

_ _q
|F+Fo\}

|7

Gesamte influenzierte Flichenladung: ¢ = —q

Beweis

= f O'df = _Tﬂ(-)z—fo df(12+y2+zg)3/2
x =rcos(p), y=rsin(p), df =rdrdy y
eo 1
=>0= L2z [drr—-uer = —
q 21 Of (7"2 + 23)3/2 q ,
N ————»
_d_ 1 - q
ar (2 152)1/2 —-=(0,0,-73) (0,0,2)=T7
Bildkraft: Kraft die auf Ladung q ausgeiibt wird.  Schwieriger Teil gelost
Rest einfach! 0]

Beispiel zu Punktladung iiber geerdeter Metallkugel

1. Symmetrie betrachten!
Bildladung auf z — Achse
Wie groRist gz undwo?

=~
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3.3 Entwicklung nach orthog. Funktionen

Upn(z), n =1,2,3, rell oder komplex

quadratintegrierbar auf relevanten Intervall a < z < b = [a, b]
b

Orthonormal: [ dazU(z)Up, (z) = dnm
a

f(x) quadratintegrierbar

N
Entwicklung: f (z) quadratintegrierbar Entwicklung: fy(z) = > ¢,Un(z) optio-
n=1

nal: ¢, so dass fbdaz|f(x) — fa(2)|?> = Min Einsetzen: fbdzz:\f(x) — fn(@)? =

b N b N b N
[dxf*(z)f(x) — 3 ek [dzUr(z) f(x) — 3 en [ daUy,(z) f*(z) + z_:lc cN
b !
Min : %[]:—fda:Ul(a:)f*(x)—i-cl*i b
X a ' x: ¢ = [daU}(z)f(x) beste Wahl!
gl 1= = [daUf (2)f(2) + 1 =0 ¢

Das System {U,(x)} heiit vollstindig, falls fn(z) im Mittel gegen f(x) konvergiert.
b
(Jim_[17(z) = @) =0

o0

= xx: f(x) =Y cpyUn(x)

n=1

s b
Bedingung dafiir [(x) in (xx)]: f(z) = ngl{f dyf(y)Uy(y) }Un ()

b
LS=RS, falls: f(z) = [dyf(y)d(z —y)

> Un(@)U(5) = 0z — )

Beispiel zu Fourier-Reihe

Intervall [—§, 4-9]

U, = \/%sin(%?%), \/%COS(Q“QM),n =0,1,2,...
oo

flx) = %Ao + > [An COS(QT% + B, me]
n=1

a

+3
A=2 [ f()cos(22)da,

a
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3.4 Trennung der Variablen

Beispiel zu Fourier-Integral

- 27T

komplexe U, : U, = +¢'"a , n=0,1,2,...

Ja
0 -27Tne
f(x):ﬁ _Z Apeta
A (k l ) 1 (T]/-.Q 271'nacf( )
n{ROMPLET ) = 7& a
f—a/?

einfachere, schonere schreibweise der Fourier-Reiche.

1) a—oo:— [de— [ d

—a —0o0

oo [ee)
2) 2 kY o [dn.. =L [ dk..

3) Ay = /EAk) = flx) =L [ \/EZA(k)eedx

(k%) 1 fla) = S [ dkA(k)e™e | mit A(k)y /2 = L f F(a)e ™ da

= | (x*x%): A(k) = Ne~ k! dy!

ol G

Fouriertransformatierte Entwicklung nach \6/7
XS

Beweis
Vollstiandigkeit: f(z \/12? {o dk 127T f da’ f(z')etk@e)
/ 1 ik(x—az'
—fwf{ﬂ dke™ =} < f(a)
o(z—a’)
O

[A] Laplace Gl. in karth. Koord ¢
Gesucht: p(x,y) in V
Ap = (L& + 5,)¢(@,y) =0
Seperationsansatz: o(x,y) = f(x)g(y)
2 2
=g f+Ti=9=0 |4
2 2 2 2
ﬁdd? (z) + ﬁjﬁg( )=0= }dafvzf = ;d‘iag = —a? (wg. Symm. der RB)
Losg. sehr leicht: g(y) = a1e®¥ + age™ Y, f(x) = by sin(ax) + by cos(ax)
Aus Randbedingung Kraft a1, as, b1, bo bestimmen:
©(0,y) =0 (f(0) =0= by =0)
p(2,0) =0 (9(0) = 0= az = —a1)
o(zo,y) =0=bysin(ary) =0=>a=q, =2

o

N
~
% -
0 . X

Il
(=]

FON=0 4y o= 0
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= spezielle Losg: ¢n(x,y) = sin(a,x) sinh(any)

Z%Cn¢n<$7y)
o(z,y0) = pol(z) = Zl Cn sin(%x) sinh(

= allg. Losung: ¢(z,y) =

Also:

o
= J?—Obfdxcpo z)sin(Zx) =

[B]Kugelkoordinaten (d=3)

x = rcos(p) sin(9)

y = rsin(p) sin()

x = rcos(9)

A in Kugekoord (Mech. 1)

Jetzt kurzfristig (solange Kugelkoord) ¢(r, 9, ¢) Potential

Ap =

2
EZr+ LAy e)0

Aﬁ#ﬁ = sinl(ﬁ) % (Sin( )819 ('b)
Ad =0

Seperationsansatz qb(r V) =
0= 1{PQ R+ 2t 81n(79 [Qd19 (Sln( )d )+ )
r2 81n2(19)[% CZZR + g Smw) dﬁ(sm(ﬂ) dQ)]
= Q(go + 2m) (period. Losg!)
ImetIT — gime — AT — ] = m =0,1,2, ...

e (sin(0) )

= (%) :

© = p+21m = Qp)
= Q — eiimgo

[&.°]

Z cnom o Slnh( yO) =Cm Slnh(iy()) = Cm

n=1

sin? 19) 3192 ¢

P0)Q(p)

y)

sin?(¥)

L1 LJ =—(
se@ 7 Ear = )
£ _ g
Beh.| p = Apl+1 4 Bl

=—1(I4+1) reell

Beweis

Durch Einsetzen:
(I +D)IAr=Y — (=1 = 1)Br—'—2
—I(I + 1) ArtH1=2 —

I(l+1)Br=2=0

z = cos(v) = % =

2

—sin(d) = dz = —sin(d)dd = & = —

2?2 = cos?(¥) = 1 — sin?(¥) = sin?(9) = 1 — 22
SiHZ(ﬁ)Q = —sin?(¥) Sinl(ﬁ) % = — sin(vartheta)%
2
=541 —2%)49L — 4 (141)=0
= 41229 ¢ (— 2, 11+ 1)P(z) =0 ()

verallgemeinerte Legendre Gl.

P(x)

= P"(x) = P/"(cos V) (,zugeordnete Legende-Polynome*)
Wichtiger Spezielfall Azimuthalsymmetrie , Q unabh. von pQ(y) = const = m )
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= L1 -2 14+ 1)P=0|(*)

Losg: | P(x) = k44 (a2 — 1) |(7)

1=0,1,2,...

Fiir andere I-Werte gibt es keine im ganzen Wertebereich giiltige Losg.
1=0:Py(x)=1, I=1:Pi(z)=2, |=2:Py(z)=3(32%—-1)

1
Man kann zeigen [ dzP(z)Py(z) = i (orthogonal!)
51

2l+1

S 2L P (z)P(2') = 6(z — 2') (Vollstindigkeit)
1=0

oo
Die allgemeine Losung ist damit | ¢(r, ) = S (20 4 1)[A;r2 + Byr~HD]P(cos(d9)) |(FF¥*)
=0
Ausgangspunkt fiir Beispiele mit Azimuthalsymmetrie.

Beispiel zu Pot. einer Kugel mit azimuthalsymmetrischer

Flichenladungsdichte

o(¥) = li)(% + 1)o1P(cos(1)))
=

=1 j;d cos())o(9)P(cos()) S

Gesucht: ¢(r, ) B ¥
A;, B gesucht, Bedingungen fiir ¢
X geerdete

+ + Metalkugel

1) ¢ regulir (d.bar) bei r =0 = B( D=0= ¢i(r,9) ZQ{/%MXWS

2) ¢q — 0 fiir r — 00 = Pg(r,0) = §(2l + 1)Bl(a)r*l*1Pl(cos(19))
=0

3) ¢ stetig auf Kugeloberfliche: ¢;(R, ¢) < ¢a(R, ) = Bl(a) = A}RQH'1

4) E, unstetig
= o(0) = u%wﬁwsz—%zw+>mem4Hnw%W*—

1A )Rl —1]
= €0 Z (20 + 1)2Al(i)Rl_1Pl(cos(z9))
=0

L S (2 + Doy Pi(cos(9))

= o1 =co(2+ VAR = Al = oo
:@mw:ﬂgm%ﬂ%mw»
da(r,0) = & 2 o1(3) ! Py(cos(9))
Anwendung: N
Geg. 7(0) = ap + a1 cos(¥) = 3 (21 + 1)a,P(cos(V))

=0
= ag = 0g, a1 :30'1, 02,03,...=0
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Beispiel zu geerdete Metallkugel im hom. el Feld.

E = Eyé. PP

gesucht: ¢, o - - - 7
(25(7', 19) = ...Al, Bl R)@J
P(R, V) =0= AR = ~B R~ ) = B = — A RH! X geerdete

+ + + Metalkugel

el

1) ¢i: reg. bei F=0= B =0= Aj(i) =0= ¢; =0

2) ¢g =3 "= _FEoz = —FEyr cos(¥) = —EgrPi(cos(1)))

- 12(21 + D) (A + By~ Pi(cos(v)) "= — Egr Py (cos(9)

Vergl. A1 = —%Eo, AQ = A3 =..=0
By =-A1R*=1ER} B2=B3=..=0
(k% #%) = ¢a(r,9) = —EoR(3 )cos(ﬁ)

= 0'(19) = —¢€p g:f = 3e0Ey COS(19)

3.5 Kugelflachenfunktionen

Losung von (*) gesucht mit Potenzreihenansatz.
Man erhélt, dass Konvergenz der Potenzreihe erfordert: [ = 0,1,2..., m = 0,41, +2, ..., £
Losung: P(z) = P (z)
m>0: PP(a) = (~1)"(1 - a?)"/2 4% B(a)
——
bekannt

P (2) = (=)™ P ()

Allgemeine Losung: P/"(cos(¥))e

ime

Yim (9, @) = Qﬁ;l &_Zg - P (cos(d))) e (Kugelflichenfunktion)

[&.°]

= ¢(T7 v, 90) Z Z (almrl + blmr_l_l)ylm(ﬁv 90)
=0m=-—1

Allg. Losg von Amg#,qﬁ =0.

Y}, orthonormal

2 1

f d(p f (d COS(ﬂ))YETm(ﬁ7 QO)Ylm(ﬁ’ QO) = 5ll’5mm’
0 -1

Allg. Losung setzt keine Symmetrien voraus.

(3, ) bekannt

Problem: Bestimmung von ag,,, und by,

Azimuthalsymmetrie: Unabh. von ¢ (siehe voriger Abschnitt) o(d, ¢) entwickelnnach Yy,

¢ = const fiir r — oo — Koeff. oy = iy, b
=0furl>1

qb—constfurr—0:>blm—0

Y}, vollstindig: ZZ%) g:_l (0, @)Y (9, ) = §(cos(V) — cos(¥))d(p, ¢')

Yim: zentrale Rolle in der QM bei Losung der Schrodingergleichung, Potential %

l:Drehimpulsquantenzahl, m: Quantenzahl der z-Komp des Drehimpulses
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4 Elektrostatik der Dielektrika
4.1 Ubersicht

Dielektrika, Paraelekrika, Ferroelektrika

Dielektrika: Molekiile, positive und negative Ladungen (gebunden)
Elektr. Feld verschiebt 4+ und - Ladungen relativ zueinander, d.h. durch Einfluss
des Feldes werden lokale elektr. Dipole erzeugt und im Feld ausgerichtet.

(Verschiebungspolarisation)

Paraelektrika: Materie enthilt bereits Permamente Dipole, z.B. auf Grund der Mo-

lekiilstruktur (H20)
Diese Dipole werden im Feld ausgerichtet (Orientierungspolarisation)

Ferroelektrika: permamente Dipole (Seignette Satz, Bariumdikanat)
richten sich auf Grund der Dipol-Dipol-Wechselwirkung bereits ohne Feld in
geordneter Weise unterhalb einer kritischen Temperatur T, spontan aus.
Weit oberhalb T,: Paraelektrika

Einfache mikroskopische Behandlung;: H+ H +
a) Verschiebungspolarisation: I':::I O
isoliertes Atom, Kern + Flektronen
Y v S

fest harmonisch an Kern gebunden
meit; = —mwiz; + qEi(i = 1,2,3)
.Z’Z(t) = T cos(wot — ,61) + W(Z)Ei
Dipolmoment: p; = qz;

—

r e
N Atome, unabh. voneinander
Jetzt: rdauml. Mittelung {iber alle Atermie Elektronen, die alle unabh. voneinan-

der schwingen:

. N
<Z>=4 > ()

]
= Zeitabh. ZTelrme mitteln sich raus M >> mE‘
<p>= T, E( fiir ) Auleres E - Feld
ey
z . -
Z Elektronen: p'= ) q22 E = eoaF
=1 M0,

b) Orientierungspolarisation:
N Dipole, p; permament

Temperatur (Entropie) steht volliger Ausrichtung entgegen, wichtig bei T > 0
N

Wirmelehre: < p>= + 3 D= 2B = E
C<P-o=N. 1pl—31cT = &oc
1=

4.2 Elektrische Polarisation und dielektrische Verschiebung

Materie besitzt Dipolmomente (entweder durch Feldeinwirkung oder schon vorhan-
den)
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#p(7) = TP
P(7) : Z 7= P(#)d*" (el. Polarisation)

alle p in d3r
Jetzt: ,X“ {iber alle kleinen Volumina d3r’:

= op(7) 47r€0fd3 /P( )W

— v 1
|777: 7‘*1:’| ZVT'\F 7o
— — P = — —
PV s = Vo2 = Z5V B(7)
) ) Vi ﬁ 7 V. P
cinsctzen : pp(F) = g ( / LrVe [IF( f)’]] — [ &)
v 14
/ ﬁf?’
"
S(V)
%/_/

=0, da P auf S(V)
(V wiel gréBer als Materievol.)

= SOP(F> 47r50 fd3 J_lelj

auflerdem: freie Ladungen mit Ladungsdichte p(7)

1 3,1 p(7)
Pa(T) = anzo J "=

Also| VE = L(p(7) - VP(7)

(ganz allgemein; noch keine Aussage, wie P von E abhingt)
Auf 2 Arten interpretierbar:
a) V(eoE + P) = reie Ladungsdirchte
) V(o )=p (f g )

D
dielektrische Verschiebung

L~

D=cyE+ P, VD =p, V x E =0 | (Maxwellgl., der Elektrostatik)

unabh. von betrachteten Diel. hdngt nur ab von p, Hilfsgrofle
eigentliche Messgrofie, iiber K hangt iiber P vom Medium ab.
—E,»E=E, —i—Ep—E - =

EO

\DL F{]l -/l

€0
P wirkt wie inneres Zusatzfeld, das sich dem durch die freien Ladungen erzeug-

ten Feld E, = g iiberlagert.

- =

b) pp(r) = =VP(") = | VE = L(p(7) + pp(7))

P:- VP | wichtig

P(E), P(0) = 0 entwickeln von P nach E

—

D = P+eyFE = (1+ XE)E()EET relativer Dielektrizitidtskonst. P, = en Z &iiEj, 4,5 =
——

Er

]‘7 2? 3 (:E7 y? Z)

Xij: Suszeptibilitétstensor
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Falls Medium isotrop: x;;Xe0i; = P= sofeﬁ

— —

D = EOETE pp am Oberd
(OO grOﬁ) VP =0 _: = £ p 2m O
Unterscheiden £ im Medium und Vakuum. - FTIFFFFFF T
Wir wissen aus Symmetriegriinden | £ = E(z)e, | = D(z)e, v wichtig
. L 95 - o€, , innen -Q
1) D: VD=p" 23 p={"" z ==
0 , auBen d —Q
Vakuum
— . emogenes Mediuvm
2) E: E= ?/60 , tm Vakuum 0 Vakuum
D/eoer , im Medium gzg +Q
o 0 , im Vakuum
2) P= T, .
veeD — g = D — g = %D = %aé’z , im Medium
VP=—-p,
[d*3VP = [ Pdf=AF(-P,)=-AF=lg
1% 5(V) "
! !
Kapazitat Z E
A
U=Ed=_%d= L Q Vakuum
C:%:z-:osrd =&,.Cp
F V"" . :/.-/z
) . k0 Medium
4.3 Randwertprobleme und Dielektrika

D, E an Grenzfliche Stetigkeitsbedingunen?
Alles wie in Kap 2.7

VD = p= ﬁlg(ﬁg — 131) = o (Gauss)

o: Flachenladungsdichte der freien Ladung

V x E = 0= E| 4+ Ey (Stokes)

Falls o = 0 auf Grenzfliche: D1, = Dy, D normal stetig = F1, = Z%E%

. (1)
sowieso: Eyy = Eat = D1y = "5y Dy
&7

A1

\ i
/

4.4 Elektrostatische Energie

L‘_V GIenZiacne
1
&

Vakuum: W = L [ &3rp(7)p(F)
Dieser Ausdruck kann nicht direkt iibernommen werden, da ein Dielektrikum der
Aufbau der olarisationsladungen ebenfalls Energie erfordert.
Betr. kleine Anderung der Energie W, die durch Anderung dp der Ladungsdichte
p.
Die bei der Anderung aufzubringende Arbeit ist W = [ d3r¢(7)dp(7)
VD = p= VéD = op
$6p = pVED = V(pdD) —Vp D
——

E
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= 0W = [d3ESD+ [ df(esD)
s5(V)
%0, da p(c0) =0
Isotropes Medium:
ESD =epe,  ESE = 16(ED)
$(ESE+0EE)
= W = [ dBré(ED) = (W) = 6(% [ d*rED)

=|W=1[drED

5 Magnetostatik

Bisher: ruhende el. Ladungen iiben Kraft auf andere el. Ladungen aus = E-Feld
Jetzt: stationdrer Strom el. Ladungen

Exp: Stromdurchflossene Leiter iibt Kraft auf andere stromdurfl. Leiter aus
neues Feld: Magnetfeld (Biot-Savart)

F

vinz —Richtung
5.1 Elektrischer Stromg

el. Stromg: geordnete Bewegung el. Ladungen (wie Wasserstrom) Teilchendichte i Az = vAt

Erzeugung: Wieviele ™ in Zeit -
intervall At durch £7
1) Verschiebung der Ladung im Raum (Konvektion)

2) Erzeugen einer Potentialdifferenz U zwischen den Enden eines metallischen Lei-

ters = Kraft auf (quasi-)freie Ladungen im Draht = Strom

Ladungsmene AQ) durch Fliche:

AQ = FAzng = FvAitng
Stromstirke I = Alit1r_1[>1O % - Ccht?

= | I = Fnugq

Einheit: Ampere A = %
Verallgemeinerung;:

Stromdichte j = ﬁé’v

€,: Elnheitsvektor in Richtung der Geschw. der Ladungen.
Diinner Draht: ¢ in Drahtrichtung
€y — €

j=apé

d3r = AFdl = AV

= jd3r = SEAddle; = 1dlg

JF O d3r = I(F t)dlé

Allgemein:

J(7t) = p(7, t)0(7, t) klar.
I=[jdf
F
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Allgemeiner Zusammenhang zwischen p(7,t) und j (7, t)

4 [omoar Lo = [Gap =i
1%

v S(V)
~—_———

: ———
Ladung Q in V Ladungsstr. durch Ober fl.

= 8pg:,t) +§(77’ t)=0 Kontinuitdtsgleichung

(Nicht beschriankt auf E-Dynamik!)

Magnetostatik: 3sz¢) —0

=1 Vji=0
Ohmische Gerade:

I= % = UYX lokal: j(F) = U(F)E(F) (o: spezifische Leitfihigkeit) Materialgleichung
Mit E-Feld

e~ werden beschleunigt, bis sie mit anderen e~ oder den lonenriimpfen zusammen-

stoflen
Dann wird Upeiq gleich Null und Beschleunigung durch Feld beginnt aufs neue Ge-
schwindigkeit des l-ten Elektrons

o = lonenrimpfe

5= 7(0) + 45 4 . Elekg\\ronen 2 p

N—— m ~~~ -
ohne Feld V= Zeit nach letzten Zus.stof + @ ".\ @ B
Beschl N 7 W,

Def: Mﬁtlere Geschw.: + @ @ -
=1 + 4 -
U= % lzl 0 2 1 e

= + -
N ® @

T =% Y Ot (mittlere Zeit nach letzem Stof , mittlere Stofizeit®) * -

= _= OhneE -

= U =9(0) = —nev Jne k- _

~— Geschwindigkeit zufallig

o = €2+ | Drude-Formel

Eektr. Leistung:

Ladung q wird im E-Feld um 7 verschoben.
geleistete Arbeit: dW = F(F)dF = ¢E(F)dF
Verschiebung in Zeit dt

Leistung: 4V = qE(F)%’Z = qE(P)3(7)

PP E(P)T(F) = B ()

Alle Ladungen in V = | P = [ d3rE(7)j(7)
Vv

5.2 Biot-Savart Gesetz

Experimentell (Ampere)
Kraft von 2 auf 1: Ko

S > pole  diox(Ti—T72) sy
Kip =1 §drizt2 ¢ S Biot-Savart
c1 co

wo: magnetische Feldkonstante
pro = 4 - 1077 X5 (gop? = 1)
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uob diyz(P1—72) . B (= .
f “roaE By () magn. Induktion

Verallgememerung auf beliebige Stromdichte
[1dF — [ &3 5(7)
c |4

= B<77) = ZT?- fd?’?"'j(F) : |;:F’|3

Elektrostatik E : p(#)(F — )
Magnetostatik B : j(7)z(7 — i)

Beispiel zu Feld eines geraden Leiters

Leiter oo lang.

Zylindersymmetrie = Zylinderkoord sinnvoll. .i_z
P,z
7 =2Ze,
3 pol z(F—7")
B = [d =73
(&
7 —i = pé,+ (2 —2)e,
= di'z (T — ') = pd2’ (€, x €,)
3
Cp

[e.@]
= B(7) = po=pé, f dzlm

2

T 4 G =

= B( ) = HOH_ZO
de (7(7) x B(7)

Bsp.: p('r) = q0(7" — 7p) Punktladung am Ort 7

r) = p(r)v(r) = v(r)gd (7" — 7o)

= K = qu(7p) X E(Fo) Lorentzkraft

1

5.3 Maxwellgleichungen und Vektorpotential

Umformung von B

(*) Bs gilt: V, x @ = V X (pd@) — (< a)

——
a const
>, -7 = 2 A S )
1) X mmgmm = Ve < I0) = Ve
N——
_ﬁrﬁ

G

B(7) = VxA(F)mltA(F)—“Ofd?”FF,'

: reines Wirbelfeld
VB =0 | homogene Maxwellgl. der Magnetostatik (Differentialform)

(Vektorpotential)

=| ¢ B(f)d (Integralform)
S(V)
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Aus Zerlegungssatz folgt, da B (7) reines Wirbelfeld:
T 1 Vv, xB()
A(T) = in fdgrlw

=V x B = /Loj inhomogene Maxwelgl. der Magnetostatik

Stokes: § (V x B)df
5(C) Z

5(0)

Koj
(Ampere-Durchflutungsgesetz fiir praktische Anwendungen (sehr wichtig))
Beispiel zu 5.3 Z
B = B(p) dr

[ BdrF = pol = By(p) [dr = pol
C C

; Y
=| B, = ol

Zuriick zu A(F)

A(7) HilfsgroBe, legt B nicht eindeutig fest

A(F) = A(F) + Vx (Vx Vx=0) (kein Beitrag zu B)
x frei verfiigbar, x, so dass wahlbar dass

VA =0 | (Coulomb-Eichung)

-,

VxB=Vx(VxA) =V(VA) _AL— poj | (Poissongleichung)

(siehe Elektrostatik)
d.h.: in der Elektrostatik anwendbar auf entsprechende Randprobleme in der Ma-

gnetostatik

5.4 Magnetostatisches Moment

Magnet. Moment ist genauso wichtig fiir Magnetostatik wie el. Ladung in der Elek-

trostatik.
Betr.: A(F)

1 77
=y Tt

S () =22 [ v + Lo / dr (777 () +
L/—’ Ko mXT
=0 a7 3

2
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Beweis

Hilfssatz:

Beh: I = [ ' [ £(7) () V() + o()F)¥1(7)] £ 0
f,g stetig differenzierbar

Beweis
Vofi=gfV_j +iVigf) = f(iVg) +9(GV )
=~
1o Integrand
Also I = fd?’r’ﬁgffg ¢ df'gfi =0
\% S(V)
mit (**) tiblicher Trick mittels Gaufl

Spezialfille:
a) f=1, g=af= V|, =¢
= [dBrj(@)| & | =0= [d®j; =0
= [d*rj=0
b) f=xa, g=a]= [ (zlj +x)j;) =0

= [d3r'z)j; = — [ d3r'zlj
Weiter in Ubung. (Nolting)

O
B =V x A() = V x T5Tt0 (Nolting)

- | = o\ o _,
= B=1k [73(’:@’" _ %}

dieselbe Gestalt wie in der Elektrostatik (m <> p)



5 Magnetostatik Elektrodynamik 28 - 37

Beispiel zu Geschlossener Stromkreis T y

dS’I“j(F) s Jd7 | entlang Draht

m =11 [ (7 x dF)F x dF = |7 x dilé, = m = IFé,
C

Beispiel zu N Punktladungen
Wir betrachten: N Punktladungen der Ladung ¢ und Masse M

- N =
= j(") =q ;171'5(77— R;(t))
== L [ (7 x () = 2qZ( Ri(t) % i) 3
I;

= (Ri(t) x T) Mo =
= Y ...: gesamter Impuls

i Bahndrehlmpuls des i-ten Teilchens

mit 2M : Pyromagnet. Verhéltnis

Kraftwirkung eines externes Magnetfeldes auf Stromerteilung
B.(7) um 7 = 0 entwickeln:
Be(r) = Be(0 )+FVB (Mo + -
= K = [ d*r(j(7) x Bo(F)) = = Be(0) x /d3rf+fdgr[fx (V) Be(Plo]

N—
=0
Man kann zeigen:
K = (m x V) x B.(P|o = V(mB.) — m(VB.|o) externes Feld
~——
=0

K=-VV
V = —mBe(0) = —mBe(0) cos(V)
Y =0: V Minimum = m|lvecB

Anwendungen:

1) Kompassnadel: 7 in Richtung B, (Nordrichtung bei Erdfeld) Biota || 1

2) Bestimmung eines unbekannten Magnetfeldes B, mit Kompass

3) Wechselwirkungsenergie 2er magnetdipole 1y, 17 By

5 3o\ o bekannt
Vig = —niy Be(m2), 712 Abstandsvektor

) [3(m1F12)(T?L2F12) s
= 5 3
4 T2 o

Y&

o

fan(y) = —
&) By

] identische Formel wie bei Dipolen

5.5 Magnetostatik in Materie

FEinteilung der magnet. Stoffe:

a)Diamagnetismus: keine permamentmagnet. Dipole. Eingeschaltetes Magnetfeld

induziert Dipole. Diese sind dem Magnetfeld entgegengerichtet (Lenz-Regel)
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b)Paramagnetismus: permamene magn. Dipole entstehen. Diese werde im Magnet-
feld ausgerichtet.
xm(T) = %
c)Ferromagnetismus, Antiferromagnetismus: magnet. Dipole ausgerichtetn
Magnetisierung (7' < T¢)
Paramagnet. (T >1T¢)

Gesucht: mikroskop. Beschreibung in Analogie zum Vorgehen bei Dielektrika.

- g A X (F=7)
dAmag(T) = ' = 77p

Uber das gesamte Vol. integrieren.

=\ 3 /1\2,$7’_"—Fl
= veCAmag(F) = 2 [ d*r 7|!?£W|3 )
\%

dm(r') =M d*r
Magnetisierungs —
dichte

- -
|(F r)s\ =V 1

AuBerdem Apei(7) = 42 [ d3r ‘;f_r;;"
\%

= /Y = Emag =+ Afrez
- - 1 - - -
M(fl) XV — :_(VTHP) X a=—Vp x (@6)+¢V;/ X a
T 7

a S~——

©
- M (7 v, x M7
= Amag (1) = ﬁ‘{d%'( Vi X IF—(F’)I * |FX—7=*? )
Ubungen:
[d3'(V xb)y= [ df xb
S(V)

b= M)

= 6 X g = Nﬂjgesamt = ,u(]jfrei + /LO(6 X M)

Ab jetzt genauso weiter wie in Elektrostatik

- B - .
:>V><( %—M ):]frei
—_—

H (Magnetfeld
magnetische Induktion ~F mag. Kraftwirkung
B = po(H + M)
V x H= ffm' = H entspricht D!

Lineares isotropes Medium:

B:
=

—

M = Xmﬁ = B = uo(ﬁ+xmﬁ) = po(l+ Xm)ﬁ
——

Hr
Xm: magnetische Suszeptibilitét.
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Beispiel zu Kugel, homogen magnetisiert
M (7) = Myé,

j frei =0

Jirei=0=>Vx=20=H=-V,,

©m: magnetisches Potential

07 = po (1 + M)

= | Ay =VM =—L£

€0

Keine Randbedingungen:

Elektrostatik = ¢, = —& [ d®r ,V 'M F)
v, M = 1\71 WY 1
fibl. Trick: fd3 i ,ST) —‘[d?’r’v,,/ e _M(ﬁ)vr,|7?_ﬂ‘
+M(F/)6”‘ |,,7,17?/|
— M — ]\;[‘ —
J 'V |F—(:;*)| = ¢ |F—(7§)| af
\% S(V)
— ]v[ =
= onlf) = —£V, [ dr' i)
speziell Kugel, homogen, magnetisiert, M = Myé,:
= om() = -2 [ &'t
VKugel

5.6 Verhalten an Grenzflachen

vollig analog zur ELektrostatik!

a) VB =0
= By, = Bln normalstetig
(
= Hy, = (2) Hjy,, unstetig

b) V X H = ]frei
= Hy = Huy, falls jprei = 0

6 Elektrodynamik

Zeitunabhingige Felder:

e Elektrostatische Gl: VD = p, VXFE=0, D =ee0E

e Magnetostatische Gl: VB =0, VxH= 7 B = o H
Ab jetzt: zeitabhingig Felder

6.1 Faradaysches Induktionsgesetz und Maxwell’sche Ergdanzung

a) Faradaysches Induktionsgesetz
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«) Entdeckung Faradays:

In einem Leiter ensteht ein Strom, wenn ein in der Ndhe befindlicher Ma-
gnet bewegt wird oder wenn der Leiter im Magnetfeld bewegt wird.

Anderung des Induktionsfeldes induziert ein elektrisches Feld.
B) Definition des Induktionsflusses oder des magnetischen Flusses
¢ = | Bdf
F —. —
Dimension von ¢ : [¢| = [B][df]| = %mz =Vs
1Vs=1Wb (Weber)

geschlossene Fléichen verschwindet der Induktionsfluss: df B
[ Bd f= f (div(B))dV =0
F(V)

v) Faradaysches Induktionsgesetz:
Man findet experimentell: f Eds=— % def =—4¢

Umlaufrichtung um Rand der F)lache und R1chtung der differenziellen Fldchennormalen

sind durch ein Rechtssystem festgelegt.

Faradaysches Induktionsgesetz —B-
F. Induktionsgesetz bei Verinderung der Flidche kann aus Lorentzkraft aub—A
geleitet werde. df
) Induktionsgesetz in differentieller Form
ds

Annahme: keine zeitliche Anderung der Fliche, ruhender Rand der Fliche,

bzw. ruhende Leiter
d¢ _ [ OB
i@ = P[ ot d

§ Eds= [rot(E)df = — [ 2Baf
F

S(F) F

Il(rot(E) + 284 f=
— 8"

= | rot(E) = -9

Differentielle Form des Induktionsgesetzes

b) Maxwellsche Erginzung:
Magnetostatik Oerstedsches Gesetz in Differentialform rot(ﬁ ) :j
div(rot(H)) = div(j) — div(j) = 0 (gilt bei stationdiren Stromen)
nichtstationdre Strome div(j) = gf
0 = div(rot(H)) = div(j) + 2, 2% = 2 div(D) = div(92)
:>0:dw(j+ 8t)
div(rot(H)) = div(j + 6—5)

= | rot(H) :j+%—5

%—? heifit Verschiebungsstromdichte, Maxwellsche Ergdinzung
c) Grundgleichungen der Elektrodynamik in differentieller Form gelten nur fiir
ruhende Medien und ruhende Leiter.

a) Die elektrische Ladung als Quelle des elektrischen Verschiebungsvektors

B) Quellfreiheit des magnetischen Induktionsfeldet
div(D) =0 (Nichtexistenz von magn. Monopolen)
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~v Erweitertes Oerstetisches Gesetz:

rot(ﬁ )=+ %—’?, %—? =Verschiebungsstromdichte, von Maxwell eingefiihrt

9) Faradaysches Induktionsgesetz:
rot(ﬁ) = —%—? giiltig fiir nicht-bewegte Leiter

€) Materialgleichungen ( Verbindungsgleichungen)
D= ETEOE =¢E , € : Dielektrizitdtskonstante
B= ,ur,uoﬁ = uﬁ , p: Permeabilitdtskonstante
Im Vakuum: g, o
j=0E, o: Leitfihigkeit

¢) Kraft auf Ladung
F=qE+qixB
kontinuierliche Ladungsverteilung,
@ —pE+jxB

d
j=pb, p=3t

6.2 Elektrodynamische Potentiale

Maxwell-GI:
(1) rot(H) =j+ 9

(2
(3

) T
)
(4) div

Dji

)_8

)=p
3) =

]l

ot(
div(
(B

Gegeben: Ladungs- und Stromverteilung p,f
Gesucht:Felder E, B

a)

Das Vektorpotential und das skalare Potential:
wegen div(B) =0 = B = rot(ﬁ)
rot(E) = —dtrot(A) = rot(E—i— ) 0

wird allgemein gelsst durch E + = —grad(y)
A
E = —grad(y) — St
B = rot(A)

E = —grad(p) — %’?

16sen Gleichung 2 und 4 fiir beliebige Potential A und ©
p: skalares Potential
A: Vektorpotential

Eichtransformation

A= A+ grad(y), B =rot(A") =rot(A), Induktionsfeld dndert sich nicht!
1 ist willkiirliches Potential

zu A’ gehore ¢/

E = —grad(¢') — % = —grad(¢') — % — grad(a—lf) = —grad(p) — 24

= W+mv¢=¢—%,W=AWWWM
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Eine solche Transformation lisst £ und B invariant.

Man nennt eine solche Transformation Eichtransformation

c) Differentialgleichungen fiir A und % A und ¢ wird durch die beiden restlichen

Maxwellgleichungen bestimmt:
rot(H) = j + 8t , div(D) = p

w und € seien orts- und zeitunabhéngig

B
1)

—uH, D=cE

rot(Lrot(A)) = j + Z((e)(~grad(p — %))
L(grad(div(A)) — AA) = j — egrad(%? ) — 24

-,

—AA+e2 at2 Ly grad(div(A) + Eu%—f) i

div(e(—grad(p) — %)) = p

—,

—Ap — %div( )=2

d) Fichung:

@)

Coulombeichung:

div(A) =0 = A = —£ | (Poisson-Gleichung)

Daher Name Coulombeichung (heifit auch Transversale Eichung)
)

90 47r5 f f p"r I dV/

A bestimmt sich aus AA — su%; =—pj+ sugrad(a—‘p)

(inhomogene Wellengleichung)

Lorentzeichung:

div(A) +ep2 =0

2 1 .
AA—epn%d = —pj

23 _ —
Ap —engh ==

Entkopplung der beiden Potentiale A und %)
Wichtig fiir spezielle Relativitédstheorie.

(Sind invariant gegen Lorentztransformation)

6.3 Die Energiebilanz

a) Arbeit und Leistung beim Verschieben von Ladungen im elektromagnetischen
Feld

A=

—

des—quds—i—qu x B)ds

Lelstung P = —ﬁU: qEﬁ'—i— q(¥ x B)? = qET

Leistungsdichte: 22 o = j“ﬁ Ev=piE =]

Einheit:[45] = [ 1]

m3

b) Energiesatz der Elektrodynamik:

i =

(rot(H) %?)E
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div(E x H) = Hrot(E) — Erot(H)
(rot(H))E :ﬂﬁront — div(E x H) = —H%—Jf —div(E x H)
JE = —(H2ZE) — div(E x H)
JFEdV = — [(H2B + EID)yav — /dw(E x H)dv
1% 1% J
(FxH)df
F(V)

2
2

A:qud§’+q/(UxB)d§ 2
1

1. Term: Leistung des:ﬁeldes an Ladungstrigern
2. Term: [Ex ﬁ] = [Y 4] = [Ws] =[]

mm m2s m2s

Dimension ist die Energie pro Zeit und pro Flicheneinheit
S=ExH =Pointingscher Vektor
| (ExH)df= [ Sdf

F(V) F(V)
Energie, die pro Zeit aus dem Volumen heraustritt.
[EGR] = [z 3] = [5]
H) = (455 = [

k5 dA
‘[jEdV = &

Leistung des Feldes am Ladungstriagern wird umgewandelt in mechanische
Energie, Wz’irmeenergie falls Leiter mit Widerstand vorhanden ist.
f(EaB + H%jtg)dv =4
W:Energle des elektromagnetischen Feldes in V.
dA d n 7 g
G+a = ) (ExH)4df
F(V)
Energie-Erhaltungssatz, wenn keine Teilchenstrome aus dem Volumen heraustre-

ten.
Energiedichte des elektromagnetischn Feldes

& = [(EGR + HEY)av
14

W= {f (B2 4 F2B)qvdt

22 = Energiedichte
W — [(EL + HIZ)dt = u

Energiédichte des elektromagnetischen Feldes

dug = EdD, dumagn = HdB

Lineare Medien:D = aE B = uﬁ € und p sind konstant
due = EedE = §dE* = Jd(ED)

duqg = HudH = BdH? = Ld(H B)

u=1ED+L1HB

Lineare anisotrope Medien: € und p sind Matrizen
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Dies gilt auch fiir lineare anisotrope Medien
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