
2 Hinweis zu Blatt2 zu Analysis 3

Zu 6.) ∀ϕ ∈ C∞c ([a, b])
b∫
a
f(ϕdx) = 0

!⇒ f = 0

O.E. ∃x0 > 0 mit f(x0) > 0

Es darf benutzt werden: ∃ϕ ∈ C∞c ([a, b]), ϕ 6= 0

m.a.W. C∞c ([a, b]) \ {0} 6= ∅

Zu 5.) Beispiel 1:

(1) ẋ(t) = etx(t)2

Die konstante Funktion 0 ist eine Lösung von (1). Sei x0 ∈ R \ {0}. Dann gibt es ein off.

Intervall I ⊆ R mit 0 ∈ I und eine Lösung x : I → R von (1) mit x(0) = x0. Nun gibt

es Ĩ ⊆ I offene Umgebung von 0 mit x(t) 6= 0 ∀t ∈ Ĩ, da x C1 und damit stetig ist. Es

folgt für t ∈ Ĩ:
ẋ(t)
x(t)2

= et ⇒
s∫
0

ẋ(t)
x(t)2

dt =
s∫
0

etdt = es − 1

s∫
0

ẋ(t)
x(t)2

dt =
s∫
0

d
dt(−

1
x(t))dt = [− 1

x(t) ]
s
0 = 1

x0
− 1

x(s) ⇒
1
x0
− 1

x(s) = es−1⇔ x(s) = − 1
es−1− 1

x0

und s ∈

(−∞, ln(1 + 1
x0

)) , x0 < 0

(ln(1 + 1
x0

),∞) , x0 > 0

es − 1− 1
x0

= 0⇔ es = 1 + 1
x0
⇔ s = ln(1 + 1

x0
)

x0 > 0⇒ 1 + 1
x0
> 1⇒ ln(1 + 1

x0
) > 0

x0 < 0⇒ 1 + 1
x0
< 1⇒ ln(1 + 1

x0
) < 0

Beispiel 2:

(2) ẋ(t) = 2x(t) + t

Lsen zuerst ẋ(t) = 2x(t) :

x0 = 0⇒ 0 ist gesuchte Lösung.

x0 > 0⇒ x(t) > 0 für t nahe 0.

⇒ ẋ(t)
x(t) = 2⇒

s∫
0

ẋ(t)
x(t)dt =

s∫
0

2dt = 2s

s∫
0

ẋ(t)
x(t)dt =

s∫
0

d
dt(ln(x(t)))dt = [ln(x(t))]s0 = ln(x(s))− ln(x0) = ln(x(s)x0

) = 2s

⇒ x(s) = x0e
2s, s ∈ R möglich

x0 < 0⇒ ...⇒
s∫
0

ẋ(t)
x(t)dt =

s∫
0

d
dt(ln(|x(t)|))dt = ln( |x(s)||x0| ) = ln(−x(s)x0

) = ln(x(s)x0
)

⇒ x(s) = x0e
2s, s ∈ R

Jetzt mit Variation der Konstanten x0:

x(t) = x0(t)e
2t lst (2)

ẋ(t) = d
dtx(t) = d

dt(x0(t)e
2t) = ẋ0(t)e

2t + 2x0(t)e
2t

⇒ (ẋ0(t) + 2x0(t))e
2t = ẋ(t) = 2x(t) + t = 2x0(t)e

2t + t

⇒ ẋ0(t)e
2t = t

⇒ ẋ0(t) = t
e2t
⇒

s∫
0

ẋ0(t)dt =
s∫
0

t
e2t
dt
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s∫
0

ẋ0(t)dt = x0(s)− x0(0),
s∫
0

t
e2t
dt =

s∫
0

te−2tdt = [t e
−2t

−2 ]s0 −
s∫
0

e−2t

−2 dt

= −1
2se
−2s − 1

4e
−2s + 1

4 = −1
4e
−2s(2s+ 1) + 1

4

⇒ x0(s) = −1
4e
−2s(2s+ 1) + x0(0) + 1

4

⇒ x(t) = (−1
4e
−2t(2t+ 1) + x0 + 1

4)e2t = −1
4(2t+ 1) + (x0 + 1

4)e2t

Probe: x(t) = −1
4(2t+ 1) + (x0 + 1

4)e2t

ẋ(t) = d
dtx(t) = −1

2 + 2(x0 + 1
4)e2t

2x(t) + t = −1
2(2t+ 1) + 2(x0 + 1

4)e2t + t = −1
2 + 2(x0 + 1

4)e2t = ẋ(t)

x0
!

= x(0) = −1
4 + (x0 + 1

4) = x0 ⇒ Richtig

Zu 3.) Setze Lösung von

 ẋ = −x

ẏ = 2y
in F ein und betrachte F (x(t), y(t)).

F heit erstes Integral zu einer GDG ẋ = f(x)⇔, wenn [ẋ = f(x)⇒ t 7→ F (x(t)) konstant]

ẋ = −x, ẏ = 2y

(b)F : R2 → R erstes Int. gleichm stetig. ⇒ F konstant

⇒ ∀ Lösungen (x, y) gibt es ein c ∈ R mit F (x(t), y(t)) = c∀t ∈ R

| F (x0, y0)︸ ︷︷ ︸
=F (x(t),y(t))=c

−F (0)| ⇒ ∀ε > 0∃t ∈ R mit

|F (x(t), y(t))− F (0, y(t))| < ε (nutze glm. Stetig. von F)

| F (0, y(t))︸ ︷︷ ︸
=F (0,y(s))∀s∈R

−F (0)|

y(s)
s→−∞→ 0

nochmal gl. Stetigkeit von F liefert für ein s ∈ R|F (0, y(s))− F (0)| < ε

Zu 1.)
6⋃
i=1

Si = ∂Q

z.B.S3 : ψ : [0, 1]× [0, π]→ S3

ψ(y, z) := (0, y, z)

∂yψ(y, z) = (0, 1, 0), ∂zψ(y, z) = (0, 0, 1), gij =

 1 0

0 1


√
det(gij) = 1, ν : S3 → R3, ν(p) = (1, 0, 0), p ∈ S3 ⇒ p1 = 0∫

S3

< v, ν > ds =
1∫
0

π∫
0

v1(ψ(y, z)) ·
√
det(gij)dzdy =

1∫
0

π∫
0

z2 · 1dzdy = π3

3

Zu 4.) Bsp: q̈ = −q3,

p := q̇ ⇒ q̇ = p
!

= ∂yF (q, p),

ṗ = −q3 !
= −∂xF (q, p)

Z.B. F : R2 → R, F (x, y) := x4

4 + y2

2

⇒ d
dtF (q, p) = ∂xF (q, p)q̇ + ∂yF (q, p)ṗ

= ∂xF (q, p) · p+ ∂yF (q, p)(−q3)

= ∂xF (q, p) · ∂yF (q, p) + ∂yF (q, p) · (−∂xF (q, p)) = 0

F−1({0}) = {0}

⇒ 0 stationär/Gleichgewicht

F−1({1}) = {(x, y)|x44 + y2

2 = 1}
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