2 Besprechung zu Blatt2 zu Analysis 3

2.3

2.2

Beispiele zu ersten Integral

Erstes Integral allgemein: f: R™ — R, P

(P): z(t) = f(x(t)) gew. DGL. d
Erstes Integral: F': R™ — R, Vzx ist Losung von (P) gilt: z: T - R", T € R .
F(z(t))=cvtel .

Immer erstes Integral: F(z,y) =c

¢ = —ksin(p(t

II\_/

)
¢(t) = w(t)

(PY=1 500 2 500 — —ssiniott) e <2io

Beh: E:R? - R, E(z,y) := % + k(1 — cos(z)) ist ein erstes Integral von (P).

(Nach Frage: Wie kommt man auf E? siehe Studlp, § = —¢%)

Brauchen jetzt die Losungen ¢, w, haben aber leider keine Zeit, um diese zu berechnen

y=2y
Beh: F : R? — RF(z,y) := 2%y ist ein erstes Integral von (P)
Bew: F(x(t),y(t)) = (voe )2 (yoe?!) = z2yo konstant
= F ist erstes Integral von (P)
Bem: F ist nicht konstant. Das ist kein Widerspruch zu 2b), da F nicht glm stetig.

r=—x
{._ a(t) = zoet, y(t)  yoe

2) *{ t=-zrz=>2:R>R, z(t)=x9-e"
j=2=y:R—=R, y(t) =y e

b) Sei F': R?2 — R ein erstes Integral von (*) und gleichm stetig.

Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit |F(z1,y1) — F(x2,v2)| < eV(x1,v1), (v2,72) € R?

mit [|(z1,y1) — (22, 42)[|2 <0
Behauptung: Fiir (zo,y0) € R? ist |F(z0,y0) — F(0,0)] < e

Beweis: | F(z0,y0) —F(0,0)] = [F(x(t),y(t)) — F(0,0)]

——

=F(x(t) (1)) TreR
Gilt z(t) = zoe™* 2% 0. Es folgt die Existenz eines ¢; € R mit |z(t1)] < 9.
Dann ist [|(2(t1), y(t1)) = (0, y(t2))[]2 = [2(t1)| < &
= |F(z(t1), y(t1)) = F(0,y(t1)) <e
= |F($07y0) - (0
(0,y) Los. von (*) ist
Da y(t) = yoe?* "= 2280 gibt es ein ¢y € R mit ly(t2)| < 6.
Es folgt wie eben ||(0,y(t2) — (0,0)||]2 < 0 und damit |F'(0,y(t1)) — F(0,0)] <
Insgesamt erhalten wir |F'(zo,yo) — F'(0,0)| < 2¢ und damit F'(xo,yo) = F(0, 0)

a = arctan(/k)
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0l < e+ [F(0,y(t)) = F(0,0)|(F(0,y(t)) = F(0,y())vt € R, da
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x(t) = e:z‘p(Ja(r)dr):Eo +tft emp(f a(r)dr)h(s)ds

= 2(t) = 0eM + fte’\(t_s) sin(s)ds = eM ft e~ sin(s)ds
0

AN£0: [es sin( Yds = [ )\ sm(s)] -/ 67;5 cos(s)ds

= [ sin(s)] + [Sor cos & [ e sin(s)ds

(1+ L ) [ e sin(s)d —[e el in( )+6_As
)\2 e S S)as = —A S S _)\2

A sin(d)-+cos(s))
Je ¢ sin(s)ds = — szt e (Asin(s) + cos(s))]

= 2(t) = —eM /\QIH[ e (A sin(s) + cos(s)]}
) At

= —eM )\21+1( “A(Nsin(t) + cos(t)) + —/\QH
A
= /\2+1 (Asin(t) + cos(t)) + /\2_;1

z(t) = Sm(t)x(t),x(Ot) =1

cos(s)]

Mit 3.4: z(t) = exp( [ sin(r)dr)zo + fe:cp fsm )dr)0ds

= exp([— cos(r)]}) +00 =exp(l — cos(t))

Andere Moglichkeit (ohne Formel, nur rechnen):

z(0) =1 = r nahe 0 ist z(r) # 0 = ig:g = sin(r)

:>ft i(:) dr = jsin(r)dr
0 0
——
%ln(m(r})
= i(gdr = In(xz(t)) — In(x(0)) = In(x(t))
0
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