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Aufgabe 1

Sei t ∈ Ix0
Z.z. ∀s ∈ Iφ(t,x0), s ≥ 0 gilt s+ t ∈ Ix0 und φ(s+ t, x0) = φ(s, φ(t, x0))
Beh. χ ist eine Lösung von ẋ = f(x), χ(0) = x0
Jt = {s ∈ Ix0 |s ≥ t} ∪ {s ∈ R|s > t, s− t ∈ Iφ(t,x0)}
χ : Jt → Rn

χ(s) =

{
φ(s, x0) , s ≤ t
φ(s− t, φ(t, x0)) , s > t

Für s 6= t, s ∈ Jt gil:
s < t : χ̇ = φ̇(s, x0) = f(φ(s, x0)) = f(χ(s))
s > t : χ̇(s) = d

ds(φ(s − t, φ(t, x0))) = φ̇(s − t, φ(t, x0)) = f(φ(s − t, φ(t, x0))) =
f(χ(s))
Sei h > 0: 1

h(χ(t+ h)− χ(t)) = 1
h(φ(t+ h︸ ︷︷ ︸

>t(∗)

−t, φ(t, x0))− φ(t, x0))

(*) da h klein ist, t+ h ∈ Iφ(t,x0)
= 1

h(φ(h, φ(t, x0))−φ(0, φ(t, x0)))
0<h→0−→ φ̇(0, φ(t, x0)) = f(φ(0, φ(t, x0))) = f(φ(t, x0))

Sei h¡0: 1
h(χ(t+ h)− χ(t)) = 1

h(φ(t+ h, x0)− φ(t, x0))
0>h→0−→ φ̇(t, x0) = f(φ(t, x0))

⇒ χ ist in t differenzierbar mit χ̇(t) = f(φ(t, x0)) = f(χ(t)).
Insgesamt χC1 mit χ̇(s) = f(χ(s)) ∀s ∈ Jt
Dann ist χ eine Lösung von ẋ = f(x), x(0) = x0(Genauso φ(x0))
Wegen der Eindeutigeit der Lösung gilt: Jt = Ix0 und χ(s) = φ(s, x0)∀x ∈ Ix0
Sei s ∈ Iφ(t,x0), s ≥ 0
⇒ t+ s ∈ Jt = Ix0
und φ(t+s, x0) = χ(t+s, x0) = φ(t+s−t, φ(t, x0)) = φ(s, φ(t, x0)) und φ(t+s, x0) =
χ(t+ s, x0) = φ(t+ s− t, φ(t, x0)) = φ(s, φ(t, x0))

Aufgabe 6

(P )

{
r(0) = 1, ṙ(0) = 0, φ(0) = 0, φ̇(0) = 0

r̈ − rφ̇2 + γM
r2

= 0, rϕ̈+ 2ṙφ̇ = 0

Vermutung: φ(t) = 0, da φ(0) = 0, φ̇(0) = 0
Es gibt die Lösung r̈ + γM

r2
= 0, r(0) = 1, ṙ(0) = 0

⇔ ṙ = R, Ṙ = r̈ = −γM
r2

2 Gleichungen 1. Ordnung (erste Ableitung) (System hat eine eindeutige Lösung)
Dieses r und φ = 0 ist dann die Lösung des Systems (P)
Bisherige Überlegung liefert bis hierhin dass es reicht
ṙ = −γM

r2
, r(0) = 1, ṙ(0) = 0 zu betrachten.

r(0) = 1, r C2 mit r̈ = −γM
r2
⇒ r(t) 6= 0∀t ∈ I (r : I → R)

⇒ r(t) > 0∀t ∈ I, r̈ = −γM
r2

< 0
⇒ ṙ ist streng monoton fallend.
ṙ(0) = 0⇒ ṙ(t) < 0∀t > 0, t ∈ I
⇒ r streng monoton fallend in I ∩ (0,∞)⇒ in I ∩ [0,∞), da r stetig
r(0) = 1⇒ r(t) < 1∀t ∈ I ∩ [0,∞)
⇒ ṙ(t) = − γM

r(t)2
≤ −γM∀t ∈ I ∩ [0,∞)

⇒ (da t ≥ 0) ṙ(t) = ṙ(0) +
t∫
0

r̈(s)ds =
t∫
0

r̈(s)ds ≥ −tγM

⇒ r(t) = r(0) +
t∫
0

ṙ(s)ds = 1 +
t∫
0

ṙ(s)ds ≤ 1− γM
t∫
0

sds = 1− γM
2 t2 > 0

⇒ 0 < 1− γM
2 t2 ⇒ t <

√
2
γM
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