
2 Besprechung zu Blatt2 zu Numerik 1

Aufgabe 1

a) 1) Sei A pos definit
Dann ist, wenn f(x) = 0√
xtAx = 0⇔ x = 0, weil A pos. definit

2) Betrachte f(λx) =
√
λxtAλx = |λ|

√
xtAx = |λ|f(x)

3) Betrachte f(x + y) =
√

(x+ y)tA(x+ y) =
√
xtA(x+ y) + ytA(x+ y) =√

xtAx+ xtAy + ytAx+ ytAy =
√
xtAx+ 2xtAy + ytAy

≤
√
xtAx+ ytAy + 2

√
xtAx · ytAy =

√
(
√
xtAx+

√
ytAy)2 = f(x)+f(y)

Sei f Norm, dann folgt mit f(x) = 0⇒ x = 0√
xtAx︸ ︷︷ ︸
>0

⇒ x = 0, also ist A pos. def.

b) Sei A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
1 0
0 0

)
, ||.|| Norm,

Dann ist ||A ·B|| = ||
(

0 1
0 0

)
·
(

1 0
0 0

)
|| = ||

(
0 0
0 0

)
|| = 0

Aber ||A||︸︷︷︸
6=0

· ||B||︸︷︷︸
6=0

6= 0

Aufgabe 2

||A||F =
∑
ij
|aij |1/2,

∑
ij
|aij |1/2 = (SpurvonATA)1/2

A =

 ...a1...
...

...an...

 , AT =


...

...
a1 ... an
...

...


⇒ ATA =


a21 a2a1 ... ana1
a1a2 a22 ... ana2
... ... ... ...
ana1 a2an ... a2n


spur(ATA) =

n∑
j=1

aj ,
n∑

j=1
a2ij = spur(ATA)

Weiter ||.||F unitär invariant, also U, V ∈ Rn×n mit UTU = 1, V TV = 1
⇒ ||UAV ||F = (spur((UAV )T (UAV )))1/2

(UAV )T (UAV ) = V TAT UTU︸ ︷︷ ︸
1

AV = V TATAV

Z.z. spur(AB)
!

= spur(BA):
Bew: A = (ajk)nj,k=1, B = (bjk)nj,k=1

AB = (
n∑

l=1

ajlblk)nj,k=1

Also spur(AB) =
n∑

j=1

n∑
l=1

ajlblj

BA = (
n∑

l=1

bjlalk)nj,k=1

⇒ spur(BA) =
n∑

j=1

n∑
l=1

bjlalj

spur(V TATAV ) = spur(AV V T︸ ︷︷ ︸
1

AT ) = spur(AAT )

⇒ ||UAV ||F =
√
spur(V TATAV ) =

√
spur(AAT ) =

√
spur(ATA) = ||A||F
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Aufgabe 3

z.Z.: A 6= 0 singulär k(A) =∞
An, n ∈ R eine Folge invertierbarer Matrizen, für die gilt:
lim
n→∞

||A−An|| = 0

Dann lim
n→∞

κ(A) =∞
Beweis:
|||1|| − ||An||| ≤ ||A−An|| → 0
||An|| → ||A||
Damit für hinreichend großes N ∈ N
(*): ||An|| ≥ 1

2 ||A||
Annahme: lim

n→∞
κ(A) = 0

Also gilt für geeignetes M und eine Teilfolge {Ank
}

||Ank
||||A−1nk

|| ≤M
Mit (*) gilt ||A−1nk

|| ≤ 2M
||A||

Da jede beschr. Folge eine konvergente Teilfolge enthält, gilt:
∃{nkl} : Ankl

→ Ã ∈ Rn×n

Ankl
A−1nkl

= 1

AÃ = 1
Widerspruch, da A nicht invertierbar, also lim

n→∞
κ(An) =∞

Aufgabe 4

Listing 1: Invertieren

1 function x=i n v e r t i ( x )
2 for i =1: length ( x ) %Z e i l e
3 a=1/x ( i , i ) ; %Kehrwert Diag . e l . zw i schenspe i chern
4 x ( i , : ) ∗=a ; %Z e i l e durch Diagonale lement t e i l e n
5 x ( i , i )∗=a ; %Kehrw . urspr . Diagonale lement
6 x ( i , 1 : i −1)∗=−x ( 1 : i −1 ,1: i −1) ; %0− Elemente l i n k s Diag . e l

.∗ b e r e i t s i n v e r t i e r t e r M a t r i x t e i l
7 end
8 end
9

10 %Verfahren bas i e r end auf dem Gauß−Jordan−Algorithmus
11 %Die Matrix wird e i n e r E inhe i t smatr ix g e g e n ü b e r g e s t e l l t und

a l s Gle ichungssystem a u f g e f a s s t
12 %Im Zuge der Umformung wird zunächst duch das

Diagonale lement e i n e r Z e i l e g e t e i l t und dann zu
13 %den anderen Eintr ägen l i n k s davon d i e Z e i l e subt rah i e r t , in

der d i e s e s Element b e r e i t s a u f g e l ö s t
14 %wurde , a l s o in e i n e r unteren Dre iecksmatr ix das Element j−j

f ü r e inen Eintrag in der j− Spa l te .
15 %Dies wird durchgef ührt , b i s an der entsprechenden S t e l l e

e in e 0 s t eh t . Dadurch e r g i b t s i c h auf der l i nken
16 %S e i t e des Gle ichungssystems erneut e in e Einhe i t smatr ix ,

während auf der rechten S e i t e d i e K o e f f i z i e n t e n d i e
17 %erwünschte i n v e r t i e r t e Matrix d a r s t e l l e n .
18

19 %Die D iv i s i on kann man auch über d i e gesamte Z e i l e m i t t e l s
Z e i l e n v e k t o r ∗a=1/x ( i , i ) durchführen , wobei man das

20 %Diagonale lement erneut m u l t i p l i z i e r e n muss , da a ja dessen
Kehrwert i s t und 1/a ∗a ∗a=a=1/x ( i , i )
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21 %Da man f ü r d i e Elemente l i n k s des Diagonale lementes j e w e i l s
mit d i e s e r Zahl gewichte te Elemente der

22 %Ze i l e , in der man nach diesem Element b e r e i t s a u f g e l ö s t hat
, abz iehen muss , kann man auch d i e s e Elemente a l s

23 %Vektor mit der Matrix der Eintr äge , d i e b e r e i t s i n v e r t i e r t
s ind , m u l t i p l i z i e r e n und entsprechend von der

24 %Einhe i t smatr ix an den S t e l l e n ( a l l e 0) abiehen , bzw .
e i n f a c h neg i e r en

25

26 %Die Elemente r e c h t s der Diagonale lemente s ind anfangs 0 und
werden durch d i e Operatore nur m u l t i p l i k a t i v

27 %verändert , a l s o b l e i b en 0 .
28

29 %Jul i an Bergmann
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