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1 Tutorium vom 2.12.2010

1.1 Lésung bestimmen: i(t) = —w?x(t) + sin(vt)

#(t) = —w?a(t) + sin(vt)
v(t) = z(t) = 0(t) = &(t)
(t) = v(t)
0(t) = —w?z(t) + sin(vt)
x 01 z 0
= (t) = (t) +
v —w?0 Y sin(vt)
x(t) xo t 0
= exp((t —to)A) + [ exp((t — 5)A)
v(t) Vo to sin(vt)
Reicht x(t) zu bestimmen
1.2 Existenzintervall iiber Trennung d. Variabeln
i(t) = 22 (2%(t) — 1
AWP (t) = 3t°(2=(t) = 1)
z(0) = xo
i(t) = gt*(2*(t) = 1) | (2*(t) = 1)
. t t
== [ = [a =
(Ain(a(s) — 1)) = 234)
(In(a?(t) = 1)) = g - 22(t) - &(t)
(In(f(1)) = &5
1 1 A B _ AltD+B(z-1)
x2—1 (z—1)(z+1) z—1 T x4+l T x2—1
=1=(A+B)z+ (A-B)
=0 =1
A+B =0
= =A=3%B=-1
A-B =1
t t
[ s = [ B8 = [3in o (9)+ 1) = $in o () + )]
1 z(t)—1 z(0)—1
=2 <l” (x(t)+1) —ln <z(0)+1>>
x(t)—1 xro— xro—
= %ln (xgtg-s-l) - %ln <w8+i> =t |+ %ln <x8+}>
x(t)—1 xro—
= %ln (xgt§+l> = t3 +in (;Bg—i—%)
3 n zo—1
= 2 = (5671) — g2 sl | (2 (1) + 1)
Sa(t)—1=(x(t)+1)ce® =z (t)ce® +ce2® | —z(t)ce? +1
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2 Tutorium vom 9.12.2010

2.1

=z (t) —x(t) ce®’ = ce2” 41

z(t) (17662153 )

3
1+ce?t
1—ce2t3

=x(t) =

Betrachten: <> 0, ;81% >0 |- (zo+1)

Falls g +1 > 0,29 > 1 folgt xg — 1 > 0,29 > 1

Falls 29 +1 < 0,29 < —1 folgt zg — 1 < 0,29 < 1
=<>0< x9g>1oder xg < —1

xo € (—1,1) ist Ex. int. J5, =R

Vermutung: Fiir zo = 1 ist z(t) = 1 Lsg. des AWP.
Beweis: @(t) = 0,2(t) = 3t3(z2(t) — 1) = 3t2(12 - 1) = 0
xo =1 analog x(t) = —1 = xo € [-1,1] ist J5, =R

xo € R\ [-1,1]:

1—ce? =0e 1= e o In(l) =28 & —in(c) =283 & 1= {/—1in(c)
Jey = (—00,1) oder J,, = (;00)

Richtiges Ex.int. ist wo to = 0 € J,, oder to € J,

Betrachte ab <> 1 oder ¢ < 1

c= 28;%, falls 29 > 1, dann ¢ < 1, also £ > 0, damit ist J,, = (—o0, 1),

falls 29 < —1, dann <> 1, also ¢ < 0, damit ist J,, = (£, 00)

c = —lwol=1l _ 1|zl
7‘x0‘+1 17|CE0|

Phasenportrait
lim o —— 7 =
K ¥E 4 R ( __r}
X 1+f

i=-V'(z),V(z)= =2z

_x _1
241 241

Vv’ _ atl—x(22) _ —z241 j' V{X}
(l’) - (:E2+1)2 - (:)32+1)2 Sklzze

Ubungsblatt ﬂ

U=
2.1.1 Aufgabe 1 iy \i \\T//P
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= x(t) = e:vp(/ a(r)dr) zo + fte;vp(/a(s)ds)) h(r)dr = exp(ft Lary -

t 1
to 0
— —
U(t,to) Ul(t,s)

3+ ftexp(ft %dr)s%ds
1 s
Ul(t,s) = exp(f %dr) = exp([In(r)]}) = exp(in(t) — In(s)) = é

(1) = )

t
fute.o - [l o=
( )=3t4+L— L

kritisch bei 0, da dort nicht def.
= (7007 0)7 (Oa OO)
(0,00) ist Ex. int, da tp = 1 € (0, 00)
@(t) = 22(t) + 3z(t) + 2, z(0) =1
P43 +2=mp=—3+/(3)2-2=-3+,/-2=-3+,/1=

1
—5+3
é.%'l:—l, To9 = —2
=22 +3r+2=(z+1)(x+2)

t t

(1) _ (1) _ _
e em — L7 ] Gameemmds = [ 1ds =t
A B A(x+1)+B(z+2 1
e ((z+%)(xJ(r1) ) = e > A+B=0, A+2B=1=
B=1,A=-1

t

e 10) &(s)

= = { z(s)+2 + :p(s)JrldS

- —[ln(x(s)+2)+ln(x(5)+1)] [ln( z(s )+1)]0 — In( (t)H)—ln(xEO)H)

x(s)+2 (t)+2 z(0)+2
z(t)+1
ln(gzgtg—l—Z)
z(t)+1 z(t)+1 A
= %x%t%—&& =c' = acgt§+2 =3ef=ic

z(t) + 1 =c(z(t) +2) = cx(t) + 2¢
= z(t) — cx(t) = 2¢c —
2

N 2c—1 _ 25¢'~1 _ 4e14-3
x(t) = = 1TTa T 3=
3

1—c 1—
nicht def. falls 3 — et =0
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2.1.2 Aufgabe 2

a) Sei D € R™ offen, I C R Intervall und f : I x D — R stetig.
&(t) = f(t,x(t))

z(0) =c¢
die Beh. {(t) = c ist Lsg. von (*) < f(t,c) =0Vt €

Zeigen Sie fiir ¢ € R™ und dem AWP (%)

,=“: Sei £(t) Lsg von (¥)

2.7. f(t,c) =0Vt el

Da ¢ das AWP (%) erfiillt, gilt 0 = £(t) = f(t,£(t)) = f(t,c)Vt € I
L= Es gilt: f(t,¢) =0Vt e I

2.7. £(t) = ¢ ist Lsg von (¥)

Sei £(t) = ¢, dann £(0) = ¢

und £(t) = 0 = f(t,c) = f(t,£(t)), also ist £(¢) = ¢ Lsg. von (¥)

b) Wenn lipschitzstetig dann eindeutig/existent, sonst nicht unbeding

c¢) autonome DGL sind auch nicht-autonome DGL = JA

2.2 Aufgabe 3

1 -2 0
a) Al = 2 1 0 = .’E(t) = Alx(t)
\Z
0 0 -1

exp(tA) = ¢(t)p(0) "
EW: X3 = —1, v3 = (0,0, 1)
1 -2

. 7 §-

EWv. A:0=(1-A?+4=(1-N)=42i=N\o=1+2i

rﬂﬂxmi\ﬂ,ﬂ .

A=

DA+ (1420 L) vio =06 200l — 20) =0

= V12 =
—2i

(1424)t 20l | 2| o 2
x(t)e =e'e = e’(cos(2t) + isin(2t))
-2 —24 —29
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iy 2 cos(2t) + 2isin(2t) iy 2 cos(2t) i 2sin(2t)
—2icos(2t) + 2sin(2t) 2sin(2t) —2cos(2t)

. [ 2cos(2t) .| 2sin(2t)
= @1(t) = R(x(t)) = e » pa(t) = S(x(t) = e
2sin(2t) —2cos(2t)
2¢tcos(2t)  2e'sin(2t) 0
e1(t) p2(t) 0 .
= o(t) = = | 2e!'sin(2t) —2elcos(2t) 0
0 0
0 0 et
-1
2 0 0 12 0 0
p0)'=10 -2 0 =] 0 -1/2 0
0 0 1 0 0 1
el cos(2t) —esin(2t) 0
o(t)p(0) ™t = [ efsin(2t) efcos(2t) 0
0 0 et
z(t) = exp(tAi)zo
01 0
As=140 0 = -
Y
0 0 -1 “A W
EW: 2,:2.-1 /15
~ -2 1 pfﬁ':
EV: A-2I, =
4 =2
= 2v1+uv=0=X: v=(1,2,0)
- 2 1
A+20 =
4 2
=201 +v3=0= Ay : U:(l —2,0)
1 = €?(1,2,0), ¢a(t) =e72(1,-2,0), ¢3=1e7%0,0,1)
e?t
= o(t) = | 22 e—2t
1
L a b ) d —b
07" =2 -2 0 = ae
c d —c a
0 0 -1
~1/2 1/4 0
=o(0)'=1] 1/2 —1/4 0

0 0 1
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2.3 Aufgabe 4

—_——
f(t2(t))
no=x9 =0
t t
nt1(t) = xo + [ f(s,mn(s))ds =0+ fsn(s)2 4 2ds
to 0

t t
m(t)=[s-0+1ds= [1lds =t
0 0

t t
) = [s-s*+1ds = [ s34+ 1ds = 1t* + ¢
0 0

3 Tutorium vom 13.1.2011

3.1 Holomorphe Funktionen

Holomorph (komplex differenzierbar)?

1. Mobglichkeit: lim [z0)=f(w) o

w—20 Z0—w
2. Moglichkeit: f: R? = R?, (x,y) — (R(z + iy), S(z + 7))
a =B

f holomorph < f reell dbar. und J f”(ﬂfo, Yo) =
b «

Beispiel 1: f:C = C, z+— 2°

flx+iy) = (x+iy)® = 23+ 322y — 3z —iy® = 23 — 3z + 32y — o)

i R(f(x+iy)))  S(f(z+iy))
= f(x,y) = (2% — 3xy?, 32%y — y3) ist reell dbar.

3x2 — 3y? —6zy a —p
Jp(@,y) = =
6y 32 — 3y? B«

mit a = 322 — 3y%, B =6ay

Also f holomorph
Ergénzung: f”(z) = 322
f(z +iy) = 2(x +iy)? = 3(2® + 22yi — y?) = 322 + 6ayi — 3>
f(x+iy) = a+if = 322 — 3y* + i(6zy)
Beispiel 2: fo : C — C, z+> €

Betrachte: f(z+iy) = e*T% = e®—ely = e¥(cos(y)+isin(y)) = e* cos(y) +i e sin(y)
—_——— ——

. R(f) 3(f)
= [f(z,y) = (¢” cos(y), " sin(y))
Ti.y) = e cos(y) —e*sin(y) | @ —B
e’sin(y)  e” cos(y) B«

= f5 ist holomorph mit f/(x+iy) = a+iB = €% cos(y) +ie sin(y) = e*+¥
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Beispiel 3: f: C — C, 2z — R(2) + 3(2) € R(f)

—_————
eR
= flz,y) = Rz +iy) + S(z +y),0) = (x + y,0) ist reell diffbar., aber:
11 a —f
0 0 6 «

= f nicht holomorph
Beispiel 4: f5: C — C, z+— R(z)

= f(xay) = (x,O)

10
= Jp(x,y) =

00
= f5 nicht holomorph

Beispiel 5: fg: C — C, z+— 2z

lim feGo)=fe(w) _ 1, zo—w _ ¢

w—zp Fo—w w—szp 0T W
= f¢ holomorph!
Fslr(z +i0) = R(z +i0) = = A
fs5lr = idr = folr
Beispiel 6: f7: C — C, z — % ;i
1_1 W=z 1 1 I
. z( w — . wz( — . — — =1 :f
’LI}LI)I;Q 20— U}H)I;O Zo—w ’u}ggo Zow Z(Q) ] . -1 |
= f7 holomorph o e Ch

{z+iylxr e R,y = ¢}
{z+iylz =c,y e R}

Z =
\Zl

Betrachte ,,Verhalten er Fkt.“

N

Z ~ Spiegelung an der , Realteil-Achse* S \ A
ﬁ ~ Projektion auf den Einheitskreis - _' U ‘ :
=T\ e
n .. ! - _l '.__. ’e’. . ‘, -. -
{re®lr = ¢, p € [0,27)} 1+
{re®|r e R, = c} g A
z— R(z)z

r+iy — R(x +iy)(x + iy) = z(z + iy) = 22 + izy

{z+iylr eR,y=c=1}

re'? = rcos(p) + isin(p) — x cos(p)re? = cos(p)riet?

c=1
g > =
Icosfble
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4.1 Integrale, Homotopie Im
?’2[?}.“
Berechne [ zdz: A

gl -
71 Kurve umliuft das Rechteck [—1,1] x [~1,1] im Gegenuhrzeigersinn _j — (Z1)["y,t)

1 0
Yi(t) =1—i+2it = + t
—1 2

1

yot) =im(t) =i —i2 + 2%t =1+i—2t= +

1
v3(t) = 271 (t) = =71 (t) = —1 +i — 2it
a(t) = Py (t) = —imi(t) = -1 —i + 2t
vi:[0,1] = C
m(t) ,telo,1]

’y(t): ’72(t) at€[172], 7:[0,4]—)@

VS(t) te [273]

’}/4(t) ,t € [3,4]

[zdz= [zdz+ [zdz+ [zdz+ [ zdz
v 71 2 V3 Y4
JZdz = [ () (t)dt
M ¥

1

1
= [(1—i+2it)(2)dt = [1—1i(2t — 1) 2dt
0 ~——— 0
1+4(2t—1)

2 0

) L 1
= [im@®)in()dt = [ 1) n@)dt =2 [Zdz = Of 73(t)

0 3

T ()t = { COm@ (-1

= [Zdz =2+ 2+ 2+ 2i = 8i
v

»®f [ 1] 'Re

Y3(t)dt
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7 :10,2n] = C, t+— €, Berechne [Zzdz

il
2w

= [zdz= [ F(tfy(t)dt
¥ 0
2 21

2#7‘ ) 27 ) )
= [etiedt = [ e "ietdt = [idt =i [ 1dt = 2mi
0 0 0

=]

Falls € O(U) und 71, y2 homotop

Dann gilt: [ f(z)dz = [ f(z)dz
72 : [0,1] —ZIC b
Y2 - [0, 1] —C

gibt es H : [0, 1] x [0,1] — C stetig

=
—
vCIJ
(e}
~
Il

H(s, 1) falls 71,72 geschlossene Kurve
Beispiel: f: U — C(z+— 1, U =C\ {0}
N~ A2

41 ist nicht zu 3 homotop

H(s,t) = (1= s)y(t) + s7(t)

H(0,t) = (1= 0)y(t) + 05(t) = ~(¢)

H(1,t) = (1= 1)y(t) + 17(t) = (¢)

H(s,0) = (1 = 5)7(0) +57(0) = (1 = s)7(1) + 57(1) = H(s, 1)

[H (s, )| = [(1 = 8)v(t) + s7()] < [1 = s[- [y()] + |s][7(2)]

etc...

Cauchy Intergralsatz:

Falls f € O(U) und  nullhomotope Kurve
Dann [ f(z)dz =0
v

~ nullhomotop < v homotop zur konstanten Kurve

(etwa 7 :[0,1] = C, ¢+ 2)

Bemerkung:

y2 =H(, D)

Y@ = HO, b

!

T

G

S

Fiir f € O(C) gilt fiir alle geschl. Kurven von v, dass [ f(z)dz =0

Y
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4.2 Beispiel zu Homotopiesatz

72(15) — g2mit ‘
1
f z—4 f zi4dz = f%_,_ez;lwt’ %+Wd’z n
Y1 1 0 *}.-2 }"*\\
] : AnYou\ T
=im [ 1dt = 2mi !_,,!1\#;5
0
1
5 = [ s 2mie? i dt 71
0

L_dt = 0 (da 2 nullhomotop in C \ {0}

W~

B D—
n

Sei f € O(U) und es ex. die Stammtkt. F € O(U) mit F/ = f und v:[0,1] —» C

Dann [ f(z)dz = F(v(0)) — F(y(1))

5 Tutorium vom 27.1.2011

5.1 Singularitdten

Sei f: C\ {a} — C holomorph

1) hebbare Sgt. = llg}t f(z) ex. Hauptteil der Laurententw|, = 0
2) Pol der Ordnung k = hm(z —a)*f(2) ex. Hauptteil der Laurententw|, ist endl. Summe
3) wesentliche Sgt. = sonst Hauptteil der Laurententw|, hat oo viele Koeff.
zul) f(z)= sy hat hebb. Sgt. bei z=0
lim e = I o

= lim # — lim % —1
z—0 %(1—?—‘,— 5 _) 2—0 1— Z|+Z5;_

zu2) f(z)= m singuldr bei z=0, Pol d. Ordnung 2

. . k k
lim z Q_F%th Z2 1 = lim ;
250 #Hlmcos(z) T N0 224 1-(1-21 420 —) 250 22Tt 31— 21 +.)
ok ok
- ;% 52 2— fracz*4!+...) llg(l) z2(7ffracz24'+ )
1 3

mit k=2: ... = hm T 5, — 5

it 70 3—fracz?4l+... 2

sin(m) =0 k=4n

0o . cos(m)=—1 k=4n+1
noch zu 2) (Trsin)(z) = > %(z —m)k, sin®(x) =

h=0 —sin(7)0 k=d4n+2

—cos(m) =1 k=4n+3

—1)k
‘(§k+)1)’! (z —m)2Ht

= (Trsin)(z) =

It
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Beh.: f(z) = =% hat Pole der Ordn. 1 bei kr, k € Z

sin(z)

. oo _1)lHE+L —
(T sin)(2) = 3 Gy (= = )™
lim 2(z—km)! _ — lim 2(z—k7) _
ok (—DFH (e—Rm) (- 1R 2 CEm L (e (— )R (- )R R
= (- 1kr <

zu 3) f(z) = e, singulér bei z=0
Z k,z :>ez = Z k,z khmz eazp( ) =
k=0

g%z (1——+2%—%%+...)
_;%zk—z +% 2+ (- 1)kk1,zk k—l—(—l)k“ﬁ%—i—...)

5.2

= Vk € N: lim zFexp(L) ex. nicht
z—0 z
= f hat bei z=0 eine wesentl. Sgt.

f(z) = 3 ()Sgt fallssin() =0 l=kre =2, 2,=2L

nm

P = {%m € Z\{0}} U {0} hat HP bei 2 =0 = bei z=0 Sgt. aber nicht isoliert.

Laurententwicklung

f(z)= > en(z—20)", (20 Entwicklungspunkt)

nez
fl c—n(z—20)™™
—ch z—zo +ch z—zo
n<0
Nebenteil Hauptteil
=g § ZSmdz § =[ (mity:[0,1] = C(t) = 20+ pei)
lz—zo|=p lz—z0l=p 7
Beispiele:
[ee] 1\n 0 -n
1) f(z) = ez = > (;)! = ZZ—‘—F 0  (Bei Entw.pkt z=0)
n=0 n=0 " NT
HT

io: (é;i)llc)'ZQk-&-l o X
! 1
k=0 7T (E ((ng! (i)%) 52
k=0
—1)’“ L—2(k—1)

N (=) ok
= kz_: (2(k+i)'Z2 *

22_2—§ZO+ Z2+Z 2k+1)lz 2(k—1) 4 »2 —gzo—k _2+suk:3oo((5igfz_2(k_1)

20 (—1)kH 25 2 121 (—1)k+1
—2k —2 2 2k

§ +r P ) k= 200

p 2 k+ 1)) 24° 3 120° (2k + 3)! :

P NT
= f hat Sgt. bei z=0 , die wesentlich ist.
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5.3

Trick: Cauchy-Integral-Formel
Es gilt:
2rif(a) = ¢ i(_zgdz, a € B(zp,p)
|z—z0|=p
nao(f) =55 ¢ %
|z—z0|=p
Beispiele:
1
1 _ 1
9) ¢ eoedi= $ Ty
lz2=2|=3 lz=2|=5 <~
f(2)
= 95 (Zf,(;))z = 27Ti01,2(f)
le—2|=3
=2riz; § LG dz = —onmi
|z—2 =5

f(z) =25 = m = i (=1)*(z — 2)* (geom. Reihe)

k=0

<1

b) ¢ <Egz = 2r7icos(0) = 2mi
|z|=1

z
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Trainingsblatt zur Funktionentheorie
Erstellt von Tibor Kovacs am 03.02.2011

1. (a) Was besagt der Cauchysche Integralsatz?
(b) Welche Aussage trifft der Riemannsche Hebbarkeitssatz?
(¢) Wann heifit eine Funktion f : U — C holomorph?

2. Bestimmen sie folgende Integrale

1 1 2
(2) ]{ T2 ) j{ ——dz (¢) ]f S0 4k (@) ?f cos(z) 4,
le-1=1 1 +2 letil=1 1 2 |2|=1 2% + 3z o=z 2
1 1 1
(e) ]{ — cos <> dz (f) j{ sin (> 23dz (g) j{ P i+l g,
|z|=0.001 # Z |z]=1 z |21 =42

. %z|=1 o (213) ='ds ) jI{ZI=a|+Iﬁ| mdm # 8 () fz_i|=5 222+7;1Z_1d2

3. Bestimmen Sie die Residuen mit dem Entwicklungspunkt 0 der Funktionen

(a) fi(z) = exp(3)z°

(b) fa(2) = 27 2(cos?(2?) + 2sin?(22) — 1)
(c) f3(2) = cos®(3) —sin®(3)

(d) fa(z) = =2

(e) fs5(2) =

Hinweis: Verwenden Sie zuerst die Additionstheoreme um (b) und (c) angenehmer zu be-
kommen. Fiir (c¢) konnte cos(z 4+ y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) hilfreich sein.

4. Bestimmen Sie die Laurententwicklung
(a) im Kreisring {z € C | 0 < |z| < 1} und {z € C | |z| > 1} von der Funktion

f(z) =

z
1+ 22
(b) im Kreisring {z€ C|0< |2+ 1| <1} und {z € C | |z| > 1} von der Funktion

1
z + 22

f(z) =

5. Betrachen Sie die Kurve v : [0, 1] — C definiert durch (t) = 7% 4¢27it+In(0-01) Bestimmen
Sie mittels geeigneter Homotopie auf C \ {0} die Umlaufszahl v, (0).
Hinweis: Durch eine kleine Umformung ist der eine Summand als ,kleine Stérung“ zu
erkennen.

6. Betrachen Sie die Kurve v : [0, 1] — C definiert durch (¢) = €™ fiir ein n € N. Auflerdem
sei K := {2z € C||z| < 1} und f eine Funktion, die auf einer offenen Menge U mit K C U bis
auf isolierte Singularitdten holomorph ist. Aulerdem sei keine Singularitdt von f enthalten
in OK. Verifizieren Sie hierfiir die Gleichung:

% f(z)dz = 2mi - v4(0) Z Resq f

a Sing. €K

Hinweis: Die Funktion e® ist 27-periodisch.
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Trainingsblatt

6.1 Aufgabe 2

Cauchy Integralform
2rif(a) = ¢ %dz

|z—al=p

Laurent-Koeffizient

CM,zo(f)Zﬁ Sﬁ %dz

|z—al=p

a) ¢ 1+%dz =0
|[z—1]=1

(nach Cauchy-Integralsatz, da Kurve nullhomotop in C \ {i, —i})

LN
Integrant ist singulér bei z = i, —1 —j [\1_,/

1 z
b) ¢ lJr%dz = ¢ Z%ﬂ dz= ¢ J;(—Jrzdz
|2+i[=1 loil=1 &L |2+i|=1
_ ' . f(2)
; T
Alternativ: -
1Jr%al,z =2 ), ' Resaﬁ (Residuen-Kalkiil) @

|z+i|=1 ac{—i}

Bestimme Laurent-Entwicklung von H% am Entwicklungspunkt —i:

1__ 1 1 _ 11 _ 1 1 1
1422 7 z+12—1 ~ —2i+ztiz+i | —2 17%(z+i) z+i
geometrische Reihe:
= > dh Ll <1
1—q — q, q <
k=0
1 1 1
1—(—
(52 +9)
=412+l
——4 (S @G+ ) = £ et
1 1 1
_ _ N\ —1 _ N ;
5 (z4i)~+( (21)2)(Z+Z) +( (2i)3)(z+2) + ...
— —
c ( 1 ) co c1
L2
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d) ¢ ©o8(2) 1> Integrant sing. bei z = 0

3
z
|z—1]=2

— 95 CO;E)Z) dZ — % ¢ %dz — CQ@(COS(Z)) . 27-”
|z—0[=1 |z—0|=1|
(Homotopiesatz)

cos(z) =1— %% -

= .= —%271'2' = —m

Alternative: Residuen-Kalkiil

=210y Resa(cos(o‘)) — 27riResa(°°S(z))

23 23
ac{0}
) k
) D” 2k
cos(z) _ izo B0 58 (DY ok
23 23 - = (2k)1

= .. ==—12mi=—mi

6.2 Beispiel 1

|z|=|c|+|B] o

1 1 z
Res, m) =9 ¢ adz
= %27%]‘(04) = Tiﬂ

1 _ 1 1 _ 1
Resg (7@70{)(275)) = ¢ coea®r=m ¢

= 52mig(B) = 515 = —at3

6.3 Aufgabe 4

n=(z=0)040(z -0+ (=3)(z —0)2 + ...

a) f(z) = 135z Die Laurent-Entwicklung im Kreisring {2 € C||z| > 1}

Wir wollen die Form 1%:

q
T = Z2(1i%) = % ! T (geom. Reihe)
- 1*(—;)
~——
H|z1|2 <1
o0
= LS (—d) = YR = 3 (1)
k=0 k=0
{z € Cl|z] < 1}
z s = z o =2 f(_z2)k — i(_l)kz%—i—l
- (=27) k=0 k=0
[.]<1
b) f(2) = F=.{z€Cl0<|z+1] <1}
1 1.1 11 (1) 1 1
2422 T zz4+1 T —14z+1 241 — 1—(2 + 1) z+1
~—

lI<1
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= (D3 kio(z + )k = kfjo(—n(z +1)k-1

7 Tiborium vom 7.2.2011
Trainingsblatt - 2. Teil

7.1 Formeln

Cauchy-Integralformel:
$ 1) g, = 2mif(z0)

zZ—20
|z—z0|=p

Laurent-Koeffizient:
Cn,Zo (f) = ﬁ § %dz
|z—z0|=p

Residuen-Kalkiil:
¢ f(z)dz = 2mi > Resq f
i

a sing.€Bild(vy)

fz)  _ ()

Resq —a)F = (=)

(

7.2 Aufgabe 2

1 1
e) ¢ Leos(tydz= ¢ Cosz(z)dz = ¢ %dz = co0(cos())2mi
|2|=0,001 |2/=0,001 |2|=0,001
1 - ko1 (1v2k o (DR o
cos(3) = > (=) " mm(2)™ = 2 mpr?
k:(]( N . E=0
L o, (=) 4
T TR N T
—— <~ -~
€0,0 c—20 C—4,0

= co0(cos(1))2mi =1 2mi = 2mi

Alternativ:

¢ Lcos(l)dz =2mi- Reso(Lcos(2))

z z

|2|=0,001
1 1 1 o ko1 12k _ a k1 —2k-1
Rest analog: = cos(3) = - kzo(_l) Qk)g(g) = kZO(—U k)7

(
Suche k, so dass -2k —1=-1<k=0

= Reso(3 cos(3)) = (1)’ gy = 1

= 27 - Reso(L cos(1)) = 2mi - 1 = 2mi

in(L
f) ¢ sin(l)ldz= ¢ (Zilg)i(ihldz = c_40(sin(2))2mi
|z|=1 |z]=1

sin(l) _ f (=D (1)2k+1 _ § (=1 p2k=1_1,-1_ 1.3, 1 -5_
z) CE+1)T\z —k (2k+1)! — 1 3! 51
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= c,4,0(sin(%)) =0
= c_q0(sin(2))2mi =0-2mi =0
g) ¢ etz =0

|24++/17|=42
(Cauchy-Integralsatz: Da Integrant keine Sing. hat)

h) ¢ exp(z%)zi)’dz:27riReso(exp(z%)z3) (Residuen-Kalkiil)

=1
lz:|3 1 3o~ 1,1k _ .3 %~ 1 -3k
z2rexp(zz) =27 Y ()" =27 X0 me2”
k=0 k=0
— Z %Z—3k‘+3 — $Z3+%ZO+%Z—3+
k=0
= Reso(exp(Z)2?) =0

o EHlgp— 6 2244 Lde
|z—2|=5 |z|=1

Linearitit d. Integrals: ... = §1§ 2zdz + 55 ddz— ¢ Ldz
g=1 =
0 0
*:0, da hol. Stammfunktion ex. N
= ..=— ¢ Ldz=-2mi (Cauchy-Integral-Formel)
|z|=1

7.3 Aufgabe 3

1V.5 _ 5o 1I1vk _ 55~ 1.~k _ == 1 _—k+5
a) fiz) =exp(3)z° =2 ) (3) == a2 T = e +

k=0 k=0 k=0

Resofi = g = =55

b) fo(z) = 27 2(cos?(2?) +  2sin?(2?)  —1) = 27 2sin?(2?)
—_——

sin?(22)+1—cos2(22)

Cay o (DR akt2 2 1.6

sin(z?) = kZO Py =2°— g2

= ..=272(22 - %26 + .02 = %ZG +...)

=272 — 18 4 %212+ ) =27 — 126 4 210
= RGSQ(fQ) =0

c) fa(z) = 0032(%) — sin2(%) = cos(%) cos(%) — sin(%) sin(%) = cos(% + %)

=3 (CDkak o

e) fs(z) = OE. |z] <1

z

o
= .= 2" = Resofs =0
k=0
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7.4 Aufgabe 4
f(z)= m Laurent-Etw. im Kreisring {z € C|0 < |z — 1] < 1}
G = =Fmea - ==
——
lLI<1
=g rE-DrF=% ~(z-1F!
k=0 k=0
Im Kreisring {z € C||z]| > 2} :
Fo) =ttty = (S04 (34 e
1— — 1— — k=0 k=0
z z
< =~
l]<1 l1<1
7.5 Aufgabe 5

~y(t) = eb7it 4 2mit+In(0,01) _ gbmit | In(0,01) 2mit
~—

kleine Storung

H:[0,1]x[0,1] = C

H(s,t) = %™ + (1 — s) - 0,01e*™ ist Homotopie auf C \ {0} von 7 nach 7 = 57

v:10,1] - C
H(O,.):’y,
H(lv')::ﬁ

H(s,0) = H(s,1),

|H(s,t) — 0] = €5 + (1 — ) - 0,01e>™| > | 57| —|(1 — s) - 0, 01e>™||
~——

=1
=[1—|1—s5[-0,01[e*™||=|1—(1—35)-0,01] >0,99 >0
——
27

=1
v,(0) = vy = 5 gS%dz
2l

)

1 1
= ok [ te2mief Tt = ST [1dt =3
0 0
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Trainingsblatt2 fiir Analysis 111

Erstellt von Tibor Kovacs am 10.02.2011

1. (a) Gegeben sei die Kurve v : [—m, 7] — C durch y(t) = (t?>+1)e?"*. Bestimmen Sie mittels
geeigneter Homotopie auf C \ {0} die Umlaufszahl v, (0).

(b) Bestimmen Sie die Umlaufszahl v.,(0) von der Kurve v : [0, 27(n+k)i] — C fiir 4n # 3k

definiert durch
ettt € [0,27mni]
Yt) =9 i . .
e t € [2mni, 27 (n + k)i

2. Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklung der Funktion

1
(z=1)(z=2)(z+1)

f(z) =
im Kreisring {z € C | |z| > 2}.
Hinweis: Partialbruchzerlegung und Geometrische Reihe.
3. (a) Gegeben sei folgendes Differentialgleichungssystem
=z +y—22
y=xy—y+Ar

i. Untersuchen Sie die Stabilitdt der Nulllosung in Abhéngigkeit von A.

ii. Bestimmen Sie fiir A = 0 alle Gleichsgewichtslésungen und untersuchen Sie jeweils
die Stabilitét.

(b) Nun sei ein lineares Differentialgleichungssystem & = f(x) gegeben durch

U =v
V=—2u—v
Zeigen Sie, dass V (u,v) = fu + uv + 31} eine strikte Liapolovfunktion fiir f ist.

4. Bestimmen Sie folgende Residuen

M an der Stelle 3.

Von der Funktion f :—=3)3

(a
(b
(c
(d

z
Von der Funktion f

Von der Funktion f
Von der Funktion f

z

( )25 an der Stelle 0.

) =
) =
2) = exslf'z) an der Stelle 0.
) = (az + Bz73)™ an der Stelle 0 fiir ein n € N und «, 3 # 0.

L
o~ o~ o~~~

z
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8 Tutorium vom 10.2.2011

2. Trainingsblatt

8.1 Aufabe 1

a) Gegeben sei v : [-m, 7] = C, ~(t)= (2 +1) *

N—— ]
€R, Streckfaktor Kreis

~v von —7 bis 0 betrachten

e-Term hat das Argument —27i bis 0
Streckfaktor hat Werte von 1 + 72 bis 1
Y :[0,1] = C

o (t) = etmit

passe Parameterbereich an v an:
Amit—247

o
5:00,1] = €, (1) = y(2mt — 1) = (2t — )% + 1)e2i (27t —7)
Lin. Homotopie: H(s,t) = (1 — s)3(t) + s70(¢)
z.z. |H(s,t) — 0] >0

Rechnung;:
[H(s,t)] = |(1=s)((2mt—m)*+1)e ™ +se'™| = |((1 - s)((2nt —m)> + 1) +5) '™ |

=1 —=s)(2rt —7)* +1) +s =1
=[(1-s)2rt—m)2+(1—s)+s|=[1+(1—-s)2rt—7)2>1>0
>0

1 .
v7(0) = 1y, (0) = 5t [ Ldz = 55 [ pdmie'™dt = 35 =2

i 0 27
b) v:[0,27(n+k)i] = C, 4V #3k, n,keZ\{0
. . . 2m(n+k) L . 27N L 2m(n+k) L
% 0 0 2T

21

) 2mn L ] 2m(n+k) . )
=L Of ardiedt+ [ g (=3i)e "

2mn

21

= 2k (di(2mn — 0) +(=30) 2 (n + k) — 2mn)) = Srin=Gmk — 4 — 3
—_——

=8min =2nk
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8.2 Aufgabe 3
) t=a24+y— 20 2 +y— 27 2z — 2 1
a) i) = flz,y) = = Df(z,y) =
y=xy—y+ Ax xy —y+\x y+A x+1
-2 1
= Df(0,0) =
A -1

ii)

Stab der Nulllsg.
Dy f(t,z) = Df(x) (falls f autonom)

Bestimme EW:

-2 1 10
x(t) = —t

A =1 0 1
S tip=-3% /@2 -2+r=-§/T+2
=Falls A < —% dann sind EW komplex.
= R(t12) = —% < 0 = Lsg. stabil
Falls A > 2, dann ist OE t; < 0 < to = Lsg. instabil

max  R(p) < 0 = stabil
pEa(Df(x0))

2 +y— 22
Falls A\ = 0= f(z,y) =
Ty —Y
Suche (x,y) € R? so dass
22 +y—22
flz,y) = = (0,0)
Ty — Yy

S0=0>-2r+ysy=-—2’+20=>0=0ay—y

= 07z(—2® +2z) +2? — 2z =z (—2* 4+ 2z + = — 2)

—x243z—2
=—z(2? -3z +2) = —x(r —2)(x - 1)

= Gleichgewichtslosungen: 1: z=0, y=0

3: z=2, y=0
Falls (z,y) = (0,0) gilt nach (i) stabil, da A =0 < 2

0 1

Falls (z,y) = (1,1) = Df(1,1) = = EW sind &+ = instabil
10
2 1

Falls (z,y) = (2,0) = Df(2,0) = = EW sind 2,1 = instabil
01

=Q2+)(1+t) - A=12+3t+2- )\
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U =0
b) = f(u7 U)
vV=—2u—v
z.z. V(u,v) = Tu? + Juv + 302
ist strikte Liapunov-Funktion

< VV(u,v), f(u,v) > <0
A --= T e =0 < f(u,v) =(0,0)
VV(u,v) = (% 2u+ 3v, 3u+ 32 2v)
=< VV(u,v), f(u,v) >=v(Zu+ 1v) + (—2u — v)(3u + 3v)
7 1 2

_T 1 _ _ 1.3
—2uv+2v —u? — 3uw UV — 50

:—u2—'u2:—(u2—|—02)§0
N—_——
>0

»=0“ < (u,v) = (0,0) < f(u,v) = (0,0)

8.3 Beispiel aus Blatt 14

i cos(x) 1 . cos(z)
7 ) Tpdr=3-2m 3 Resa(77.7)
0 —o0 a Sngt
S(a)>0
*: da Integrant y-Achsen-symmetrisch

Integrant ist singulédr bei +4

- R = ¢ Sy
Z—t|=p
(Cauchy-Integral-Formel) mit f(z) = C(;i(j)

.= 22mif(i) = mcosl(l) = Fcos(i) = o&
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