Besprechung zu Blatt 9 zu Analysis 3

Aufgaben wichtig fiir Klausur!

Aufgabe 1
o(y — )
[ RE=RE flo,y,2)=| roa—y—az
xy — bz

o,r,b > 0 Konstanten

a)

Gleichgewicht (xo, yo, 20) ist stabil, wenn alle EW von J¢ (o, yo, 20) negativen
Realteil haben (Def. 10.1, Satz 10.2)

0 ist Gleichgewicht von Lorenz-System. )
i o 0 xeU
Je(z,y,2) = r—2z -1 —x
Y x6 — b
-0 o 0
J0 = r -1 0 3t >0 9 (o, Xo)
0 0 b
X Eigenwerte von J¢(0)
—0— A o 0
0 = det(J¢(0) — MF) = det r -1-A 0 = (o= N)((-1—-
0 0 —b—A

A(=b—=X)—=0)—7r(c(=b—X)—0)+0
—(a+AN)(bH+ A+ A+ A2) +rob+roX
= —0b— 0\ —AboaA? — Ab— A% — \2b — \3 + rob+ro)
= -bo+AX+AFA —ro) = Ao+ oA+ X2+ 7r0+ )
=—0b+N(o(r—1)+ Ao +1)+\?)
= A= —b oder >+ \o+1)—0o(r—1)=0

—

<0
= A= ot = (2 o (r - )

r>1: o(r—1)>0

=A==+ |

= (0 nicht stabil

r<l:o(r—1)<0

= 0 stabil

VR =R, V(z,y,2) =22 +0y> + 022
r € (0,1), ((a)= 0 stabil)

10.5 (Liapunov-Funktion):
V ist L-Funktion von Lorenz-System, wenn V Losungen (x,y,z) von Lorenz-

System: %(V o(x,y,2))(t) <0, %(V 0 (0))(t)=0

Satz 10.7: Gibt es eine L-Funktion V, ist (z, 30, 20) ein isoliertes Gleichgewicht
und ein striktes Min von V, dann ist dieses Gleichgewicht (asymptotisch) stabil.
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Sei (x,y,z) eine Losung des Lorenz-Systems.

Dann ist 4(V o (z,y,2))(t) = L(2(t)? + oy(t)? + 02(t)?)

= 22(t)x(t) + 20y(t)y(t) + 202(t)2(t)

=2(z(t)+o(y(t) —z(t)) +oyt)(ra(t) —y(t) —=(t)z(t))) +oz(t) (z(t)y(t) —bz(t))
= 2(oxy — ox® + orzy — oy? — oxyz + oxyz — obz?)

= 20(x® +y? —zy(1 + 7)) — 20b22

xy >0: 20zy(l+7r) < 202y(1+1)
= %(V o(x,y,2))(t) < —20(2? + y? — 2zy) — 2bo2?

= —20(x —y)? — 2boz? <0 (@yz) #0
:0 7(x7y7z):0

xy <0: zy(l+r) < 2zxyr
%(V o (x,y,2))(t) << —20(x? + y? — 2xyr) — 20bz>
—202% < —202%r = ... < =20 (r®2? + y* — 2xyr) — 20b2>
= —20(rz —y)? — 20b2% = {< 0 (@y,2)#0
=0 ,(z,y,2)=0
= V eine (strikte) Liapunov-Funktion
0 ist striktes lokales Minimum
Um Satz 10.7 anzuwenden fehlt noch, dass 0 ein isoliertes Gleichgewicht von
Lorenz-System ist.
Dazu suchen wir weitere Gleichgewichte vom Lorenz-System, falls iiberhaupt
weitere Vorhanden.

Seien (z,y, z) € R Gleichgewichte, d.h.

0=0(y —x) Szr=y
O=rz—y—2z =0=z(r—1-2)
0=rx—bz = 0=2%—bz

r=0=y=0=bz=2=0=2=0= (7,y,2) =0
r#0=>r—1-2=0=2=r—-1<0(dar<1)

= 0 < 2% = bz < 0 (Widerspruch!)
= 0 einziges Gleichgewicht,insbesondere ein isoliertes Gleichgewicht!

Jetzt konnen wir Satz 10.7 anwenden und erhalten, dass 0 stabil ist.

Aufgabe 3

Bewegungsgleichung Kosmonaut: r7,(t) =1, ¢r(t) =t
Linse: 7, mit 7(0) =1, 7(0) =vp <0, (0)=0, $(0)=1

pr=¢L, m=rL
r =7+ rivg + O(vd)
© =L + @10 + O(v])
Es gilt: # —r¢? + 5 =0, rg+2i¢=0

0 = i—r¢* 4+ = iog+0(v3)— ((1+ 7100 + O(v])) (1 + p1v0 + O(v7)))?

=(1+1v0+0 (v3)+r1vo+r191vE +71000 (v3)+0 (vE)+P1v00 (v3)+0(v0)?) (1441 v0+0)

1
+ (1+r1v0+0(v3)?
= i10o + O(vg) — (1 + 2¢1v0 + 7100) + O(vg) + 1+ (—(2)1)r1v0 + (371)O(v)
=7y — 1 —201v9 — 2rivg + 1 — ryvg + O(’U%)
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= 100 — 29100 — 3r1vp + O(vd) & 0 =7 — 21 — 3r1 + O(vp) (mit vg # 0)

0=rp+2ry

= (14 r1vo + O(3))(P1vo + O(vd)) + 2(71v0 + O(v3)) (1 + p1vo + O(vd))
= P10 + O(U%) + 2709 + O(U%)

= $1v0 + 27109 + O(vd)

S0=¢1+ 27 + O(Uo)

Jetzt: O(vp) =~ 0 = Wir vernachléssigen die Terme O(vp)
= 0=¢1+ 271, 0=71—2¢p1 —3r

$1=—211
¢
= ¢1(t) =¢1(0) + [ $i(s) ds
’ (s)
=—271(s

= $1(0) — 271 (t) + 2r1(0)

Vo = (0) = 7"1(0)1)0 = 7"1(0) =1

0= (0) = 1(0)vo = »1(0) =0
1=¢(0) =1+ ¢1(0)vo = ¢1(0) =0
= 1= —2n

=7 =201 +3r=n

Losungsraum und Randwertbedingung

= f(x), f:7™ — R", linear
é: R — RX"
Losungsraum {R — R", t +— ¢(t)xo|zo € R™}
(x) @(t) = f(z(t)) +9(t), g: R—>R"
¢ : R — R” eine Losung von (x)
Dann sind alle Losugen von (*) gegeben durch:
R —R" t+— ¢(t)zo + f(t), Ty € Rn
Denn: 4 (p(t)ro +E(1)) = o(t)o + E(1)
(¢(t)zo) + f(£(1)) +9(t)
(p(t)xo +£(t)) + 9(t) (da f linear!)

Il
=

(Aufgabe 4: ¢ : R = R, () = 3e%)
Randwertproblem (Beispiel):u(x) = f(u(z)) + g(x), u(0) =a, u(l) =beR"

Finde ag € R", so dass R — R", x — ¢(z)ap + £(x) Randwertbedingung erfiillt
(Aufgabe 4: g(z) = €®; Aufgabe 5: g(z) = 0)
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