
Besprechung zu Blatt 9 zu Analysis 3

Aufgaben wichtig für Klausur!

Aufgabe 1

f : R3 → R3, f(x, y, z) =

 σ(y − x)
rx− y − xz
xy − bz


σ, r, b > 0 Konstanten

a) Gleichgewicht (x0, y0, z0) ist stabil, wenn alle EW von Jf (x0, y0, z0) negativen

Realteil haben (Def. 10.1, Satz 10.2)

0 ist Gleichgewicht von Lorenz-System.

Jf (x, y, z) =

 −σ σ 0
r − z −1 −x
y x6− b


Jf (0) =

 −σ σ 0
r −1 0
0 0 −b


λ Eigenwerte von Jf (0)

0 = det(Jf (0) − λ1) = det

 −σ − λ σ 0
r −1− λ 0
0 0 −b− λ

 = (−σ − λ)((−1 −

λ)(−b− λ)− 0)− r(σ(−b− λ)− 0) + 0
= −(σ + λ)(b+ λ+ λb+ λ2) + rσb+ rσλ
= −σb− σλ− λbσσλ2 − λb− λ2 − λ2b− λ3 + rσb+ rσλ
= −b(σ + λσ + λ+ λ2 − rσ)− λ(σ + σλ+ λ2 + rσ + λ)
= −(b+ λ)(σ(r − 1) + λ(σ + 1) + λ2)
⇒ λ = −b︸︷︷︸

<0

oder λ2 + λ(σ + 1)− σ(r − 1) = 0

⇒ λ = −σ+1
2 ±

√
(σ+1

2 )2 + σ(r − 1)

r > 1 : σ(r − 1) > 0

⇒ λ+ = −σ+1
2 +

√√√√√(
σ + 1

2
)2 + σ(r − 1)︸ ︷︷ ︸
>(σ+1

2
)2

> −σ+1
2 + σ+1

2 = 0

⇒ 0 nicht stabil

r < 1 : σ(r − 1) < 0

λ± = −σ+1
2 +

√√√√√(
σ + 1

2
)2 + σ(r − 1)︸ ︷︷ ︸
<(σ+1

2
)2

< −σ+1
2 + σ+1

2 = 0

⇒ 0 stabil

b) V : R3 → R, V (x, y, z) = x2 + σy2 + σz2

r ∈ (0, 1), ((a)⇒ 0 stabil)

10.5 (Liapunov-Funktion):
V ist L-Funktion von Lorenz-System, wenn ∀ Lösungen (x,y,z) von Lorenz-
System: d

dt(V ◦ (x, y, z))(t) ≤ 0, d
dt(V ◦ (0))(t) = 0

Satz 10.7: Gibt es eine L-Funktion V, ist (x0, y0, z0) ein isoliertes Gleichgewicht
und ein striktes Min von V, dann ist dieses Gleichgewicht (asymptotisch) stabil.
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Sei (x,y,z) eine Lösung des Lorenz-Systems.
Dann ist d

dt(V ◦ (x, y, z))(t) =
d
dt(x(t)

2 + σy(t)2 + σz(t)2)
= 2x(t)ẋ(t) + 2σy(t)ẏ(t) + 2σz(t)ż(t)
= 2(x(t)+σ(y(t)−x(t))+σy(t)(rx(t)−y(t)−x(t)z(t)))+σz(t)(x(t)y(t)−bz(t))
= 2(σxy − σx2 + σrxy − σy2 − σxyz + σxyz − σbz2)
= −2σ(x2 + y2 − xy(1 + r))− 2σbz2

xy ≥ 0 : 2σxy(1 + r) ≤ 2σxy(1 + 1)
⇒ d

dt(V ◦ (x, y, z))(t) ≤ −2σ(x
2 + y2 − 2xy)− 2bσz2

= −2σ(x− y)2 − 2bσz2

{
< 0 , (x, y, z) 6= 0

= 0 , (x, y, z) = 0

xy ≤ 0 : xy(1 + r) < 2xyr
d
dt(V ◦ (x, y, z))(t) ≤< −2σ(x

2 + y2 − 2xyr)− 2σbz2

− 2σx2 < −2σx2r ⇒ ... ≤ −2σ(r2x2 + y2 − 2xyr)− 2σbz2

= −2σ(rx− y)2 − 2σbz2 =

{
< 0 , (x, y, z) 6= 0

= 0 , (x, y, z) = 0

⇒ V eine (strikte) Liapunov-Funktion
0 ist striktes lokales Minimum
Um Satz 10.7 anzuwenden fehlt noch, dass 0 ein isoliertes Gleichgewicht von
Lorenz-System ist.
Dazu suchen wir weitere Gleichgewichte vom Lorenz-System, falls überhaupt
weitere Vorhanden.

Seien (x, y, z) ∈ R Gleichgewichte, d.h.
0 = σ(y − x) ⇒ x = y
0 = rx− y − xz ⇒ 0 = x(r − 1− z)
0 = rx− bz ⇒ 0 = x2 − bz

x = 0⇒ y = 0⇒ bz = x2 = 0⇒ z = 0⇒ (x, y, z) = 0
x 6= 0⇒ r − 1− z = 0⇒ z = r − 1 < 0 (da r < 1)

⇒ 0 ≤ x2 = bz < 0 (Widerspruch!)
⇒ 0 einziges Gleichgewicht,insbesondere ein isoliertes Gleichgewicht!

Jetzt können wir Satz 10.7 anwenden und erhalten, dass 0 stabil ist.

Aufgabe 3

Bewegungsgleichung Kosmonaut: rL(t) = 1, ϕL(t) =t
Linse: r, ϕ mit r(0) = 1, ṙ(0) = v0 < 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 1

φ1 = φL, r1 = rL
r = rL + r1v0 +O(v20)
ϕ = ϕL + ϕ1v0 +O(v20)

Es gilt: r̈ − rϕ̇2 + 1
r2

= 0, rϕ̈+ 2ṙϕ̇ = 0

0 = r̈−rϕ̇2+ 1
r2

= r̈1v0+O(v20)− ((1 + r1v0 +O(v20))(1 + ϕ̇1v0 +O(v20)))
2︸ ︷︷ ︸

=(1+ϕ̇1v0+O(v20)+r1v0+r1ϕ̇1v20+r1v0O(v20)+O(v20)+ϕ̇1v0O(v20)+O(v0)2)(1+ϕ̇1v0+0)

+ 1
(1+r1v0+O(v20)

2

= r̈1v0 +O(v20)− (1 + 2ϕ̇1v0 + r1v0) +O(v20) + 1 + (−(2)11)r1v0 + (31
1)O(v20)

= r̈1v0 − 1− 2ϕ̇1v0 − 2r1v0 + 1− r1v0 +O(v20)
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= r̈1v0 − 2ϕ̇1v0 − 3r1v0 +O(v20)⇔ 0 = r̈1 − 2ϕ̇1 − 3r1 +O(v0) (mit v0 6= 0)

0 = rϕ̈+ 2ṙϕ̇
= (1 + r1v0 +O(v20))(ϕ̈1v0 +O(v20)) + 2(ṙ1v0 +O(v20))(1 + ϕ̇1v0 +O(v20))
= ϕ̈1v0 +O(v20) + 2ṙ1v0 +O(v20)
= ϕ̈1v0 + 2ṙ1v0 +O(v20)
⇔ 0 = ϕ̈1 + 2~̇r1 +O(v0)

Jetzt: O(v0) ≈ 0⇒ Wir vernachlässigen die Terme O(v0)
⇒ 0 = ϕ̈1 + 2ṙ1, 0 = r̈1 − 2ϕ1 − 3r1
ϕ̈1 = −2ṙ1
⇒ ϕ̇1(t) = ϕ̇1(0) +

t∫
0

ϕ̈1(s)︸ ︷︷ ︸
=−2ṙ1(s)

ds

= ϕ̈1(0)− 2r1(t) + 2r1(0)

1 = r(0) = 1 + r1(0)v0 ⇒ r1(0) = 0
v0 = ṙ(0) = ṙ1(0)v0 ⇒ ṙ1(0) = 1
0 = ϕ(0) = ϕ1(0)v0 ⇒ ϕ1(0) = 0
1 = ϕ̇(0) = 1 + ϕ̇1(0)v0 ⇒ ϕ̇1(0) = 0

⇒ ϕ̇1 = −2r1
⇒ r̈1 = 2ϕ̇1 + 3r1 = r1

Lösungsraum und Randwertbedingung

ẋ = f(x), f : ~rn → Rn, linear
φ : R→ Rn×n
Lösungsraum {R→ Rn, t 7→ φ(t)x0|x0 ∈ Rn}
(∗) ẋ(t) = f(x(t)) + g(t), g : R→ Rn
ξ : R→ Rn eine Lösung von (∗)
Dann sind alle Lösugen von (∗) gegeben durch:

R→ Rn, t 7→ φ(t)x0 + ξ(t), x0 ∈ Rn
Denn: d

dt(φ(t)x0 + ξ(t)) = φ̇(t)x0 + ξ̇(t)
= f(φ(t)x0) + f(ξ(t)) + g(t)
= f(φ(t)x0 + ξ(t)) + g(t) (da f linear!)

(Aufgabe 4: ξ : R→ R, ξ(x) = 1
2e
x)

Randwertproblem (Beispiel):u̇(x) = f(u(x)) + g(x), u(0) = a, u(1) = b ∈ Rn
Finde a0 ∈ Rn, so dass R→ Rn, x 7→ φ(x)a0 + ξ(x) Randwertbedingung erfüllt
(Aufgabe 4: g(x) = ex; Aufgabe 5: g(x) = 0)
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