Kap. 9:

Einblicke in die Quantentheorie

Interessanter Link:
http://siux00.physik.uni-siegen.de/~brandt/Schroedinger




,, 1hose who are not shocked when they
first come across quantum mechanics
cannot possibly have understood it.*

Niels Bohr



Ich mag sie nicht, und es tut mir leid,
Jjemals etwas damit zu tun gehabt zu haben.

Erwin Schrodingerber die Quantenmechanik



Ich kann mir nicht vorstellen,
dals der Liebe Gott mit
Wiirfeln spielt!

Albert Einstein

Einstein, schreiben Sie
Gott nicht vor, was er zu
tun hat.

Niels Henrik David Bohr
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! think It is safe to say
that no one understands quantum mechanics.

Richard Feynman



Physikalische GroRen und zugehorige Operatoren

In der Quantenmechanik werden physikalische Grof3en durch Operatoren dargestellt

Physikalische Grofe Operator
Ort x X
Impuls p, —ihi
OX
Drehimpuls L, —in xi—yi
oy OX
Energie
/-
(nichtrelativistisch) H=——V*+V
2m




Unscharferelationen fur physikalische GroRen |

Zwei physikalische Groen konnen in einem Zustand nicht gleichzeitig scharfe
Messwerte haben, wenn die Operatoren nicht miteinander kommutieren.

Es gelte fiir die Operatoren O und P
[(5 : I5] =iQ (im Spezialfall O = x ,P = p, ist Q=nh)

Die diesen beiden Operatoren entsprechenden physikalischen Grofden
haben in einem beliebigen Zustand ¥ die Erwartungs — bzw. Mittelwerte

(0) = [¥*OwdV (P)=[¥PwdV.
Mit den neuen Operatoren

AO=0-(0) und AP =P -(P)
kann man leicht zeigen, dass

[Aé,Aﬁ]:ié




Unscharferelationen fur physikalische GroRen li

Betrachte ein Hilfsintegral I(a) mit einem willktrlichen Parameter o

= - 2
(o) = H(aAO — iAP)\P dv > 0 (>0 dalntegrand >0 genauer : positiv definit).

Da O und P hermitesche bzw. selbstadjungierte Operatoren (mit reellen Eigenwerten)
sind, gilt dies auch fur AO und AP. Fir einen selbstadjungierten Operator R gilt fur
beliebige Funktionen A und ® der Variablen, auf die R wirkt

R=R' bzw. jcp*ﬁzA dv :JA§*®* dv.

= - — 2 = —
Mit R = «AO — ‘P‘ = (R¥) R ergibt sich das Integral

(o) = j(fw)* RYdV = j\yﬁz(ﬁw)* dV = [YRR*¥* dV = J“P(aAé —iAﬁ)(aAé + iAI5)‘P* dv

—

aZ(AO)Z +ia(A6AI5—AI5Af))+(AP)2}LI” dvV > 0




Unscharferelationen fur physikalische GrofRen Il

_ (AR )
o]

a_

(o) = a” <(Aé)2>_za@+<(m)2> > 0

Ausklammern von <(A6)2> und quadratische Erganzung ergibt

)

2<(A6)2>

P)2> > 0

2

_I_

) (o

&

Py

bzw.

QY N
9 /(AP)>2O

_ 4<(A6)2> o

Diese Ungleichung muss fur jeden Wert von a erfullt sein. Dies erfordert, dass

—_

(08 (o) = -

2

Unscharferelation




Unscharferelationen fur Ort und Impuls

Anwendung der allgemeinen
Form der Unscharferelation

(o) (o) =

vereinfachend aufgeschrieben:

h
AX-Ap>—
P 2




Kugelkoordinaten

Sphéarische Polarkoordinaten, v

Kugelkoordinaten:

X = r sinB cosg

y =r sino sing

Z =r coso

0<<2nm /
X

0<0<m




Bahndrehimpuls

(—x\ (ypz _Zpy\
— I | 2 2 2 2
L=|L, [=rxp=]|zp, —Xp, L* =L +L, +L;
\_Z) \Xpy o ypx/
Operatoren:
L, = —W{xi— i) = —|hi
oy OX 5([) Kugelkoordinaten

2
. a(sineij+ O
sin® 00 00) sIin“0 oJo



Bahndrehimpulse und Eigenwertgleichungen

2 Y, (0,0) = r+1)12 Y, (0,0)

L, Y,.(09) = mi Y, (60)

0,12,..

1,
=1 —€+1 —£+2, ... £-1

Y, (9, (p) Kugelflachenfunktionen



Kugelfldchenfunktion Y, ,(8,¢)

winkelunabhangig
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Darstellung von ‘Yo,o (9, (P)(



Kugelflachenfunktionen Y, (8,0)

3
Y,0(0,0)= \/% cos 6

cosoO

Fm
i

1
0

Darstellung von ‘Y1,0 (9, (P)(



Kugelflichenfunktionen Y, .(8,0)

Y1,i1 (G,(P): \/83 SII’]@ eii(p
U
‘ Y1,i1(9, ¢) ‘ = \/; sino

SN0

N

Darstellung von ‘Y1,i1 (9, ([))(




Kugelflaichenfunktionen Y, .(8,0)

Y (9’ (P) = \/g sin e**

Re{ Y1,i1(e’(P) }: \/% sin6 cos ¢

SIn0O

N

Darstellung von Re{ Y (9,(P) }




KugelflaichenfunktionenY,, , (9 (p)

\/— sin® 0 e**" Y2 iy \/— sin0 cos0 e**

F e
b
2
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= 2
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KugelflichenfunktionenY, . (8,¢)

— 15 . 9 +2i
+/—S|n 0 e Y, .6,
3on 2,_1( (P)

0.2

Yy0 (9, (P)

Y,0(6,0)= \/% [

3
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Kap. 10:

Quantenmechanik des
Wasserstoffatoms



Spharisch symmetrisches Potenzial V(r) |

Stationare Schrodingergleichung

[—%v +V<r)j W(r)=E ¥(r)

Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:

10(,0) 1 1 o(_. .0 1 07
A = r? + 14— sSiN0 — |+—— >
2arl or) r?|sind a9 00 ) sin“0 do

2
L? = —#° _1 6[3in6£]+ _12 82
sin6 00 00 ) sin“0 do

o? ,20 L2
or? r@r  B2r2

A=




Spharisch symmetrisches Potenzial V(r) I

Stationare Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten

—

e 20 L(09) e
_Zm(@r ror ki’ )+V(r) (1) =B (7)

Operator |:2 fur das Quadrat des Bahndrehimpulses:

. 7

|2 ng(O,(p

N~

= (0 +1)R° ‘Y'g,m(e,(p)

1, 2,...
/, —€+1 —0+2, ... (-1 7/

Il
o
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m
Y, (9, (p) Kugelflachenfunktionen



Spharisch symmetrisches Potenzial V(r) Il

Stationare Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten

h2

_2m

* 20 (0,0
or’ ror

—

hr?

j+ V(r)

Y (r)=E ¥(r)

Losung:

mit

L¥()

¥(r,0,0)

= R()-Y,,(6.9)

?(r) aus der Radialgleichung

|

d 2d 2m

__I__

_I_

dr® rdr

h2

{E—v@—




Radial-Wellenfunktionen im Coulomb-Potenzial |
Zu iosende Radiaigieichung:

{dz L2 d +2m{E+ Ze? _e(z+1)h2HR(r) o

dr2  r dr 72 Ang,r 2mr?

Ansatz fUr die Radialfunktion R(r) (nach Betrachtung flr r — o)

R(r) = u(r)-e™ K =

d2u 1 du [2a-2«x ¢(0+1)]
liefert "'ZE—'KJ "‘{ - krz )Ju =0

mit a= = . wobei ag der erste Bohrsche Radius ist




Radial-Wellenfunktionen im Coulomb-Potenzial Il

Potenzreihen-Ansatz fur die Funktion u(r)

u(r) = ijrj

liefert nach Einsetzen in die DGI. und nach Zusammenfassung der Terme mit
gleichen Potenzenvonr  (r2,r1, 0 r', r2, r3,...), die alle fiir sich verschwinden
mussen, als Bedingung

_ K-j-a
bJ - 2°bj_1°_ .
jG+1)-£(£+1)

In u(r) durfen wegen der Normierbarkeit von R(r) keine beliebig hohen Potenzen

auftreten, d.h. es gibt ein n, so dass b;=0 fur jzn,
d.h. speziell b,=0 und damit (unter der Bedingung, dass ¢/ maximal gleich n -1 ist)

a mZe® Z & liefert
k-n-a==0 — K=—= =- k> Bohrsche

5

n 4me i'n  na, 2m Energien!




Radial-Wellenfunktionen im Coulomb-Potenzial lli

2 N 2 V PN 2 ]
[N TN T Y
dr rdr 7 4dne,r 2mr
Radiallosungen allgemein

/
R(r) =R_ (r) = N_,-r"-L2"(2xr)-e™ =2_- £
( ) n,£( ) /n,£ n+€( K ) K n nao

Normierungskonstante [N, aus H‘P(F)‘ZdV=1

-~ d2£+1
Polynome L2 (x)= T LM(X) aus den
dn+€

Laguerre Polynomen L. (x)=¢€" e (X"” ‘e X)




Wellenfunktionen Gesamtwellenfunktionen:
im ‘xp(,-, 0, (P) = R, (r) Yim (9, (P)‘

Coulomb- T 7

Potenzial
1 0 z(aij Zr/a0

2 0 Zr/ZaO . r
Zao

2 1 o230 Zr
Radiallosungen 2a,

RO=R_(0 . 2( Z jw o 2052, _[1_22r+§( Zr ﬂ

3a, 3a, 3a,

abgeleitet von den
Laguerre-Polynomen 02 ( Z 3/2.e_zr/3ao. 2r (,_ 21
3a,

3 3a, 3a,
Zahl der Knoten (r>0)
3/2 2
_ 4 Z Zr
n = n-/-1 3 2 e ZMa | £l
L | 3410 | 3a, 3a,




Radialfunktionen R, (r) des Wasserstoffs |

Rotbraun : effektives Potenzial

Blau : Zustandsenergie

Grun : mittlere Position <r> des e~

R.o(r) :Wellenfunktion
maximal am Ort des Kerns

0.6 :
n=2 (=1

0.4}

0.2}

-




N

des Wasserstoffs i

0.4

0.4

Radialfunktionen R, (r
| n

— ~ a | a—
[ g

3 /=1 n=3 /

Wahrscheinlichkeit, ~ N2
das Elektron in einem Volumenelement am Ort r anzutreffen: ‘LP(”)‘ av

Wahrscheinlichkeit,
das Elektron im Abstand r vom Kern (zwischen r und r+dr) anzutreffen:

2

() 4nr?dr = 4n]Y,,.(6,0)] dr - 2[R, ()]
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Radialfunktionen R, (r) des Wasserstoffs I
n

n=3 €=2§

L

0
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r-|R3,£(r)|=\/r2-

¢ =1
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Wellenfunktion ¥, (r,6,¢) des Wasserstoffs |

Radialanteil

Winkelanteil

Yim (9, (P) =

Jan




Wellenfunktion v, /(r,0,¢) des Wasserstoffs II

Dargestellt ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte

2
‘\Pmo,o‘

Die Wahrscheinlichkeit, in einem
vorgegebenen, ortsunabhangigen
Probevolumen dV das Elektron
anzutreffen ist

!\Pmo

dVv

2
!

Diese Wahrscheinlichkeit ist am
groften, wenn r=0 ist, d.h. am Ort
des Kerns. Versucht man mit einer
,Schopfkelle des Volumens dV*
das Elektron zu fangen, dann hat

man am Kernort die beste Chance.

,Dichtewolke® des 1s Elektrons

Wahrscheinlichkeitsdichte des Elektrons im
Grundzustand des Wasserstoffatoms

2 1 2r
‘LPLO,O(r,e’(p)‘ = gexp[-a_j
0 0




1,0,
in welchem Abstand r findet man das Ele
am leichtesten in einer Kugelschale der
Dicke dr?

Das Volumen der jetzt
benutzten ,Schopfkelle”,
einer Kugelschale, ist
dieses mal 4nrradr,
wachst also auch bei
konstantem dr
quadratisch mit r. Die
Wahrscheinlichkeit, das
Elektron mit dieser Kelle
zu fangen ist also

o dV =¥, | 4nrdr =
4nr2dr‘ R., (r)Yz,m (6,(p) ‘2
4nr2dr‘ R, (r)Yo,o (6,([)) ‘2

4 2.-2rla
—dr - rie”’™
a0
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Wellenfunktion V', - (r,6,¢) des Wasserstoffs

1.0

-1.0

http://webphysics.davidson.edu/Applets/Hydrogenic/default.html

—= =91
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200.0
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Beschreibung des H-Atoms, bzw. H-ahnlicher lonen

Johann Jakob Balmer : Erwin Schrodinger
(1825-1898) Niels Bohr (1885-1962) (1887-1961)

Scan ©American Institute of Physics

2 \? 2 2
En — _1 = m, My 22 = ROOhC My 22
2\ 4ne h m,+m, n m,+m, n

ROOhC =13.605 691 93(34) eV NIST 2007




Kap. 11:

Alkali-Atome und Aufhebung der
|-Entartung



Alkali-Atome und effektives Potenzial

eff

|

¥ Z _ ist eine Funktion von r
|
|

O N

20

© 40¢
N n
- :
D B60F
O :
QO 5

0 1

Abstand r vom Kern

Resultat: Aufhebung der Bahndrehimpuls-Entartung



Termschema des
Lithium Atoms:
Aufhebung der

{ - Entartung

= —13.6046 eV

n,/

) [n—A(n,Z) T

A(n, / ) Quantendefekt

N

~

Energie E/eV
w

5,39

¢ 2 2 2 _
Sz “Rrar Dapsp ez, H-Atom

(=0 ¢=1/¢=2/=3
5p | 5d 5f
[ 4Lp /Ld 4f A

nN=

N=-




Quantendefekte im Lithium Atom

Quantendefekt A(n,l)

0.0

04F
0.3
02F

0.1F

geringe n-Abhangigkeit

0O—0—0—0-

O—o0—o0—o0
Lithium ;
—O— s-Zusténde (1=0)] :
—A— p-Zustande (I=1)] 7
—O— d-Zustande (1=2)] :
A A A A A A — A A
1 O ’l\> O ? < ’l\> O—3
2 4 6 8

Hauptquantenzahl n



Quantendefekte im Natriumatom

geringe Abhangigkeit von der Hauptquantenzahl
starke Abhangigkeit von der Bahndrehimpulsquantenzahl

15 T I I |
i Natrium
——n=3
N —@—n=4
10} A

_v_ n=6
—<4—n=7
—»—n=8

o
o
|

Quantendefekt

" Tauchbahnen
0.0 | ! \
0 1

Bahndrehimpulsquantenzahl




wir) lK—SchaIe schlossene Neon-
e Schale) und eini-
| -Schale ge R§d|alwe||§n—
l n=2 funktionen beim
Na (die Normie-
rung der Wel-
lenfunktionen ist
hier willkirlich
gewahlt).
3s 3d
— \
y— -
-I/-\—- \( "'"--’_'_">‘I<.’ | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14a,

Wellenfunktionen im Natrium

A

Ladungsverteilung
im Rumpf (abge-




Lichtemission des Natriums

Gitterspektrum einer

Natriumdampflampe
mittlere Auflosung

Natrium D Linie uberstrahlt das gemessene Spektrum




Energie (eV)

Termschema des Natriums

- | | | | | |
F 6s — A — —
E : — — 5g 6h
= 3S S5p 4d 4f
3d
1 Neben- "\ Hauptserie: np — 3s
serie 2.N ]
\ 14 ebenserie 1. Nebenserie: ns — 3p I
2. Nebenserie: nd — 3p |
_ _ Auswahl der Ubergange
: Hauptserie geregelt Gber
o |A¢ = +1]
| | | | | |
0 1 2 3 4 5

Bahndrehimpulsquantenzahl ¢




Kap. 12:

Bahn- und Spin-Magnetismus,
Feinstruktur



Linienspektrum des Natriums: Duplettstrukturen

m Gitterspektrum einer Natriumdampflampe

------ hohe Auflosung
zeigt Duplettstruktur

Aq =589.5930 nm
AMA =~ 0.001
2 meV bei 2.09 eV

A2 = 588.9963 nm




Natrium D-Linie in Absorption

Aufnahme des Sonnenspektrums mit Fraunhofer Linien
Beachte: unterschiedlich starke Absorption innerhalb des Dupletts

die hoherenergetische Linie im Duplett (3p3»—3s4)2) istintensiver als die weniger energiereiche (3p1,—>3s1)2)

Sodium doublet






Kompassnadeln: Einschalten eines Magnetfelds

4‘ j !!







Atomare Magnete Magnetismus

BAz alml Lt ] . oy
SINaG Areisel durch atomare

Drehimpulse

verursacht

Hier speziell
Bahndrehimpuls

Drehimpulse
unterliegen der
quanten-
mechanischen
Richtungs-
quantelung

d.h. | kann nicht
parallel zur z-
Achse
ausgerichtet sein

Experimentelle Belege:
Einstein — De Haas Experiment,
Stern — Gerlach Experiment




Kreiselprazession

Der Spielkreisel vollfuhrt eine Prazessions-
bewegung. Er weicht damit der Gravitationskraft

aus.

Drehmoment D durch
Gravitationskraft
senkrecht zu L und z

W\

“da 1dL dL 1

=Gt dtL  dtLsi
r Sin©

o D
" Lsin®




Elektronenspin

eingefuhrt 1925 von

zwei jungen LY/ 15 P 25
Studenten (23 bzw. 25 A ’;‘ : :

Jahre alt), die bei : s —

Ehrenfest studierten: Uhlenbeck 1900-1988 Goudsmit 1902-1976

i

technische
Stromrichtun




Elektronen: magnetische Kreisel im Magnetfeld

Der Spielkreisel vollfuhrt
eine Prazessionsbewegung,
um der Gravitationskraft
auszuweichen.

Der Elektronkreisel vollfuhrt
eine Prazessionsbewegung,
um der Magnetkraft
auszuweichen.



Elektron: Spin und magnetisches Moment

—

Eigendrehimpuls des S

Elektrons:
R _ S
magnetisches Moment: Hs = —YS = —(lig %
: =2
messbar sind: S,, S, U,

N

m. i, s(s+1)4°, g ugm

mit Eigenwerten: s

Richtungs- el = _1, +1
quantisierung ) 2
1
wobei: S = max{ms} -5

1
b= max{u| = oo




Elektronen im Magnetfeld

Prazessionsfrequenz Op = ZTEVP
analog klass. Kreisel:

gleich Umklappfrequenz

Energieverschiebungen: E, = *gpu;m_B

Energieaufspaltung: AE=E —-E =

mit (spin-)magn. Moment: . = —g. s —

— Prazessionsfrequenz ho, = g.uB = AE




Prazessionsfrequenz der Elektronen im Magnetfeld

mg = A bedeutet :
2

Die Prazessionsfrequenz
in einem Magnetfeld B ist: .

He
Vo _ Y g-Iisp
27 27th Energetisch gunstig ~
Bindungsenergie erhoht S

Jse = (-)2.002 319 304 3622(15) (CODATA 2006)

o




Landé-Faktor des Elektrons

. S - S,
Hy = ~OMg— = ~VS bzw. p,, = ~OMs == = —VS,

Geonium: einzelnes Elektron in einer Falle
im Schwerefeld der Erde

z, By

NEGATIVE CHARGE -.
-Q/2

ON UPPER CAP

POSITIVE CHARGE
+Q ON RING

>N ELECTRON Hans G. Dehmelt
. ORBIT Nobelpreis 1989
NEGATIVE CHARGE

-Q/2 P
ON LOWER CAP —

Induktion von Spin-Flips durch Einstrahlung von Mikrowellen mit der
Frequenz des Ubergangs R.S. Van Dyck et al., Phys. Rev. D34, 722 (1986)

gs=2.002 319 304 400 (80) Ags/gs=4x10"



Landé-Faktor des freien Elektrons (Stand 2009)

1

S — gs“BE

Experiment: D. Hanneke et al.,

Phys. Rev. Lett. 100, 120801 (2008)

gs=2.002 319 304 261 46(56) Ags/gs=2.8x 10713

Theorie: T. Aoyama et al., Phys. Rev. Lett. 99, 110406 (2007)
gs=2.002 319 304 3409(170) Ags/gs=8.5x 1012 (inzwischen genauer)

Quantenelektrodynamik-
Rechnungen:

hier Beitrage der Ordnung
(o/m)* (=2.9 x 10-1)

KN KT TR AR

LR FE
MO MO2 MO3 MO4 MOS NOG MO7

&m@mm

MO8 MU 9 M10

@&mmmﬁ%

M 1 5 M20

TN A 2 m fﬁ’ﬁ?ﬁ‘\ ﬁﬁm ﬁ% m

M29 M30

A R o) 2 ) 2N 2

M40

m ﬁ@l@@

FIG. 1. Eighth-order group V diagrams. 47 self-energy-like
diagrams of M, — M4; represent 518 vertex diagrams.




Landé-Faktor des gebundenen Elektrons

Experiment: J. Verdu et al., Phys. Rev. Lett. 92, 093002 (2004)

g-Faktor des in "*O7* gebundenen Elektrons

gs = 2.000 047 0254 (15)(44)

Im Vergleich dazu das freie Elektron:

gs = 2.002 319 304 3617(15)



Einstein de Haas Effekt - |g-Faktor des
| Elektrons g, =2

) Spiegel
Lichtzeiger Eisenstab
Messe Drehimpuls 1
> des Eisenstabs
I | (bei bekanntem
F) | Tragheitsmoment)
: nach komplettem
‘ Umklappen der
"= Magnetisierung M
- bzw. der atomaren
Drehimpulse
Al=n-2 ‘ I = '
v4 AMZ_ IJZ _'Y =gI°IJB
I = R
- Al [ h
—_ e —_ Z y4
AM=n-2-|ji, |=2n|y,T,




O. Sterns Vorstellung: Bahnmagnetisches Moment
— Versuch, die Richtungsquantelung an Ag nachzuweisen

= Silberatom:

einwertig —
s. Faraday Effekt

N S Vorstellung war:

Leuchtelektron auf einer
Bohrschen Bahn

Demnach zu uberprufen:

Richtungsquantelung

aber: Ag ([Kr] 4d'° 5s)




Nachweis der Richtungsquantelung

’. ? .

Walther Gerlach

Richtungsquantelung mit 2 Einstellungen?

Otto Stern

¥
O e

beliebige Orientierung
der atomaren Magnete?

)

&
=0

&

—

B




Prinzip des Stern-Gerlach Experiments

Energie eines magnetischen
Dipols im magnetischen Feld:

Drehmoment auf den Dipol:

Kraft auf den Dipol im statischen
inhomogenen Magnetfeld:

Ag atoms

Oven Slit Magnet Detector




Apparatur zum Nachweis der Richtungsquantelung

Schneide Schneide
(Eisen) (Messing)

Kiihler

Strom-

) zufuhr
Ofchen-
yum halter
fj&lg:ti;zﬁgz- Kiihlerdeckel
ersier Spalt mit

MaBstab 1:2 _ Fiibrungsschlitten

Hauptteil der Apparatur zum Nachweis der Richtungsquantelung, um 1924 (Nr.57)



Professor Otto Stern beim Experimentieren

e e 44
0 . | . 'IIJ-"-

Nobelpreis 1943 ,for his contribution to the development of the molecular ray method
and his discovery of the magnetic moment of the proton”



Nachweis der Richtungsquantelung: Februar 1922

Mess -

Klassische
37 Erwartung

Atomstrahl

In einem Stern-Gerlach Experiment gemessene Aufspaltung:



Karte Gerlachs an Bohr: Februar 1922

i ;;Jul'r;.f /i m .ﬂ!- HHJ ?ﬂ' %W

EW«;-M&H z -“- |

Gerlach's postcard, dated 8 February 1922, to Niels Bohr. It shows a photograph of the beam splitting,
with the message, in translation: "Attached [is] the experimental proof of directional quantization.
We congratulate [you] on the confirmation of your theory." (Physics Today December 2003)



Schwierige

Experimente!!!

| Typische Aufspaltung:

Bruchteile eines Millimeters

':.J'";'f"' |
"'Lichtstrahlen sind zu brechen, Atomstrahlen sind zum K..... .

Inschrift eines Aschenbechers, den Gerlach Stern zum Abschied aus Frankfurt schenkte



Drehimpulseigenschaften in der Quantenmechanik

—

quantenmechanischer Drehimpuls |

Gleichzeitig messbar: ]2 und TZ

Eigenwerte: T —> mh#

mit der
Orientierungsquantenzahl m=-I, -1+1,..., I-1, I

und der
Drehimpulsquantenzahl I = max{m}




Magnetisches Moment resultierend aus Drehimpuls

Magnetisches Moment W =-g —

messbar: _1; und damit L, = —gl%l

—

Messwerte: I N mh
. Hp
M2 — - & ?mh = - gHpM
mit der
Orientierungsquantenzahl m=-, -1+1,..., I-1, |

und dem (messbaren)
magnetischen Moment




Drehimpulse

—_ —_—

Seien I1 und 12 quantenmechanische Drehimpulse

— — %

Gleichzeitig messbar: _I;z und ILZ bzw. 122 und Iz,z

Eigenwerte: (I (I, +1)2° und m,7i |

m=-I, -I+1..., [ -1 T
[, = max{m,}

bzw.

L (L, +1)4° und m,7

m=-L,-L+1.., L -1 L
[, = max{m,}




Quantenmechanische Addition von Drehimpulsen

Sei T=T1+T2

—
4
=
N

Bedinqung:




Spin-Bahn Wechselwirkung

Elektron auf Bahn
mit Drehimpuls L
— Magnetfeld B,

4 E Mgz

Spin des Elektrons
— magnetisches
Moment

Situation im
Ruhesystem
des Elektrons:

-
A Ug;




Termschema des Lithium Atoms mit Feinstruktur

L= 0 1 2 3
S P D F
n=b ——————— 3y, ———5fp ——— 2 ——
L = %,

Quasi-Ein-Elektron System

Spin-Bahn Kopplung fahrt zur
Duplettstruktur von Energie-
niveaus mit Gesamtdrehimpuls-
Quantenzahlen J = L +1/2 und
J=L-1/2




Duplettstruktur der Natrium D Linie

3p 2P3;,

3p 2Py,

3s 28y,




Termschema des H-Atoms (Bohr - Schrédinger,
Bahndrehimpulsentartung, maRstabsgetreue Energieskala)

Elektronenspin fuhrt zur
Feinstrukturaufspaltung




Beschreibung des H-Atoms, bzw. H-ahnlicher lonen

Johann Jakob Balmer : Erwin Schrodinger
(1825-1898) Niels Bohr (1885-1962) (1887-1961)

Scan ©American Institute of Physics

1( e Y m, Z° m, Z°
En = 5 m £ = = ROOhC K >
2 m,+m, n

ROOhC — 13605 691 93(34) eV CODATA 2006




Beitrage zur Feinstrukturaufspaltung

Kopplung der magnetischen
Momente von Bahndrehimpuls
und Spin:

— Energieaufspaltung gemal:

(a) ,_ -
Eé,s = <V£,s> = %<S€>

Z%q°
<a> =5 n--(£+1/2)-(£+1)
&

h2

= %[j(j+1)—€(€+1)—s(s+1)]

Relativistische Effekte auf die

Bahnbewegung des Elektrons
(s. Sommerfeld)




Beitrage zur Feinstrukturaufspaltung im H-Atom

Kopplung der magnetischen
Momente von Bahndrehimpuls
und Spin des Elektrons:

— Energieverschiebungen:
far j=/0+1/2

2 2
Efs — En Za
| 2-n-(0+1/2)-(£+1)

fir j=0—-1/2

2 2
Eﬁs = _En £
’ 2.n-0-(0+1/2)

Relativistische Effekte auf die
Bahnbewegung des Elektrons

Gesamtenergie mit

Sommerfeldscher Korrektur
mit der Nebenquantenzahl k=0,1,2,...

2 2
E. =E, 1+Z(21 (E—E +...
’ n~ \k 4

(relativistischer) Darwin-Korrektur

2 2
E, = E[1+2%(_N__3),
’ 2 ((+1/2 4




Theorie zur Feinstrukturaufspaltung im H-Atom

Llewellyn Hilleth Thomas Paul Adrien Maurice
(1903-1992) Dirac (1902-1984)
Relativistik der Thomas- ih a—%@-[ﬂ {=ihV |+ Bmc’ y(x)
fur die Prazession des
Elektronen in Elektrons unter Relativistische Theorie zum
einem Atom Einfluss der Spin des Elektrons und der
angenommenen Spin-Bahn resultierenden Feinstruktur

Ellipsenbahnen Wechselwirkung atomarer Niveaus



Diracs Behandlung eines freien Elektrons
0
Relativistische Gesamtenergie E® = p®c® + mic* soll in iha‘lj =EY
eingesetzt werden. Mit dem Ausdriicken von E in der Form E = apc + ﬁmoc2
wird der Wurzelausdruck vermieden.
— ~ 2 . . ~ iy
Mit der Bedingung p®c® + mic* =E* = [&pc + Bmocz] wird die Wahl von &, B

eingeschrankt.

Bis auf den Faktor Eh sind

1 0 0 O
~ (01 0 O dies die Paulischen Spin-Matrizen
P=10 0 -1 o0

O 0 0 -1




odinger-Wellengleichung in —Y%Y = HY mit dem
Energieoperator H. Die relativistische Energie eines freien Elektrons wird nach
Dirac in der Form H = apc +pm,c? dargestellt.

Bringt man ein Elektron in ein Potenzial V, so ist der Ausdruck fur die Gesamt-
Energie um die potentielle Energie zu erweitern. Dementsprechend lautet die

Dirac-Gleichung fur ein Elektron im Potenzial V:

.. 0 n = ~ .
|ha‘}’ = {ocpc+[3moc2 +V(r)}T

Dabeiist ¥ ein vierkomponentiger Vektor (B ist eine 4x4 Matrix).

OLp = OL1px + OL2py + O('3pz =

(0 0 1 0 0 0 0 - 0 0 1 0
110 0 0 1|6 0 0 i 0lo 0 0 0 -1|¢
= —17 5 — 4+ , — + —
1 0 0 0]|ox 0 —-i 0 0 |ay 1 0 0 0 |oz
o 100 i 0 0 0 -10 0) |




Feinstruktur des Wasserstoffatoms: Dirac

Relativistische Formulierung ( E? = p2c?+mg?c* ) und
Linearisierung ( c a-p + B myc? ) des Hamiltonoperators.

Losungen mit positiven und negativen Energien (Antiteilchen, Dirac See).

Energien im Wasserstoffatom (Kern unendlich schwer,
j =1 +£1/2: Gesamtdrehimpulsquantenzahl; o : Feinstrukturkonstante)

Zo
- (j+112)+(j+112)° -(Za)




Balmer - H, Feinstruktur-Auflosung im Experiment

0 500 000 GHz

I
LI s

[I ‘

x 40 000 m>2 — n=2

Dirac fur n=2;:

j=I1x1/2
Dubieti- i=1/2 oder
_)j=
struktur i=3/2

von H,

N — Duplettstruktur




Feinstrukturaufspaltung im Wasserstoffatom (Dirac)

E/eV

S P D
0,108 cm™" J' 10/,036 cm™
-15 n=3—-—-—-—-——=—=--=---4-------—-—-—-—-—-——-—"—-\—-—+|-~"—“ e, ——,—,——— -
AEgg =-02-10"%eV l/ - 3P3/2 T, gg:ﬁ
3S4/2 // ‘I‘ 3py2
5 verschiedene
R L A “»‘.““l“ Wellenldngen
AErs =-0,56-10 eV ‘ in der H, Linie

/ 2P3/2
N2

28412 P12
8 N

0,365 cm™"

=138 o sl=s=ss=sessamsaasas 1eV 280683 cm™
AEgg =-18-10"%eV

1s

2 2
E, = E,-E, = g o) 1 S|
’ n |j+1/2 4n




Experiment zeigt noch mehr Balmer — H, Linien

weitere Aufspaltung
der Terme:
Lamb Verschiebung

a)
Dublett-
struktur
von H, /
b} - | Lamb-Shift
HochaufgelOste
Substruktur
M"J\%“v—\ 3D5/2
T T [T T T T [ T —> Av 3D3/2
0 10 GHz 3Ps3/2
" 3Sy2
Gruppe T. Hansch, 3Py
hochauflosende
Laserspektroskopie 2Psr2
23y
2Py

% S0 $ $ e
1 2| 3 4| 5| 6| 7
T
Lamb- Fein-
Shift struktur
! |




Erste Beobachtung der Lamb Shift  W.E-Lamb g

Nobelpreis 1955
Lamb und Retherford: Nobelpreisexperiment 1947

Magnetfeld B

——'I H-Atome
_°_|._J 151/2

Ofen m =
Resonator T

abstimmbar

®

Elektronen-
strahl 1...10 GHz
Besetzung Uberginge Abfragen
langlebiger 2S1;2 — 2P3p2, 112 der
2S4/2 Extrapolation 2S 42
Zustande zu B=0 Zustande




Lamb Shift — Resultat der Quantenelektrodynamik

Coulomb- Spin-Bahn Virtuelle Photonen
Potenzial Effekt Polarisation des Vakuums
28,2p — === --=" 'L L ¢
\ 113-107° eV 2 2P,
~2p. & | 7T RN
32 46-10% eV
& 2 %Sy,
453107 eV .
431-10 " eV
1 l ______ Y_____ 5-
> A
2°Sy,2 Py 3 Sl Py2
Schrédinger- Dirac- Lamb-Verschiebung
Theorie Theorie Quantenelektrodynamik




Quantenelektrodynamik (QED)

AE-At 2 h erlaubt kurzzeitige
Verletzung des Energiesatzes

Elektron emittiert und
absorbiert ,,virtuelle
Photonen*

Das Elektron wechselwirkt
mit seinem eigenen Feld
(Selbstenergie)

Das Elektron vollfuhrt durch
die Impulsubertrage eine
“Zitterbewegung”

Ein gebundenes Elektron
sieht dadurch ein
modifiziertes mittleres
Coulomb Potenzial.

Feynman-
Diagramm

Z




Quantenelektrodynamik
Vakuumpolarisation

Feynman Diagramm fur
Vakuumpolarisation in
niedrigster Ordnung

Virtuelles
\ Elektron und Atomkern
modifizieren mit ihrer
Ladung den Dirac See
Wechselwirkung uber
h Photonenaustausch
[}

e* e” Paar
\ Propagator eines

gebundenen Elektrons




QED: bestgetestetes Theoriegebdude der Physik

Beispiel: Ubergangsfrequenz 1s — 2s im H-Atom

M. Niering et al., Phys. Rev. Lett. 84, 5496 (2000)
V. A. Yerokhin, Phys. Rev. A71, 040101(R) (2005) (14.4.2005)

Doppler-freie 1s — 2s
2 - Photonenanregung

/ | cryostat

atomic hydrogen - 28 detector
Faraday cage

..........

DI chopper \vacuum chamber
243 nm time resolved
photon counting

f..,.=2466 061 413 187 084 (28) Hz ( zwischen den 1S und 2S HFS-Zentroiden
rel. Fehler: 1-10-14)
L. =8 172 840 (22) kHz (Experiment Hansch Gr., priv. Mitteilung Juni 2005 )
L. =8 172 888 (50)(4) kHz (Theorie)
Problem: Radius des Protons




Optischer Dopplereffekt
und
Dopplerfreie Zweiphotonenabsorption

Erganzung

zur Kurzvorstellung der modernen 1s—2s
Prazisionsspektroskopie am Wasserstoffatom



Problemstellung: Bestimmung der
Ubergangsenergie zwischen atomaren Zustanden

hVo

Sei

Zustand 1 der Grundzustand eines Atoms mit
Niveaubreite I" = 0,

Zustand 2 ein angeregter Zustand mit endlicher
(geringer) Breite I'
(I' = h/(2nt), mit der Lebensdauer 1)

Gesucht:

Ubergangsenergie E, — E; = hv,

Vorgehensweise:

Einstrahlen von Laserlicht mit durchstimmbarer
(geeichter) Frequenz



Temperatur und thermische Bewegung

Maxwell BoItzmann GeschW|ndlgkeltsvertellung Thermische Beweaun
( Beispiel: Casium Atome bei T =373 K) gung

0.004 1 der Atome

0.002 |

Normierte Anzahldichte (s/m)

0.000 L
0 100 200 300 400 500 600 700

Teilchengeschwindigkeit (m/s)

Konsequenz:
Dopplerverschiebung und Dopplerverschmierung
einer eingestrahlten Frequenz v,




Zu beachten: der optische Dopplereffekt

«\/\Al\l\l\/\/v — v

K
Ein Atom, das sich beziiglich des 4 )
Wellenzahlvektors k eines Photons K-V
der Frequenz v, mit einer endlichen Vg 1- =
Geschwindigkeit vy bewegt, ,,sieht* KlC
eine verschobene Photonenfrequenz v V = \ /

c: Lichtgeschwindigkeit Dopplerformel



Problem: Dopplerbreite des angeregten Niveaus

hVo

Doppler-
verbreitertes
Absorptions
-spektrum

Die vom Laser der Frequenz Vg
uberstrichenen Atome bewegen sich mit
Geschwindigkeiten v, die z.B. einer
Maxwell-Boltzmann Verteilung
gehorchen. Zu jedem v ergibt sich nach
der Dopplerformel eine Lichtfrequenz,
bei welcher Resonanz eintritt und damit
der gewiinschte Ubergang induziert
werden kann.

Auch bei groRer Energiescharfe des
Lasers und geringer Niveaubreite I
ergibt sich beim Durchstimmen der
Laserfrequenz ein breites
Absorptionsband: es tritt
,Dopplerverbreiterung“ des Niveaus auf



Zweiphotonenabsorption uber ein Zwischenniveau

hVo

Durch Einstrahlen der Frequenz v
wird das Zwischenniveau 3 in
Atomen aus einer definierten
Geschwindigkeitsklasse (v,v+dv)
angeregt; v muss dann (entsprech-
end der nebenstehenden
Zeichnung) -bei nicht zu hohen
Geschwindigkeiten- die Gleichung
hv,(1+v/c)=E5-E, erfullen;

mit einem zweiten, kolinearen
Laser der Frequenz v, wird das
angeregte Niveau 2 erreicht, falls
die Bedingung hv,(1+v/c)=E>-E;
erfullt ist.

Der erste Laser wahlt eine schmale Geschwindigkeits-
klasse der Atome aus, wodurch die 3—2 Anregung des

Zustands 2 ausgehend von Atomen aus dieser Geschwindigkeitsklasse ein schmales
Resonanzsignal liefert. Es gilt dann jedoch hv4(1+v/c) + hv,(1+v/c) = Es-E4 + E»-E3
bzw. (hv4+ hvy) (1+v/c) = Eo-E4 mit nicht bekannter Geschwindigkeit v.



Weiterer Effekt: Ubertrag von Photonenimpuls

Durch Absorption eines Photons
der Frequenz v, wird auf das Atom
einImpuls h/Ay=hv,/cC
ubertragen. Bei genugend hoher
Laserintensitat wird die
Geschwindigkeitsklasse (v,v+dv)
entvolkert und, dem Impulstbertrag
entsprechend, um hv;/ mc
verschoben, wobei m die Masse
des Atoms ist.
Mit diesem Effekt kann man durch
Laser-Einstrahlung (und dabei
Verschiebung der Frequenz v,)
Krafte auf Atome oder lonen
1 ausuben. Diese Krafte konnen
Beschleunigung und Abbremsung
der Teilchen bewirken.
Sie stellen damit eine Moglichkeit zur Kihlung von Teilchen-Ensembles dar, was die
Voraussetzung fur Speicherung der Teilchen, fur die Erzeugung von lonenkristallen in
Fallen und letztlich die Realisierung von Bose-Einstein Kondensaten ist.




Ubertrag von Photonenimpuls

Durch Absorption eines Photons der Frequenz v, wird auf das Atom ein Impuls

ubertragen. Entsprechend andert sich die Geschwindigkeit bzw. die kinetische
Energie des Atoms. Mit diesem Effekt kann man durch Einstrahlung
rotverschobener Photonen Atome abbremsen (oder beschleunigen).

Beispiel: 852.1 nm Photon absorbiert von einem Cs Atom AV = hvy / Mc
resultiert in einem Geschwindigkeitsunterschied 0.0035 m/s

ca. 50000 Photonen (angepasster Frequenzen) mussen
bis zum Abstoppen absorbiert werden



Aufnahme gerichteter und Emission ungerichteter
Photonen: Resultat Abbremsung

% 7 O

%% w Impulsubertrage der

emittierten Photonen
—Av "’O % heben sich im Mittel auf

Y




Dopplerfreie Zweiphotonenabsorption ohne

s, @

Durch Einstrahlen der Frequenz v, wird in Atomen aus
einer beliebigen Geschwindigkeitsklasse (v,v+dv) der
virtuelle Zwischenzustand mit der Energie hv,(1+v/c)
erreicht; bei gentgend hoher Intensitat der Laser-
strahlung wird durch einen zweiten, entgegengesetzt
gerichteten Laser der Frequenz v, —ausgehend von
den ,Energie-markierten® Atomen— eine
Gesamtenergie hv,(1+v/c) + hv4(1-v/c) = 2hv,
erreicht (2 Photonen werden aufeinander gestockt).
Falls die Bedingung vo= 2hv, erflllt ist, tritt schmal-
bandig resonante Anregung des Niveaus 2 auf.
Prinzipiell konnen alle Atome unabhangig von ihrer
Geschwindigkeiten mit den antiparallelen Lichtquanten
effizient in den Zustand 2 gehoben werden. (Die
gegenseitigen Impulsubertrage heben sich zudem auf.)

<
o




Dopplerfreie Zweiphotonenspektroskopie

AVAVAVAN: o
Antiparallele Photonenstrahlen NN

identischer Frequenz erhalt man
durch Einsatz eines Resonators mit

>
il

verspiegelten Endfenstern 2
é | dopplerfrei
2 i
Q)
N |
il o] |
- | Doppler-
hv4(1-v/c) v S | untergrund
T |
/ |
Y .
hV1(1 +V/C) 1/2 Vo V1

Summe der Energien, die durch Absorption zweier antiparallel orientierter
Photonen der Frequenz v, vom Atom aufgenommen werden:

hV1(1-VIC) + hV1(1+V/C) = 2hV1

Bei v = 2v, tritt verstarkt ein Resonanzsignal auf (starker als in der Abbildung).




Rydbergkonstante R. AR

~7-107"

Fundamental Physical Constants

Click symbol for equation

Rydberg constant
R
Valpe 10 973 731.568 527 m™1
Standard uncertainty 0.000 073 m1

Relative standard uncertainty 6.6 x 10712

Concise form 10 973 731.568 527(73) m 1

Click here for correlation coefficient of this constant with other constants

Source: 2006 CODATA Definition of Correlation coefficient with
recommended values uncertainty any other constant




QED in starken Feldern Two-loop Korrekturen der Ordnung o2

. _ SE: Selbstenergie
VP Beitrage wachsen z.B. mit Z* VP: Vakuumpolarisation

AE=o/1t (0Z)* F(oZ) mC2

p :} :} SESE
10 '} .
%l ! 1 o
a b
é ) ) C)
o -0
Al el O ~v~@ VPVP
4 r-O
= a) b) c)
5 160 | (-) Vacuum polarizatio
_g { O { O SEVP
5 ce| 170 FO
| Nuclear size cor. |
"
— 10°* a) b) c)
_ Fortschritte in der Theorie
S werden durch Berechnung

1 20 40 60 80 100 immer héherer Ordnungen
Nuclear charge, Z der QED Beitrage erzielt.




Elektrische Feldstarke, die ein Elektron im
Grundzustand eines H-ahnlichen Atoms erfahrt

<E> = j‘{—’:s E ‘P1S dt Einsetzen der Schrodinger-Wellenfunktionen

3/2 3/2
12 Ze 12
E) = -Zrla, -Zrla, 4 2
< > jﬁ[aoj © {4%8({2} ﬁ(aoj © nredr
3
E) =] 1(£j e'zz”a{'zea(’} d(—Zer
m\ a, €,2Z a,
7 3
) =22 Z] e

g,2m\ 8,

3
E)=—%2_ = 103x1022° "
g,2ma; m




Elektrische Feldstarken in H-ahnlichen Atomen

<E> (V/cm)

RN
o

RN
o

RN
o

RN
o

RN
o

RN
w

—_
N

—
—

RN
o

(o]

Coulomb Potenzial

llllllll

lllllllllllllllllllllllllllllll

Wasserstoff
Z=1
E..=-13,6 eV

&

(E)=1-10"0V/cm

ol <<1

s/

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Ordnungszahl Z

Dirac Beschreibung

1016 N

1015 N

1014 B Uran
Z= 92 B
(E)=1,810'6 V/cm

10" S

1011 -

1010 :

9:

1 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Nuclear Charge, Z



H-dhnliches Uran U%*: Energie des Grundzustands

Bohr-Modell bzw. Schrodinger mit Coulomb Potenzial:

E, =-13.605 661 eV -Z2= 115 158 eV

: m
Dirac E,.= © -m,c?

Zo
1-(1/2+1/2)+ \/(1/2+1/2)2 -(Zoc)2

E, =-132 279.925 eV 1+

Dirac + QED

E,.=-131815.67 eV




Experiment - Speicherring ESR der GSI

“ Elektronenkuhler h

—_—— ;,Jﬁ.ég—;ug_z-;'.!- 1) m— --'_—';r—\ —
Injektion vom o i @— Rekombinations-
Synchrotron SIS detektor

lonen ct - y%

Umfang 108,4 m
Energien 10 - 500 MeV/u

/‘/‘

Reinjektion zum
Synchrotron SIS




Elektronenkiihler des ESR @Vion
>
o =
VElektron
180°Detektor Elektronen- ) 0° Photonen-
! strahl , Detektor
J i i Dipol
\ X\ Magn. Fiihrungsfeld{ / magnet
. s L —— T -
> —
lonenstrahl & )
lonenstrahl auf 43.59 MeV/u !
abgebremst und im q /
Elektronenstrahl gekuhlt: | Vieldraht
Vien = VYEiektron kammer

E 0

relativ




Messung der 1s Lamb Verschiebung in U%*

Continuum -I——
2p3!‘2 B- E-

Lyo,

184,

—— —

K-

RR (=1s B. E.)
2p;,

counts

A. Gumberidze et al., Phys. Rev. Lett. 94, 223001 (2005)

L
200 Y Laborsystem
150+ Lyt
100
K-RR
50. 2p,,, B. E.

100 120 140 160 180 -
photon energy (keV)

200

Umrechnung in das Ruhesystem von U°%!*

E= ELAB Y- (1_6 COS GLAB) — EK-RR = E1s =-131 819.7 eV




Hyperfeinstruktur



Magnetische Momente von Proton und Neutron

Proton: Spin 2 dr = 5.585 694 701(56)

up = 2.792 847 351(28)

Neutron:  Spin % g = -3.826 085 46(90)

un = -1.913 042 73(45)

Committee on Data for Science and Technology (CODATA 2002)



Richtungsquantelung 2,

Kernspin und zugehoriges magnetisches Moment des Kerns stellen sich in
einem aulderen Feld so ein, dass ihre z-Komponenten sich um ganzzahlige

Vielfache der zugehorigen Einheiten unterscheiden

Beispiel: Messwerte fur die z-Komponenten des Spins mh (m =-1, -I+1, ..., ])



Magnetisches Moment eines Kerns

o

T Formal ist das magnetische Moment |7
ein Vektor !“LI

Wie bei den Drehimpulsen ist
hiervon nur die z-Komponente

messbar
Die maximal beobachtbare
z-Komponente nennt man das
magnetische Moment p, des Kerns
I'IauIIGlIDUI 1O I'IU 11 It — g I
‘ | !’lK

eines Kerns mit Spln I

Q Landé-Faktor des Kerns

Hg = — Kernmagneton mit der Protonmasse mp




Raumliche Dichte der Elektronen im H-Atom

Elektron im Grundzustand des Wasserstoffatoms: n=1, I=0, m=0
Frage: wie hoch ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Elektron an

einem Ort r anzutreffen?

. Z°
‘Tno,o(r)‘z = ‘\Pm,o (r)‘z = ral

Z: Ordnungszahl
a, =0.529x10™"m

N
X
RN
o
w
<)

1x10% |

Wabhrscheinlichkeitsdichte (m?)

oL

0.0

5.0x10™"

1.0x10™"° 1.5x10™"°

Abstand r von der Mitte des H-Atoms ( 10" m )

Die Wahrscheinlichkeitsdichte nimmt exponentiell mit dem Abstand r vom
Zentrum des Atoms ab; sie ist am groBten bei r=0, d.h. am Ort des Atomkerns




Wahrscheinlichkeitsdichte des e- am Kernort

Elektron im Grundzustand des Wasserstoffatoms: n=1, I=0, m=0

O\ T ' ' ' ! i '
o 2 1
.E 1031 PrOton ‘LPLO,O(r)‘ — 3le/ao i
Q
c
O
3 10% -
O
X
S
= e
D 17 -
O
&
c
©
; 25
10 -18 -16 -14 12 I -10
10 10 10 10 10

Abstand r von der Mitte des H-Atoms (m)

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron an einem
beliebigen Ort im Kern anzutreffen, ist praktisch konstant




Elektron im H-Atom und Ausdehnung des Protons

‘TE 1011 |

o 10° =
S

S 107 -
2 3 2

2 10 ‘ -
S

= 10° -
()

S 10 -
n p

s 10"

<

@ 10°

.© \ ]
O = /
© 10 :
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I'Proton

Abstand r von der Mitte des H-Atoms (m)



Aufenthaltswahrscheinlichkeit des e~ im Kern
Radius des Protons: r, = 0.895(18) fm

Bohrscher Radius:

a, = 0.529-105 fm

Elektron im Grundzustand des Wasserstoffatoms: n=1, I=0, m=0

w4 5 .
=J'P_3rZe 2r/aodr.
0 ao

1 poriaq ,
=— I x“e™dx
2 Jo

P= '[Or" Aqir? ‘\Pm,o‘z dr

Radiale Wahrschein-

lichkeitsdichte (m™)
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Abstand r von der Mitte des
H-Atoms (10"°m)
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Hyperfeinstruktur des 1s-2s Ubergangs im H-Atom

AVyes =V(1sF=1 > 2sF=1)—v(1sF=0 — 2sF =0)

= AV (N=1)—Av,s (N =2)

— 1420MHz (1-1/8)

I | | | | | T

0 1000 MHz
Relativfrequenz der HFS-Komponenten



Grundzustand des H-Atoms

Hydrogen hyperfine Nuclear

Electron
Stroctune &pin Spin
A
15 - L
. ;j 15-9 x 10 Ee‘u'
. 1 '
'féf 420 MHz Spins Parallel Spins Antiparallel
A=21cm

Atanric Hydrogen

21 cnr ﬂfr.i.u_j].'-ﬂ:'r.'!.'r.m'm

Aufnahme der
galaktischen Ebene im
Licht der 21 cm Linie
des Wasserstoffs




21 cm Radioastronomie

Radio Galaxy 3C83.1B

M81
Galaxien-
Gruppe

Effelsberg:
grofRtes
schwenkbares
Radioteleskop
der Welt



21 cm Strahlung:

Signatur fur atomaren Wasserstoff

Very Large Array (VLA)
Socorro, New Mexico

Centaurus Aim 21 cm Licht -grun und rosa-
(uberlagert mit einem optischen Bild und einem Rontgen Bild -blau)



Wellenfunktionen
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Hyperfeinstruktur in Bi3?*

Das magnetische Moment des Bi-209 Kerns wird wesentlich durch das
aufBerste Proton in der 1hg» Schale des Kerns bestimmt — es ist entsprechend
der Wellenfunktion dieses Protons im auReren Bereich des Kerns
konzentriert. Dies fuhrt zu einer merklichen Verschiebung der HFS Energie.
(Bohr-Weisskopf Effekt)

209Bi82+

e t tt F=5
AEHFS

—-
i

Profon

h9/ 2




Bestimmung der HFS-Aufspaltung in Bi3?* und Pb31*

30 ns Pulse vom Farbstoff- Farbstofflaser Nd:YAG
laser, Wellenlénge wird 480 nm (frequenzverdoppelt)

durchgestimmt 532 nm

q

Bi®2* lonen kreisen im Ring
mit v=c=0.58666¢c

Fluoreszenzsignal wird mit
3 Photovervielfachern
registriert Fluoreszenz-
licht
Elektronen-
Resonanz beobachtet bei kihler
Mab=477.794 nm

Dopplerverschiebung der
Laserwellenlange auf

A=A g ﬂ
1+ 3
=243.87 nm

l. Klaft et al., Phys. Rev. Lett. 73, 2425 (1994)



Doppler korrigiertes FIuoreszenzsignaI'
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Energieverschiebung als Folge der Kernausdehnung

Das Coulomb-Potenzial U(r) eines ausgedehnten Kerns unterscheidet sich vom
Coulomb-Potenzial Ze/(4neq r) einer punktformigen Ladung. Entsprechend kommt
es zu einem Unterschied in der Bindungsenergie:

Ze
drme, -1

AE = [ | U(r)- g (T) dr

Da die Elektronendichte Uber dem Kernvolumen konstant ist, ergibt sich

AE=p, (0)] | U(r)---22

dme, -1
o P, (O)-<r2>

2
-4nre dr

2
< r > ist der mittlere quadratische Ladungsradius des Kerns



Messung einer Energieverschiebung
Beispiel: Hyperfeinstruktur von Ubergéngen in iridium
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