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Aufgabe H7.1 (10 Punkte)

Berechnen Sie auf zwei Weisen den Radialteil Rn`(r) der Wasserstoffwellenfunktion für n = 2
und ` = 0: a) Mit Hilfe des in der Vorlesung angegebenen Potenzreihenansatzes und b) aus den
Laguerre-Polynomen.

Hinweis

Verwenden Sie bei der Normierung von R2,0 die Integrale aus Aufgabe P3.1.

Lösung

Teil a)

Potenzreihenansatz mit Koeffizienten bj für den Radialteil der Wasserstoffwellenfunktion

Rn,l(r) = e−Zr/(na0)
n−1∑
j=0

bjr
j (H7.1)

bj = bj−1
2Z

na0

j − n
j(j + 1)− `(`+ 1)

(H7.2)

a0 =
4πε0~2

µe2
(Bohrscher Radius) (H7.3)

Für n = 2 werden nur die Koeffizienten b0 und b1 benötigt. Mit Hilfe von Gl. H7.2 lässt sich b1
durch b0 ausdrücken. Für n = 2 und ` = 0 ist

b1 = b0
Z

a0

−1

2
= −b0

Z

2a0
(H7.4)

und

R2,0(r) = e−Zr/(2a0)b0

(
1− Z

2a0
r

)
(H7.5)

http://www.uni-giessen.de/cms/iamp


Der Koeffizient b0 ergibt sich aus der Normierungsbedingung für die Gesamtwellenfunktion
ψn,`,m(~r) = Rn,`(r)Y`,m(θ, φ)

1 =

∫ ∞
0

R∗2,0(r)R2,0(r) r
2dr

∫
Y ∗0,0(θ, φ)Y0,0(θ, φ)dΩ︸ ︷︷ ︸

= 1

(H7.6)

= b20

∫ ∞
0

(
Z

2a0
r − 1

)2

e−Zr/a0r2dr

= b20

[(
Z

2a0

)2 ∫ ∞
0

r4e−Zr/a0dr − Z

a0

∫ ∞
0

r3e−Zr/a0dr +

∫ ∞
0

r2e−Zr/a0dr

]

= b20

[(
Z

2a0

)2

24
(a0
Z

)5
− Z

a0
6
(a0
Z

)4
+ 2

(a0
Z

)3]

= b20

[
6
(a0
Z

)3
− 6

(a0
Z

)3
+ 2

(a0
Z

)3]
= 2b20

(a0
Z

)3
Hierbei wurde mehrfach von Gl. P3.6 Gebrauch gemacht. Somit ist

b0 =
1√
2

(
Z

a0

)3/2

= 2

(
Z

2a0

)3/2

(H7.7)

und

R2,0 = 2

(
Z

2a0

)3/2(
1− Z

2a0
r

)
e−Zr/2a0 (H7.8)

Teil b)

Mit den assoziierten Laguerre-Polynomen L2l+1
n+l lässt sich der Radialanteil der Wasserstoffwel-

lenfunktionen wie folgt ausdrücken:

Rn,l(r) = Nn,le
−ρ/2ρlL2l+1

n+l (ρ) (H7.9)

mit

ρ =
2Z

na0
r = 2κr und a0 =

4πε0~2

µe2
(H7.10)

sowie der reduzierten Masse µ und der Normierungskonstanten Nnl. Die assoziierten Laguerre-
Polynome lassen sich gemäß

Lpq(ρ) =
dp

dρp
Lq(ρ) (H7.11)

aus den Laguerre-Polynomen

Lq(ρ) = eρ
dq

dρq
(
ρqe−ρ

)
(H7.12)

ableiten.



Mit n = 2 und l = 0 ergibt Gl. H7.9 für den Radialanteil der 2s-Wellenfunktion

R2,0(r) = N2,0e
−ρ/2L1

2(ρ) (H7.13)

L1
2(ρ) erhält man nach Gl. H7.11 aus den Laguerre-Polynomen mit q = 2 und p = 1. Für das

Laguerre-Polynom mit q = 2 ergibt sich

L2(ρ) = eρ
d2

dρ2
(
ρ2e−ρ

)
= eρ

d

dρ

(
2ρe−ρ − ρ2e−ρ

)
(H7.14)

= eρ
(
2e−ρ − 2ρe−ρ − 2ρe−ρ + ρ2e−ρ

)
= 2− 4ρ+ ρ2 (H7.15)

Das dazu assoziierte Laguerre-Polynom ist

L1
2(ρ) =

d

dρ
L2(ρ) =

d

dρ
(2− 4ρ+ ρ2) = −4 + 2ρ (H7.16)

Insgesamt ist also

R2,0 = N2,0(2ρ− 4)e−ρ/2 = 4N2,0

(
Zr

2a0
− 1

)
e−Zr/(2a0) (H7.17)

Vergleich mit Gl. H7.5 zeigt, dass

N2,0 = −b0
4

= −1

2

(
Z

2a0

)3/2

(H7.18)

Einsetzen in Gl. H7.17 ergibt schließlich (vgl. Gl. H7.8):

R2,0 = 2

(
Z

2a0

)3/2(
1− Z

2a0
r

)
e−Zr/2a0 (H7.19)


