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Aufgabe P6.1

Stellen Sie die eindimensionale, stationäre Schrödingergleichung für ein freies Teilchen mit Ge-
samtenergie E > 0 auf, das einen rechteckigen Potenzialwall der Höhe V0 > E durchtunnelt,
der sich von x = 0 bis x = a erstreckt. Wie sieht die Wellenfunktion in den Bereichen 1, 2 und
3 (s. Abbildung) qualitativ aus?Durchtunneln einer linearen Potenzialbarriere
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Hinweis

Die Wellenfunktion und ihre erste Ableitung müssen überall stetig sein.

Lösung

Die stationäre Schrödingergleichung lautet

Hψ = Eψ (P6.1)

mit der hier positiven Energie E und dem Hamiltonoperator

H = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) (P6.2)

Einsetzen in Gl. P6.1 ergibt

− ~2

2m

d2

dx2
ψ = [E − V (x)]ψ (P6.3)

bzw.
d2

dx2
ψ = −2m

~2
[E − V (x)]ψ = −k2ψ (P6.4)
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mit

k2 =
2m

~2
[E − V (x)] (P6.5)

Die allgemeine Lösung dieser DGL ist

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx (P6.6)

Für das Potenzial gilt:

V (x) =

{
0 für x < 0 und x > a
V0 für 0 ≤ x ≤ a

(P6.7)

Da V0 > E verlangt wurde, ist k2 negativ, wenn sich das Teilchen im Potenzialwall aufhält,
und positiv sonst, d. h. k ist imaginär für 0 ≤ x ≤ a und k ist reell sonst. In den Bereichen 1,
2 und 3 ist also

k =


k1 =

√
2mE/~ für x < 0

ik2 = i
√

2m|E − V0|/~ für 0 ≤ x ≤ a

k3 =
√

2mE/~ für x > a

(P6.8)

Einsetzen in Gl. P6.6 ergibt

ψ(x) =


ψ1(x) = A1e

ik1x +B1e
−ik1x für x < 0

ψ2(x) = A2e
−k2x +B2e

k2x für 0 ≤ x ≤ a

ψ3(x) = A3e
ik3x +B3e

−ik3x für x > a

(P6.9)

In den Bereichen 1 und 3 ist die Wellenfunktion also sinusförmig mit der Wellenlänge h/
√

2mE.
Im Bereich 2 verläuft die Wellenfunktion exponenziell mit der charakteristischen Länge
~/
√

2m|E − V0|. Eine Lösung, die die Stetigkeitsbedingungen für ψ(x) und ψ′(x) erfüllt, ist
in nachfolgender Abbildung skizziert.

Durchtunneln einer linearen Potenzialbarriere
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Skizze des weiteren Lösungswegs

Die erste Ableitung von ψ(x) (Gl. P6.9) lautet

ψ′(x) =


ψ1(x) = iA1k1e

ik1x − iB1k1e
−ik1x für x < 0

ψ2(x) = −A2k2e
−k2x +B2k2e

k2x für 0 ≤ x ≤ a

ψ3(x) = iA3k3e
ik3x − iB3k3e

−ik3x für x > a

(P6.10)



Die Stetigkeit von ψ(x) und ψ′(x) ist insbesondere bei x = 0 und bei x = a zu erfüllen. Bei
allen anderen x sind ψ(x) und ψ′(x) bereits stetig. Die Forderung nach Stetigkeit von ψ(x)
(Gl. P6.9) und ψ′(x) (Gl. P6.10) bei x = 0 führt auf das folgende Gleichungssystem für die
Amplituden A1, B1, A2 und B2:

A1 +B1 = A2 +B2 (P6.11)

(A1 −B1)ik1 = (−A2 +B2)k2 (P6.12)

Die Forderung nach Stetigkeit von ψ(x) und ψ′(x) bei x = a führt auf ein analoges Gleichungs-
system für die Amplituden A2, B2, A3 und B3. Insgesamt gibt es also 4 Gleichungen für 6
Unbekannte. Die weitere Lösung hängt von den Randbedingungen ab.

Beispielsweise wird bei der Behandlung des Tunneleffekts (s. Mayer-Kuckuk, Kernphysik) davon
ausgegangen, dass es im Bereich 3 keine nach links auf den Potenzialwall zulaufende Welle
gibt, d.h. dass B3 = 0. Das Gleichungssystem lässt sich dann nach dem Verhältnis A3/A1

auflösen. Das Quadrat dieses Verhältnisses definiert gerade die Tunnelwahrscheinlichkeit, d.h.
die Transmission durch den Potenzialwall.



Aufgabe P6.2

Zeigen Sie, dass für die Komponenten des quantenmechanischen Bahndrehimpulsoperators

~L =

Lx

Ly

Lz


die folgende Vertauschungsrelation gilt:

[Lx, Ly] = LxLy − LyLx = i~Lz (P6.13)

(P6.14)

Hinweise

Für den Drehimpuls gilt
~L = ~r × ~p (P6.15)

Dies lässt sich als Determinante schreiben:

~L =

∣∣∣∣∣∣
~ex ~ey ~ez
x y z
px py pz

∣∣∣∣∣∣ (P6.16)

Die quantenmechanische Formulierung erhält man durch Übergang zu Operatoren:

~r → ~r (P6.17)

~p → −i~~∇ (P6.18)

~r × ~p → −i~~r × ~∇ (P6.19)

Lösung

In Determinantenschreibweise ist

~L = −i~

∣∣∣∣∣∣
~ex ~ey ~ez
x y z

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

∣∣∣∣∣∣ (P6.20)

Für die einzelnen Drehimpulskomponenten erhält man dann:

Lx = −i~
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
(P6.21)

Ly = −i~
(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
(P6.22)

Lz = −i~
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
(P6.23)



Für die Vertauschungsrelation ergibt sich mit Gl. P6.23, P6.22 und P6.21

[Lx, Ly] = i2~2
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
(P6.24)

−i2~2
(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
= i2~2

(
y
∂

∂z
z
∂

∂x
− y ∂

∂z
x
∂

∂z
− z ∂

∂y
z
∂

∂x
+ z

∂

∂y
x
∂

∂z
− (P6.25)

z
∂

∂x
y
∂

∂z
+ z

∂

∂x
z
∂
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+ x

∂

∂z
y
∂

∂z
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∂
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)
Für bestimmte Funktionenklassen, für die die Vertauschung der partiellen Ableitungen erlaubt
ist, heben sich die unterstrichenen Terme auf. Mit den Beziehungen

y
∂

∂z
z
∂

∂x
= y

(
∂

∂z
z

)
∂

∂x
+ yz

∂

∂z

∂

∂x
(P6.26)

= y
∂

∂x
+ yz

∂

∂z

∂

∂x

und analog

x
∂

∂z
z
∂

∂y
= x

(
∂

∂z
z

)
∂

∂y
+ xz

∂

∂z

∂

∂y
(P6.27)

= x
∂

∂y
+ xz

∂

∂z

∂

∂y

ergibt sich dann

[Lx, Ly] = i2~2
(
y
∂

∂x
+ yz

∂

∂z

∂

∂x
+ z

∂

∂y
x
∂

∂z
− (P6.28)

z
∂

∂x
y
∂

∂z
− x ∂

∂y
− xz ∂

∂z

∂

∂y

)
= i2~2

(
y
∂

∂x
− x ∂

∂y

)
(P6.29)

= i~
[
−i~

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)]
(P6.30)

Der Term in den eckigen Klammern entspricht genau Lz (Gl. P6.23), so dass sich ergibt (Gl.
P6.13):

[Lx, Ly] = i~Lz (P6.31)

Anmerkung:

Durch zyklische Permutation der Indizes x, y und z ergeben sich die folgenden weiteren Ver-
tauschungsrelationen:

[Ly, Lz] = LyLz − LzLy = i~Lx (P6.32)

[Lz, Lx] = LzLx − LxLz = i~Ly (P6.33)


