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Aufgabe P6.1

Stellen Sie die eindimensionale, stationdre Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen mit Ge-
samtenergie £/ > 0 auf, das einen rechteckigen Potenzialwall der Héhe V{; > E durchtunnelt,
der sich von z = 0 bis x = a erstreckt. Wie sieht die Wellenfunktion in den Bereichen 1, 2 und
3 (s. Abbildung) qualitativ aus?
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Hinweis
Die Wellenfunktion und ihre erste Ableitung miissen iiberall stetig sein.
Lésung
Die stationédre Schrodingergleichung lautet
Hy = Ev (P6.1)

mit der hier positiven Energie F und dem Hamiltonoperator

n? d?
H = o T V(x) (P6.2)
Einsetzen in GL. ergibt 2
~ 5o =B V)ly (P6.3)
bzw. P o
=5 [E-V(2)]y = k% (P6.4)
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mit

2m
k* = 5 [E — V()] (P6.5)
Die allgemeine Losung dieser DGL ist
Y(r) = Ae™™™ + Be ke (P6.6)

Fiir das Potenzial gilt:
V(x):{ 0 fir z<0und x>a (P6.7)

Vo fir 0<z<aqa

Da V, > E verlangt wurde, ist k% negativ, wenn sich das Teilchen im Potenzialwall aufhilt,
und positiv sonst, d. h. k ist imaginér fiir 0 < x < a und k ist reell sonst. In den Bereichen 1,
2 und 3 ist also

ki =V2mE/h fir <0
k= q iky =iy/2m|E = Vy|/h  fir 0<2<a (P6.8)
ks = V2mE/h fir x>a

Einsetzen in GI. ergibt

P (z) = A et 4 B emthe fir <0
P(x) = Q ho(x) = Ape ™™ + Boe™®  fiir 0<z<a (P6.9)
Yg(x) = Age™®s® 4 Byem T fir x>a

In den Bereichen 1 und 3 ist die Wellenfunktion also sinusférmig mit der Wellenlénge h/v2mE.
Im Bereich 2 verlauft die Wellenfunktion exponenziell mit der charakteristischen Lénge
h/+/2m|E — Vp|. Eine Losung, die die Stetigkeitsbedingungen fiir ¢ (z) und ¢'(z) erfiillt, ist
in nachfolgender Abbildung skizziert.
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Skizze des weiteren Lisungswegs

Die erste Ableitung von 1 (x) (Gl. |P6.9) lautet

¢1(£If) = iAlk}leiklx — iBlkle_iklx fir <0
V(1) = { o) = —Agkge ™™ 4 Bykyek?® fir 0<z<a (P6.10)

V3(x) = i Agkse™” — i Bykse " fir z>a



Die Stetigkeit von ¢ (z) und ¢'(x) ist insbesondere bei x = 0 und bei z = a zu erfiillen. Bei
allen anderen x sind ¥ (x) und ¢’(z) bereits stetig. Die Forderung nach Stetigkeit von ()
(Gl und ¢'(z) (Gl bei x = 0 fithrt auf das folgende Gleichungssystem fiir die
Amplituden A;, B;, Ay und Bs:

Al + B1 == AQ + BQ (P611)
(Al - Bl)Zkl - <_A2 + Bg)kg (P612)

Die Forderung nach Stetigkeit von ¢ (x) und 9'(z) bei & = a fithrt auf ein analoges Gleichungs-
system fiir die Amplituden A,, By, A3 und Bjs. Insgesamt gibt es also 4 Gleichungen fiir 6
Unbekannte. Die weitere Losung héngt von den Randbedingungen ab.

Beispielsweise wird bei der Behandlung des Tunneleffekts (s. Mayer-Kuckuk, Kernphysik) davon
ausgegangen, dass es im Bereich 3 keine nach links auf den Potenzialwall zulaufende Welle
gibt, d.h. dass B3 = 0. Das Gleichungssystem ldsst sich dann nach dem Verhéltnis A3/A;
auflosen. Das Quadrat dieses Verhéltnisses definiert gerade die Tunnelwahrscheinlichkeit, d.h.
die Transmission durch den Potenzialwall.



Aufgabe P6.2

Zeigen Sie, dass fiir die Komponenten des quantenmechanischen Bahndrehimpulsoperators

die folgende Vertauschungsrelation gilt:

(L., L, = LyL,— L,L,=ihL.

Hinweise

Fiir den Drehimpuls gilt

L=

L=

Dies lasst sich als Determinante schreiben:

L

Die quantenmechanische Formulierung erhilt man durch Ubergang zu Operatoren:

DL

8

Pz

T =
P —
X p
Lésung
In Determinantenschreibweise ist
Cx
L=—ih| =z

Fiir die einzelnen Drehimpulskomponenten erhélt man dann:
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Fiir die Vertauschungsrelation ergibt sich mit Gl. [P6.23] [P6.22 und [P6.21

0 0 0 0
_ 22, 9 9 v __0
L., L, = i°h (yaz Zay) (Zax xaz) (P6.24)

= fi2h2 QZQ — 21'2 — 2223 + Zﬁxﬁ —
N Yo:" bx 0z 0z dy Ox dy 0z

0 0 0o 0 0 0 88)

(P6.25)

Fiir bestimmte Funktionenklassen, fiir die die Vertauschung der partiellen Ableitungen erlaubt
ist, heben sich die unterstrichenen Terme auf. Mit den Beziehungen

o 0 0 0 0 0
)
N yax yzazax
und analog
o 0 0 0 0 0
Z .2 — )= — P6.2
x@zzﬁy x(@zz> 8y+x20z8y (P6:27)
= xg—ir:cz22
dy 0z Oy
ergibt sich dann
0 0 0 o0 0
— ;252 — - o
Ly, L,) = i°h (y&v —|—yzaz o —|—zayxaz (P6.28)
00 0 00
91" 0z dy 0z dy
0 0
22 O O
= ih <y8x x@y) (P6.29)
. . 0 0
= M{—zﬁ(xa—y—y%)} (P6.30)

Der Term in den eckigen Klammern entspricht genau L, (Gl. |[P6.23)), so dass sich ergibt (GI.

P6.13):
L., L,] = kL, (P6.31)

Anmerkung:

Durch zyklische Permutation der Indizes z, y und z ergeben sich die folgenden weiteren Ver-
tauschungsrelationen:

(L, L.]| = L,L.— L.L,=ihL, (P6.32)
[L.,L,] = L.L,— L,L.=ihL, (P6.33)



