1 Ubungen zu Mathematik fiir Physiker zum Dienstag, den 10.11.2009

1.1
a)

Beweis der Aquivalenzrelation:

Reflexibilitit: a ~ a < a—a = 0. 0 ist durch jede beliebige Zahl aus
N teilbar.

Symmetrik: Wenn a ~ b < b — a” durch n teilbar, so ist dies b ~
a < a—bauch, da b—a= —(a—>b). Somit &ndert sich lediglich das
Vorzeichen fiir den Quotienten.

Transitivitdt: Wenn a ~ b und b ~ ¢, so gilt b —a = min und
¢ — b = mgon mit m € Z. Daraus folgt, dass b = mn + a, was dazu
fithrt, dass ¢ — min — a = man. Somit ist ¢ — a = (m1 + mg)n. Da
m1 und meo ganzzahlig sind, ist auch c-a durch n teilbar.

Da definiert wurde, dass a ~ b durch n € N teilbar sein muss, miissen
a und b ganzzahlig, also aus der Menge Z stammen.

Folglich bildet die Vorschrift eine Aquivalenzrelation auf Z.

Da sich die Menge der dquivalenten Zahlen fiir jedes n &ndert, gibt es n
Aquivalenzklassen.

Wir setzen ein zu a dquivalentes a’ bzw. ein b’ zu b. Zu Zeigen ist, dass die
Additionsumformung fiir beide Variablen-Paare die gleiche Gleichung ergibt.

Addition:

a+b=d+0
Sa+b=d+V
& (a+b) ~ (d +V)

Multiplikation:

Ring mit Eins:
Kommutativ:
G-ab=ba="b-a
Assoziativ:
a-(b-e)=a-bc=abc=ab-c=(a-b)-c
Neutrales Element Zg:

Addition:

a+Tg=a+0=0a

Multiplikation:

a-To=axg =

IS]
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1.2

Inverses Element 71

Addition:

r_1 = —a

a+—-a=a—a=0

Multiplikation:

Ty =1

1 _a_7
a a

Ergebnis bleibt in Menge: Z/nZ + Z/nZ — Z/nZ

a+b:=c

a+tb=a+b=c

¢ e Z/nZ

n=~6: n="T:
[of[t]2]3]4[5] [of1[2][3[4]5[6]
1j1(2[3|4|5 1)1|2(3]4|5|6
2121410124 21121416136
3(13/013]01]3 313[6|2]|5]1]4
4141210412 41411151263
505141321 510513 [116]4]2

61654321

Da bei der Auflistung der Elemente von Z/nZ mehrmals eine 0 auftritt, ist
diese Menge fiir n=6 kein Korper. Da in n=7 keine 0 auftritt ist hier Z/nZ
Korper.

Beweis durch Widerspruch der Gegenannahme:

Annahme: es gibt kein maximales Element in der Menge M, = {p €
No|2P|n},n € N, Dann wiirde fiir ein beliebiges n die Potenz von einer be-
liebigen Zahl p aus Ny zur Basis 2 dieses n teilen. Da Ny C N wiéhlen wir

p=n.
Nun muss gelten, dass fiir alle n gilt: 2™|n, also, dass n = ¢q - 2", q € Z.

Da aber 2" in jedem Fall grofer als n ist, miisste q zwischen 0 und 1 liegen,
was es dank seiner Definition nicht tun kann.

Damit gibt es einen Widerspruch zur Annahme, dass es kein maximales
Element in M,,gibt.

Eine Formel zur Bestimmung des maximalen Elementes, wire:
I(n) = loga(7))-
Da man vorher definiert hat, dass % eine Potenz auf der Basis 2 darstellt,

gibt der Logarithmus zur Basis 2 dazu natiirlich eine ganze, positive Zahl
aus.

Somit kénnen wir nun folgern, dass l(a-b) = logQ(‘;—'Qb) = logz(a) + loga(b) —
l0g2(q) — loga(g) = loga(%) + loga(2) = I(a) +1(b)

Da q- 2P = n, gilt dass ¢ = 5. Die hier zu priifende Gleichung ist p? = 2¢°.
Darum formen wir die korrekte Gleichung um und erhalten 2¢? = 22%; Da

aber der Term 22%5 fiir keine ganze positive Zahl ungleich Null zu p? werden

kann, ist die Behauptung p? = 2¢® widerlegt.
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1.3

A:

Der kleinstmégliche Wert bei (—4)™ ist bei m=1, der kleinstmogliche Wert bei
—(%) bei n=1 erreicht. Folglich gibt die summe der beiden das Infimum -0,5-3

— -3,5.
Der grofitmogliche Wert bei (—%)m ist bei m=2, der groftmogliche Wert bei
—(%) bei n— oo erreicht. Folglich ist die Summe der beiden das Supremum %.

B:

Der kleinstmoglche Wert legt am Grenzwert der unteren Definitionsgrenze x —
—1. Zur Bestimmung dieses Grenzwertes forme man den Term folgenderma-
Ben um: i I - Da man per Definitionsgrenze sich diesem Grenzwert von rechts
nihert, entspricht x einer minimal grofieren Zahl als -1, weswegen %
mal kleiner als -1 ist und so % + 1 minimal kleiner als 0 ist. Folglich konvergiert
dieser Grenzwert gegen —oo. Da dies aber keine konkrete Zahl darstellt, existiert
zu B kein Infimum.

auch mini-

Der grofitmogliche Wert liegt an der oberen Definitionsgrenze x — oo. Indem

man den Term il fiir x — oo benutzt, erreicht man den Grenzwert 1. Folglich

ist das Supremug;n von B 1.

1.4

a) 2= (2221 +23) 24 = 2+4i+1+L)xL =B+4,5)- 4 =-1,5+i =
—-1,5—1
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w=0,5+0,5v3i
w? = —0,5+0,5v3i
5=_1
wt=—-0,5—-10,5V3i
w® =0,5—0,5V3i

S

Vergleich mit Z/67Z: beide verhalten sich periodisch in 6 Phasen.

1.5

a) Kommutativ:
(f+9)(x) = f(z) +g(z) = g(2) + f(z) = (9 + [)(z)
(A)(@) = Af(x) = f(z)A = (fA)(2)
Assoziativ:
((f +9) +h)(x) = f(z) +g(x) + h(z) = (f + (g +h)) (@)
(6(Af)(x) = oA f(x) = ((6A) f)(x)
Distributiv:
Af+9)(@) = A(f(z) + 9(z)) = Af(z) + Ag(x)
(A+0)f)(@) = (A+6)f(z) =Af(z) +6f(x)
Neutrales Element:
((f +zo)(z) = f(2) + 20 = f(2)
(z1- (@) =21 fz) = f(z)
Inverses Element:
(f+z-1)(z) =f(z)+z_1, mit z_; = —f(x): f(x)+2-1=0
(61 - A f)(@) =67 A+ f(z), mit 67 = F: 67+ A+ f(z) = f(z)

Damit ist dies ein R — Vektorraum
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b) Vj ist ein Untervektorraum von V, falls 0 € Vi, Vu,w € V; : u+w € V; und
VAxe KVueVi: A-uel.

Folgich ist Vi ein Untervektorraum: da 0 in der Funktionsmenge enthal-
ten sein kann; da, falls f(0)=f(1) und g(0)=g(1), folgt, dass g(0)+£f(0) =
g(1)+£(1); da A*f(0)=A*f(1) wére und somit f(0)=f(1) weiterhin gelten wiirde.
Folglich ist Vo kein Untervektorraum: da g(x)+f(x) nicht zwangsldufig mehr
als 2 Nullstellen haben miissen, sofern sie voher mehr als 2 hatten.

Folglich ist V3 ein Untervektorraum: da 0 in der Funktionsmenge enthal-

ten sein kann; da, falls f an der Geraden x=0,5 gespiegelt wurde, folgt, dass
£(0,5+x)=£(0,5-x) und g(0,5+x)=g(0,5-x) dazu fiihrt, dass g(0,5+x)+f(x+0,5)=g(0,5-
x)+£(x-0,5) ist; da A*f(x+0,5) = A*f(x-0,5), und somit f(x+0,5)=f(x-0,5)
weiterhin gilt.

1.6

Ein Unterraum ist Affin, wenn er durch Verschiebung eines anderen Unterraums desselben
Vektorraums mit einem ebenfalls aus dem Vektorraum stammenden Vektor entsteht.

Der hier genannte Unterraum z+y+2z = 1 entsteht durch die Verschiebung des Unterraums
0

x4+ y+ 2z =0 mit dem Vektor | 0
1
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