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Wiederholung:

Ana II: Integral [ f fir Quader @, f: Q — R stetig
Q
Auch: fiir f € C2(R",R)

»Integral fiir verniinftige Mengen*

= Lebesgue-Integral

1 Anschluss an Ana Il, Lebesgue-Integral

L :=C%R™,R) (ste. Fun mit kp. Triiger)

1.1 Satz: Eigenschaften Lebesgue-Integral

Das Integral £ > u — [ u hat folgende Eigenschaften:
R?’L

l)uel=|uel

)
2) u,veLia,fER=au+Pvel, [(au+pPv)=a[u+p [v (Linearitit)
3) u>0= [u>0 (Monotonie)

)

4) (uj) C L, wu; > ujq1, uj — 0 punktweise = [u; — 0
] — o0

Siehe Beweis 1 (Anhang)

1.2 Bemerkung: Max/Min

fig € L= max{f,g}, min{f,g} € L,
[T i=max{f,0} , f~ := —min{f,0} alle in £

»positiver Anteil von f ,negativer Anteil* von f

Siehe Beweis 2 (Anhang)

1.3 Defnition: Fundamentalfolge

(uj) C L heiBt Fundamentalfolge (FF)

& Vk e N:uy < upyq und sup [ug < oo
keN

(d.h. ([ ug)gen ist beschr. und damit auch konv.)

1.4 Definition: Lebesguesche Nullmenge

N C R™ heiBt Lebesguesche Nullmenge < 3(uj) C L FF.,
sodass Vo € N : uj(xz) = oo

Bem.:

1) Spéter wird gezeigt: N C R™ Nullmenge < Ve > 03 Quader Q;(j € N) :

| Q  Twol(@)<eNc UQ
® o j JEN
5 !Im 2) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen
voln () <€
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1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

3) Sprechweise ,,fast iberall“ (f.ii.) bedeutet: iiberall auflerhalb einer Nullmenge.

z.B. f,g: R" = R, f > g fi. & dN C R" Nullmenge,

sodass Vx € R*\ N : f(z) > g(x)
Beispiel:
Einpunktige Mengen {x¢} sind Nullmengen.
Beweis: Ubung.

Satz: Vereinigung v. Nullmengen

N; C R" Nullmenge (j € N) = ‘UN N; Nullm.

j€
(Abz.bare Vereinigung von Nullmengen ist Nullmenge)
Siehe Beweis 3 (Anhang)

Folgerung: Q, Q™ sind Nullmengen

Q C R, Q" C R™ sind Nullmengen.
Bemerkung: Es ex. auch in R iiberabz.bare Nullmengen

z.B. Cantorsches Dikontinuum.
Lemma: Konvergenz von Folgen
(Uj) €L, Uj = Ujp] 2 e 2 0 (] € D\l)

J — o0

Siehe Beweis 4 (Anhang)

Definition/Bemerkung: Funktionen in £+

Def: u € Lt & AFF (uj), uj — u f.i.

Dann setzt man [u:= lim [ u;
J—00

Dieser Wert ist unabhingiog von der FF. (u;) mit u; — u f.ii. Es ist £ C LT

Siehe Beweis 5 (Anhang)

Bemerkung: Eigenschaften des Integrals auf £+

Seien f,g€ LT, a,3>0

a) max{f, g}, min{f,g} beide in LT, f* :=max{f,0} € LT

b) af +Bge LY, = [af+Bg=aff+B[g
o) f<gfi.= [f<[yg
Siehe Beweis 6 (Anhang)

1.10 Bemerkung: fast iiberall f=g

feLt, g=ffi=gel® [g=[f
Siehe Beweis 7 (Anhang)

=

2 T
3 '..'I!l1

1
3

j¢a]
H=J i)

0!
Rekursives Entnehmen
offener mittleren Drittel
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1.11 Definition/Bemerkung: Lebesgue-integrierbare Funktionen

LY:={u:R" > R|3f,ge LT :u=f—g} (kurz: L' = LT — LT)
Firue L', u=f—gsetze [u:=[f—[g

(Wertunabh. von der Wahl von f, g mit u = f — g)

Siehe Beweis 8 (Anhang)

1.12 Satz: [ [ zuldssig

Das Integral L' 5 f > [ f erfiillt (1)-(4) aus 1.1
Siehe Beweis 9 (Anhang)

1.13 Bemerkung: auch andere £ moglich

Formal gleicher Aufbau, auch mit anderen ,,£“ als Anfangsklasse moglich,

wenn (1)-(4) erfiillt sind.

z.B. Q C R offen, £ := {f € C2(R™,R)|supp(f) C Q} fithrt zu [ f, L'(Q,R)
Q

b
RJa, b 5 h, L := Rla,b] > f — [ f(z)h(x)dz gemischtes Integral,
S~—— a

Rieman—int.bare Fu'n
entsteht Riemann-Stieltjes-Integral

1.14 Bemerkung

Zuammenhang zum Integral ,iiber verniinftige Mengen®“ aus Anall noch unklar.

1.15 Bemerkung/Definition: Seminorm ||.||;

Durch ||f|]1 := [ wird auf L! eine Seminorm definiert.
[RTL
»Seminorm® Bedeutet: Alle Eig'n einer Norm, aufer |[f|; =0= f =0

gilt nicht
Beweis: Leicht.

1.16 Satz: C? dicht

CL(R™,R) C LT ist dicht bzgl. ||.|[1, d.h.:
Vf € LWe > 03f € CLR™,R) : ||f — fll1 < e
Siehe Beweis 10 (Anhang)

1.17 Bemerkung: Nullmengen irrelevant

feLl,g=ftli=gel!, [g=[f
Siehe Beweis 11 (Anhang)
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2 Integrierbare Fu’'n und Mengen
2.1 Definition: triviale Fortsetzung & MaB/Volumen

a) Sei 2 C R™ beliebig, f mindestens auf Q def., reellwertig.
f € LY R) (kurz:“ f € LYQ), ,,f {iber Q int.bar®)

o - flz) ,zeQ
< Die triviale Fortsetzung f, f(x) :=
0 , sonst
1 ,2€Q
b) Sei ]lQ(ZC) =
0 ,sonst

Q heifit int.bar < 1o € L1
[ 1q heifit dann Volumen (Mafl) von €, in Zeichen: p(£2)

R
Genauer: n-dim. Lebesgue-Mayj3

2.2 Folgerung: MaB-Rechenmethoden

M;, My C R" int.bar=> M; U Ms, My N Ma, M; \ Mp int.bar, und
p(My U Ma) = p(My) + p(Mz) — p(My 0 My)

p(My\ Ma) = p(My) — p(My 0 M)

Siehe Beweis 12 (Anhang)

2.3 Bemerkung: Ex. von C’-Folgen

a) Sei U C R" offen. Dann ex. (f;) C C2(R™,R)
mit Vj € N: f; < fijp1,supp(f;) C U
fi = 1y(x) Vo e R™

b) Falls U beschr., so (f;) FF., = U int.bar.

Siehe Beweis 13 (Anhang)

2.4 Satz: triviale Forts. in !

Sei K C R™ kp., f: K — R stetig.
Dann f iiber K int.bar.,

- ek
A, triviale Forts., f. fx) = 477 TSR L o

0 , sonst
Siehe Beweis 14 (Anhang)

2.5 Bemerkung: triv. Fortsetzung & Lebesgue/Riemann-Integral

Sei f :[a,b] = R st., f: R — R die triv. Forts. Dann f € £!(R,R)

und £ — /f :R—/bf(x)dx

R
~—~ —_——

Lebesg. Riemann

Siehe Beweis 15 (Anhang)

ist in £! = LY(R", R)
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3 Satz von Fubini und Trans.-Formel
Erinnerung

Fir Q = [al,bl] X ... X [ap,by] und f: Q — R st. ist
b1 b2 bn
J(J ([ f(z1, .y zn)day)...)dze)dzy unabh. von Reihenfolge der Integrationen

ail a2 an

Mit Def. des Integrals fiir ¢ € CO(R™*" R) folgt damit:
[ pleeR™MyeRM)d(x,y) = [ ([ plz,y)dy)de = [( [ ¢(z,y)dr)dy

|Rm+n R™ Rn R™ RmM
. R N
3.1 Lemma: Nullmengenteile ; E /
Sei N C R™™™ Nullmenge. B .

Dann: Fiir fa. z € R™: N, := {y € R"|(z,y) € N} C R” Nullmenge.
Entsprechend: Fiir f.a. y € R": N, := {2 € R™|(x,y) € N} C R™ Nullmenge.
Siehe Beweis 16 (Anhang)

Xo Rm.

3.2 Satz: Fubini

Fiir fa. x € R™: f(z,%) : R* — R € LY(R")
Fiir fa. y € R": f(x,9) : R™ — R € LY{R™)
und [ fz,y)d(z,y) = [ ([ f@)dy)de(= [ ([ f(z,y)dz)dy)

[Rm+n R™Mm Rn R Rm™
nur fiir R™ f.a. x definiert, spielt aber keine Rolle, wegen 1.16.

Existenz von [ ([ f(z,y)dy)dz (ist auch Teil d. Beh.)
Rm R7
Siehe Beweis 17 (Anhang)

Bemerkung:

f €LY R™P = RM x R?) = {

Aus Fubini folgt, dass das Integral fiir ,, verniinftige Mengen“ aus Ana 2

mit dem hier def. £!-Integral iibereinstimmt (in £!-Integral enthalten ist).

Ziel: Transformationsformel

3.3 Lemma: Abbildungen v. Nullmengen

Seien U,V C R" offen, ¢ : U — V C!-Diffeomorphismus und N C V Nullmenge.
Dann ¢~ !(N) auch Nullmenge.
Siehe Beweis 18 (Anhang)

3.4 Satz: Transformationsformel

Sei U,V C R" offen, ¢ : U — V! Diffeom. und f:V — R
Dann ist f € LY(V,R) & U 3 2 — f(p(x)) - \det(Dcp( N eR € LYU,R)
und wenn beides gilt, so ist [ f(y)dy = ff x))| det(De(x))|dx

%

Siehe Beweis 19 (Anhang)
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4 Konvergenzsatze fiir das Lebesgue-Integral

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Satz v.d. monotonen Konvergenz, Satz von Beppo Levo fiir £

Sei (uj) C £ monoton wachsend und ( [ u;) beschr.

Dann ex. u € £ mit w; — u i und [w = lim [u;

Jj—o0
Siehe Beweis 20 (Anhang)

Bemerkung: Eig'n Lebesgue-Integrierbark’.

Sei u € £, Dann VeTv,w € LT, u=v —w fii,, w > 0 fii., [w<e
Siehe Beweis 21 (Anhang)

Satz v.d. monotonen Konvergenz (Satz von Beppo Levi)

Sei (u;) C £! f.ii. wachsend. ([ u;) beschr.
Dann ex. u € £, uj — u ., [u; — [u.
Siehe Beweis 22 (Anhang)

Bemerkung: Grenzwerte (& 4.3 auch f. fallende (u))

a) Satz 4.3 gilt auch fiir f.ii. fallende Folgen (u;) und ([ u;) beschr.

b) Falls in der Sit. von 4.3 schon eine Grenzfu’ u* bekannt ist mit u; — u*, so
folgt =u* fi. und [u* = li '
g U u* £ und [u ; Hm [ u;
Beppo— Levi

Siehe Beweis 23 (Anhang)
Beispiel:

Falls f : R — R stetig > 0 und ([ f(z)dz), n € N beschr., so gilt:

—-n

feLY(RR), [f= li_>m [ f(z)d=
Siehe Beweis 24 (Anhang)

Satz: Lemma von Fatou

Sei (uj) C LY, ([ uj) nach oben beschr. und es gebe f € £! mit Vj € N: f < u;
Dann lim(u;) € £! und [ lim(u;) < lim( [ u;)
Beispiel:

Siehe Beweis 25 (Anhang)

A J
A J
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4.6 Bemerkung: Symmetrische Variante des Lemmas von Fatou

Sei (u;) € £, ([ u;) nach unten beschr. und es gebe f € L' mit Vj € N :u; < f L.l
Dann lim(u;) € £!
Siehe Beweis 26 (Anhang)

4.7 Satz von der majorisierten Konvergenz: Lebesguescher Konvergenzsatz

Sei (u;) C £! und u; f.ii. konv gegen eine Grenfu u.
Es gebe ein f € £! mit Vn € N : |u;| < f. (,Integrable Majorante®)
Dann u € £ und [u; — [w. (dh. lim [wu; = [ lim u;)
j—o0 j—o0
Siehe Beweis 27 (Anhang)

4.8 Folgerung: Vergleichssatz

Sei (u;) C £ u; — u f.il. und es gebe f € £ mit |u| < f f.il
Dann u € L.
Siehe Beweis 28 (Anhang)

4.9 stetige Abh’keit des Integrals vom Parameter

Sei AeRP, f:R"x A — R, \* € A. Es gelte:
1) Vz € R: f(x,x*) stetig bei \*
2) VA€ A: f(x\) € LY(R™,R)
3) 3g € LY(R™,R) : VA€ A: |[f(+, )] < g
Dann ist die Abb. A3 XA — [ f(z,\)dz € R stetig bei \*
Rn

4.10 Satz: Diff.bare Abh’keit des Integrals vom Parameter

Sei A C R offen und f : R™ x A — R und es gelte:

1) Oaof ex. auf R™ x A (d.h. f part. d.bar. nach A € A)

2) VA€ A: f(*,A) € LYR",R)

3) g€ LY :VY(z,\) ER X R : |0af(x,N\)] < g(x)
Dann ist die Abb. A3 A— [ f(z,\)dz € R d.bar.,
fiir A\g € A ist D2 f (%, \o) € Ef([l?”, R),
und Zk|\ [an f(z, N)dz] = [R[l Do f (2, No)dz

5 Messbare Fu’'n und Mengen

Das Integral ist immer das bisher konstruierte auf £! = £(R", R)
»f : R™ — R* wird so verstanden, dass f evtl. nur auf R™\ N def. ist, wobei N C R™ Nullmenge.
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5.1

5.2

5.3

Definition: Lebesgue-Messbarkeit

M C R heifit Lebesgue-messbar < VR > 0: 1y X 1o r) € Lt

Definition: o-Algebra und Eigenschaften

Eine o-Algebra A in R™ ist eine Kollektion von Teilmengen von R"
(Teilmenge der Potenzmenge P(R™)) mit folgenden Eigenschaften:
a) R"e A
b Me A=R"\McA
c) M; € Afiir alle j e N= UNMjEA
€
Bemerkung: Dann auch ) ]\/;j € A, falls alle M; € A
Erinnerung: 7 Topologiej;.jf X:
a) 0,X er
b) uje X, iel= UIUiGX
i€

n
C) ULy eyp €EX = u; € X
=1

1=
Erinnerung;:
By :=c-Algebra der Borel-Mengen in R"
offene Mengen
=< abg. Mengen erzeugte o-Algebra.

off. /abg. Quadern
Darauf ex. eindeutiges Maf§ p*

mit p*([ag, b1] X ... X [an,bn]) = (b —ay) -+ (b1 — a1)

Lebesgue-Borelsches Maf folgt aus Maf-Fortsetzungssatz von Carathéodory
A(M) = [1p, falls ex. Zusammenhang zwischen \ (Lebesgue-MafS) und
w*: Falls A C R™® Lebesgue-Nullm. und B C A, so B Lebesgue-Nullm.

Gilt nicht fir p* (u* ,,nicht vollstandig*)

Ansonsten A = y* auf B*

In diesem Sinn: A Vervollstindigung von u*

Def/Satz: Messbarkeit

Eine Fu. f : R® — R heifit messbar (in Zeichen: f € M = M(R",R)), falls folgende.

dquiv. Eig'n erfiillt sind:
(i) fist f.ii. punktweise limes von Treppenfu'n in der Art
jé ozgl)]le), al) e R, Qy) Quader in R”
(ii) ---C%-Fun
(iii) Va € R: f~1((—~00,a]) C R® A-messbar
(iv) VA € B} : f~}(A) C R® A-messbar

Genauer: f ist A — B-messbar.
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5.4 Folgerung: mbark. stetiger Fu'n

Stetige Fu'n sind messbar.
Siehe Beweis 29 (Anhang)

5.5 Bemerkung: Maéglichk’n im mbaren Vraum

M ist R-Vraum und fiir f, g € M sind
f-g, |f], min{g} und, falls g # 0 f.ii. auch %
Siehe Beweis 30 (Anhang)

5.6 Messbarkeit und Integrierbarkeit

Fiir f : R” — R sind dquivalent:
a) feLl!
b) f messbar und |f| € £!

c¢) f messbar und 3g € £, |f| < g

Siehe Beweis 31 (Anhang)

5.7 Satz: mbark’ pw. Limes

(fi))CM, fj—fli.=feM
(Punktweise limes mbarer Fu'n (f.ii.) ist mbar.)
Siehe Beweis 32 (Anhang)

5.8 Satz: Lebesgue-mbar

M C R™ (Lebesgue-)mbar. < 1) messbar.
Siehe Beweis 33 (Anhang)

5.9 Satz: Lebesgue-mbaren Fu’'n auf o-Algebra

Die Lebesgue-mbaren Mengen in R™ bilden eine o-Algebra.
Siehe Beweis 34 (Anhang)

1y, falls M intbar
Lebesgque-Mafs: fiir M C R™ mbar: A\(M) :=

oo , sonst

5.10 Satz: Lebesgue-MaB additiv

Das Lebesgue-Maf ist o-additiv,

d.h. fiir mbare und bis auf Nullmengen disjunkte Mengen M; (j € N) gilt:

A(U Mj) = 2. A(Mj)
JEN JEN
Siehe Beweis 35 (Anhang)
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5.11 Folgerung: Vereinigung/Durchschnitt mbarer Mengen

Sei M; mbar (j € N)
a) VjeN: Mj C Mj+1 = )\( U Mj) = sup)\(Mj) (E (0,00))

jEN jeN
b) Wj €N M; D Myyn, A(ML) < 00 = M) M) = infA(M;) (€ [0,00))
JEN J

Siehe Beweis 36 (Anhang)

5.12 Bemerkung: MaB/Nullmenge/intbark.

M C R™ Nullmenge < M int.bar, A(M) =0
Siehe Beweis 37 (Anhang)

5.13 Satz: Nullm.-Aquivalenz

Fir M C R” sind dquivalent:

a) M ist Lebesgue-Nullmenge geméfl FF-Def.

b) M mbar (intbar), A(M) =0

c) Ve > 03U, C R™ offen, M C U, AN(U:) < ¢

d) Ve > 03 Quader(Qi)ien, M C U Q1, Y- AMQ1) <e

leN leN
Siehe Beweis 38 (Anhang)

5.14 Satz: Tonelli, auch: Fubini-Tonelli

Sei f: R™ x R™ = R™*™ — R mbar.

Dann sind dquivalent:
a) fe LR R)
b) [([ |f(z,y)|dz)dy ex.

Rn R™
c) [ ([ |f(z,y)|dy)dz ex.
[an |R7L
Falls a)-c) dquivalent erfiillt, so gilt:

[Rf+ f@,y)d(z,y) :an (R[n(f(fv,y)dx)dy Z[R[n (R[l(f(fﬂ,y)dy)dfc
entsprechend fiir |f|. (Satz v. Fubini)

Siehe Beweis 39 (Anhang)

6 Ausblick auf I.’-Raume
6.1 Definition: £?

Sei Q C R offen, p Lebesgue-Majs auf R™.
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6.2

6.3

6.4

6.5

a) Man setzt £F(Q) :={f: Q= R||f[? € LY(Q)} fir 1 <p < o0
1

und ||f]lp := ([ | f|P)? Dies def. eine Seminorm auf £P(£2)

Q

(misglichs ||}, = 0, / #0)

Nicht trivial: Dreiecksungleichung, beruht auf Hoélder- bzw. Minkowski-Ungl.
b) Sei weiter N :={f : Q — IR}f =0 fa.} (CLP(Q)

Und LP(Q2) = LP(Q2) \ V. Elemente von LP(f2) sind also Funktionsklassen f,

wobei

ferr(@) ud f={ge LrQg—f e N} = {g € LP(Q)|g = f frir}

Die Verkiipfung f +g:= f+g, Af=Af sind wohldef.

Weiter auch ||f||, := || f||, wohldef. und ist eine Norm auf LP(£2)

Also (LP(92),]|.||p) norm. Raum.

Haufig: Keine strenge Unterscheidung zwischen £P(€2) und LP(2), kein Strich

unter f, Schreibweise ,, f € LP(Q2)“

Benutzt wurde 6.2

Bemerkung: f =0< [|f[P=0

VieP(Q): [|fIP=0 < f=0fii.
Q
Siehe Beweis 40 (Anhang)

Definition/Bemerkung: esssup() und L

LX) :={f:Q— [R’f mbar und 3C € R: |f| < C f.ii.}

Fiir f € £2°(9) setze ||f||s := esssup(f) := inf{c € R||f| < C f.ii.}
Es gilt | f| < || f]loo f-ii. fiir € L(Q)

Siehe Beweis 41 (Anhang)

Lemma: Cauchy-Folge und Seminorm

Sei p € [1,00] und (f;) C LP(Q) Cauchy-Folge bzgl. der ||.||,-Seminorm
a) Dann ex. ein f € £P(Q) mit |[f; — f||l, — O
] — o0
b) Im Fall p € [1,00) ex. eine Teilfolge (f,;)) C (f;) mit f ;) — f ..
c) Im Fall p = oo gilt f; — f glm. ausserh. einer Nullmenge

Siehe Beweis 42 (Anhang)

Satz: Fischer-Riesz

Fiir p[1, oo] ist LP(Q2) vollstéindig, also ein Banachraum.
Siehe Beweis 43 (Anhang)
Fiir Quantenmechanik speziell wichtig:

L?(R3,C) bzw. L2(R3,C)

Mit (Semi-)Norm || f]|2 := ([ |f|?)/?, wird erzeugt von Skpr.
R
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< f7g>:: f?g7
R3
(L2, <,>) ist Hilbertraum (Vektorr. m. Skpr, mit erz. Norm vollst.)
Fiir Wellenfun ¥(¢,z) : [ |¥(¢,z)]*dz = 1.
R3

Mehr: Reed/Simon - Modern Methods of Math. Physics
Bemerkung:

Sei H separabler Hilbertraum (d.h. es ex. abz’bare dichte Teilmenge).

1) Dann ex. ,ONB* (Orthonormalbasis), (un)nen, < ui,uj >= d;;

mit Vo € H : wzz<un,x>un
neN

verall. Fourier-Reihe

N
(zu verstehe als || > < up,x > u, —x|la — 0)
n—1 N — o0

2) [lz]l3 = X | < un,z > [?
neN

Man hat also Abb.
LiH Sz (< up, @ >)nen € 12 = {(a;)jen € CV| Y |aj|* < oo}
J

die isometrisch ist.

6.6 Satz: Fischer-Riesz in der Theorie der Fourierreihen

¢ ist surjektiv, also Isom.

Also: jeder Separ. Hilbertraum isomorph zu [?

Die jeweilige Basis on (u,,) ist dem quantenmechanischen Problem angepasst
(Eigenfu’'n d. Hamolton-Operators, Drehimpuls-Operator etc.)

Beispiel: Kugelflichenfu'n (Y;,,(60, »)) € £2(S?,C) Oberflichenintegral

S? Einheitssphiire in R3)

Kosmische Hintergrundstrahlung: R

Intensitét (0, ¢), Entwicklung nach den Y} ,,,
Mittelung iiber ¢ : 7(0) ~ > ¢;v(0)

\

7 Faltung und Gldttung T
7.1 Def/Satz: Faltung

Sei f,g € L! (= L'(R",R)
Dann ex. (f *g)(z) == [ f(z —y)g(y)dy fiir fa. x
Die dadurch def. Fu f f ng ist in £
a) [f+g=([f)-(J9)
b) ([ =gl < |Ifll1 - [lgll
¢) frg=gx*fLi
d) Die Faltung von £' x £! — L' : (f,g) + f * g ist bilinear

Siehe Beweis 44 (Anhang)
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7.2

7.3

7.4

Satz: ,,6-Scharen*

Sei Vel [U=1

U, =(z):=4U(Z), r>0
Dann Vr > 0 : f\Il Ydz =1
Dann gilt auch

a) Ve LY : || U, x f — f|l1 — 0
r—0

o(z—y) X 1
b) Vf € BCY(R™,C) (beschr. & st.): U, * f — f pw. iiberall.
——

entspr. zu lesen
sogar fiir alle x def.

Die ¥, bilden ,,6-Schar*, speziell (¥, = f)(0) — f(0)
Physik: [Wp(x —y)f(y)dy, [o(z —y)f(y)dy = f(2)
Siehe Beweis 45 (Anhang)

Bemerkung:

Faltung geht auch fitr f € £1, g € £7, ||f = gll, < |1l - llglly

Definition: Funktionenfamilie und Glattungsschar

Sei j € BC*°(R",R) N L' mit [ j =1 und so dass
Va € NI : 9% = (91...99%)j € BC™(R",R)
(Ableitungen aller Ordnungenbeschr.)

Dann heifit die Funktionenfamilie {j,}r>o,

Jr(x) == rn]( ) die von j erzeugte ,, Glittungsschar*.

Beispiel: A
1
-~ e VI |zl < 1 A

1. Friedrichsche Gliattung: j(x) := ’ S — <>
0 sonst

j(@) = P (€ CR(R™R), supp(j) = By, (0, 1))

2. j(x) := \/lerne*”“’"”%/2 (GauB-Glocke)

Satz: Glattung

Sei {jr}r>0 Glittungsschar zuj un fiir f € ﬁl r>0.
Sei Jpf = jrx [, also (1 f)(x f Jr(z — (y)dy sogar fiir alle x. Dann

a) Jp: LY — L1 f s J.f ist linear und stetig (bzgl ||.||1)
(L' = LY, e Jof)
Also Jp € LeLL LY) - ([efll < (el - [1£1]1)

b) J.f € C*®
) |[Jrf = fllh — 0
r—0

Siehe Beweis 46 (Anhang)

Bemerkung:
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Falls j € C2° (z.B. Friedrichsche Glattungsschar)
so gilt fiir fe LV (1 <p<oo):||Jrf— fllp HOO
r—

7.5 Folgerung: Dichtheit

C c L' ist dicht bezgl. [|.]]1
Siehe Beweis 47 (Anhang)
Bemerkung: 7.5 gilt auch fiir £P, 1 < p < 00, nicht fiir p = oo

K

A

—

y

8 Fouriertransformation
8.1 Def/Bemerkung: Fourtransformierte wohld.&st.

Fiir f € LY(R™,C) ist die Fourtransformierte f def. durch:
F) i= ke [ e f(a)dy(w € RY)
R

a) f ist wohldef., stetig und beschr. Es gilt || f|co < ﬁ”ﬂ‘l
b) Es gilt im Allg. nicht: f € £

Siehe Beweis 48 (Anhang)

Fourier-Reihen: f(z) ~ Y cpe®
keH

8.2 Folgerung: Abb. linear&st.

Sei BCO(R",C) := {g: R" — C|g st, beschr.} mit der sup-Norm ||. ||
Die Abb. (LL,||.|l1) > f = f € (BC°(R",C),||.||c) ist linear und st.

8.3 Satz: Eignv. f+— f

Seien f,g € £}
a) Va € R™: f(x — a)(w) = e <> f(w)
b) Frglw)=v2r" - f(w)-§(w)
c) Falls H:Cl|i|1f_r>1oO |f(z)| =0 und 0;f ex.
1£d o;f € COAD L fiir ein j € {0, ...,n}, so gilt:
9 f(w) =iwf(w) (weR")

d) Falls z + x; - f(x) € L' fiir ein j € {1,...,n}, so ex. d; f ist st. und

—

wj-f=i-0;f
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e) fgeL', [fa=[1f3
Siehe Beweis 49 (Anhang)

8.4 Schwartz-Raum der schnell fallenden Fu’'n

Sei § := {f € C>(R",R)|Va, B € Ni (Multiind.) : |2B-0% f(x)| beschr. als Fu. von x}
(Hier: 27 = 2" a9 = ot - o5m)
Beispiel:

a) f(z):=e 172 oder f(x) := p(z)e~I*Il2 Polynomfunktion in n Variabeln.

b) f e C(R",R)

8.5 Folgerung:
a) Vfe SYaeNj :2%-g€ S, 0°feS
b) Vp € [1,00) : § C LP Unterraum
Q) VfeS:fel®, VaeNi:0f = (—i)lolaa. f(x)
d) Vf € SVa € N : 0°f (w) = (iw)* f(w)
Siehe Beweis 50 (Anhang)

8.6 Folgerung

fesS = fes
Siehe Beweis 51 (Anhang)

8.7 Satz: Riemann-Lebesgue

veell: |f(w) — 0
||w[| = o0

Siehe Beweis 52 (Anhang)

Notation: y
Fiir f € £ und 2 € R" sei f(z) := ﬁ [ et<we> f(w)dw

8.8 Satz: Fourier-Umkehrformel

Sei f € £, so dass auch f € £}

Dann f = (f)V f.ii., und f = (f)V falls f stetig.
Siehe Beweis 53 (Anhang)

8.9 Folgerung

. v
Die Abb. Fs:S8 <>, f — f ist ein Isom. mit Inverser f — f.

Siehe Beweis 54 (Anhang)
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8.10 Bemerkung

VfeS (LR, C)): [|fll2 = [IFs(F)ll2

Siehe Beweis 55 (Anhang)

8.11 Satz: Plancherel

a) Fs hat eindeutige Fortsetzung F : ,CinLQQ (modulo Nullm).
und F ist unitir (Isom. bzgl. ||.||2) und Isom. in L?

by ScL? ScLl=8ScLing?cr?
Firr f € £ N L2 ist Ff = f, f—lfzjvff.u.

Siehe Beweis 56 (Anhang)

9 Riemann-, uneigentliches Riemann- und Lebesgue-Integral

Notation:

9.1

9.2

9.3

Rla,b]: Riemann-intb. Fu'n auf [a, b]
UR: Uneigentlich-Riemann-intb. Fu'n auf R

f: triviale Fortsetzung von f auf ganz R (durch 0)
L' = L1(R,R), Schreibweise: R— [, UR— [, L— [

Satz

~ b ~
fER[ab=fel, R—[flx)dv=L—[f
a R
Siehe Beweis 57 (Anhang)

Satz

Sei f: R — R und fiir alle a,b € R, a < b sei fljqy € R[a,b]

Dann |f| € LY(R,R) < |f| € UR

Falls beide Seiten der Aqu. erfiillt, sind, so gilt auch f € £, f €UR, und £ — [f=
UR- [

Siehe Beweis 58 (Anhang) Bemerkung: Analog fiir UR auf [0,00), [0, 1) etc.

Rla,b) ¢ L'NUR

Bemerkung

fe El(ﬂ%,ﬂ%)?;f cUR
Gegenbeispiel zu ,=“: Setze f := 1q, dann auch fiir a,b € R, a <b: f|, ¢ Rla,b]

Gegenbeispiel zu ,<*“: f(x) := sin(e) " feUR,|f|¢UR

x

Nicht |f| € £ nach 9.2, also auch nicht f € £!




10 Fourier-Reihen Analysis 4 17 - 64

9.4 Satz: Lebesgueaches Integralibitatskriterium

Sei f :[a,b] - R. Dann
f € Rla,b] < f ist beschr. und f.ii. stetig, (d.h. es ex. Nullmenge N C |a, ], sodass
Vz € [a,b] \ N : f stetig bei x)

10 Fourier-Reihen

Grundidee: f(z) = ¢y - e

(Darstellung (Appro];.) von Fu'n durch trigonometr. Polynome/Reihen)
Besonders geeignet falls f 2m-periodisch

Grund fiir dieses Fu’system: e’** bzw. cos(kz), sin(kzx) sind Eigenfu'n
6% bzw. (%)%.B.(%)%cos(kx)) = —k? cos(kx), (a%)Q(eikz) = K2tk

10.1 Definition/Bemerkung

a) L*([0,27],C) ist mit dem unitéiren Produkt
2r
< f,9>= [ [(x)g(x)dx

0
ein unitdrer Raum (Existenz des Integrals nicht triviall)

Entspr. £2(]0,27], C) Semi-normierter Raummit Skpr.
2T

< f,g>= [ f(z)g(z)dz
0

Unterscheide manchmal nicht zischen £2 und L?

b) Die ¢i(z) := \/%e““, k € Z bilden ein ONS (Orthonormalsystem) in £2 :=

£2([0,27],C)
c¢) Fiir f € £2 und k € Z sei
~ 27.(- .
fe =< p, [ >= \/% / e~ f(z)dx (k-ter Fourierkoeffizient von f)
0
Falls f reellwertig, so Vk € 7 : f_k = fk

Siehe Beweis 59 (Anhang)

10.2 Folgerung

k
Fiir k € No sei Fy, := spanc{g;|lj| <k} ={ > cjpjlc; €C, j=—k, ...k}
j=—k

a) dimcFy, =2k +1
b) L2=Fo F < orthog. Komplement
—

unendl dim.

c) Die orthog. Projektion
pry, : L? —> Fy, auf Fj ist geg. durch

prif = Z < @j,p>-p;= Z f]‘P]
erfl2 Hsz—HPkaHzJFHf p?“kaz
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d) Vfer?: S |fi]? konv.,

S |fel? < |IF113 (Besselsche Ungleichung)

k=—o00

Siehe Beweis 60 (Anhang)

10.3 Bemerkung

Die Aussagen 10.2a)-d) gelten fiir jedes ONS{¢);};ez in £2, z.B. auch fiir 1; := ¢a;

10.4 Bemerkung

Fiir f € £? und ein ONS {¢;};cz und die entspr. prif (k € No) wie in 10.2 gilt:
lpref = fllz = 0& [lprfll3 — [IfI53
— koo

k X
= > 1P
j=—k

Mit f; Fourier-Koeff. bzgl. {1;};ez
Beweis klar nach 10.2d)

10.5 Definition

Sei {wj}jgz ein ONS.
{®;}jez heit vollstindiges ONS oder ONB (Orthonormalbasis) oder Hilbert-Basis
svfel?: | prr f—fl2 — 0
~—~ k— o
zu {95}
) R 27
Gleichbedeutend: |fj|2 =1fl3 = / |f () dx
j 0

j=—00

10.6 Satz

Fiir ein ONS {4} e sind dquiv. (J: abz. unendliche Indexmenge):
i) {1} es ist vollstandig
ii) span{t;}jes = L£* (Abschluss bzgl. ||.||2)
(Erinnerung: span{i;}jcs = {3 ¢;v;|I C J endlich})
Jel

iii) feL? VjeJ: <y, f>=0= f=0(Im Sinne von L2, also f =0 f.ii.)

) Ve L2 |IfIE = 1% =<y, f > (Parsevalsche Gleichung)
Jjel

Siehe Beweis 61 (Anhang)

Betr. jetzt wieder pp(z) = \/%e“m (keZ)

10.7 Bemerkung

Sei f € €'([0,27],C), f(0)= f(27)
Dann Vk € Z = (f');, = ikfi
(Differentiation wirkt ,aufrauhend, Integration ,glattend®)

Siehe Beweis 62 (Anhang)
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10.8 Bemerkung

Seien [a,b] C [0,27], a <bund f =1,y

Dann gilt fiir f die Parsevalsche Gleichung: ||f||3 = 3 | Ful?
kezZ
Siehe Beweis 63 (Anhang)

10.9 Satz

Die ¢y (k € Z) bilden ein vollstindiges ONS (in £2([0, 27], C))
Siehe Beweis 64 (Anhang)

10.10 Satz

Sei f € C'([0,27],C), f(0) = f(2m)
Dann ||pri.f — fllec — 0
k—0

Siehe Beweis 65 (Anhang)

11 Beispiele zur Losung einfacher PDE (partielle DGL) durch

Fourier-Ansatz

Allgemeine Situation:
e QCR"
e Differentialoperator L (z.B. L = A, Laplace-Operator)
e PDE, etwa Lu =0, us = Lu,uy = Lu
in 2 bzw. in (0,00) x 2 bzw. R x €2
+ Randbedingungen (z.B. u(t,z) =0 VYt >0, x € 9Q)
e Hilbert-Basis {¢y }ren von L2(Q) aus Eigenfu’ von L.
(Inklusive Randbed. R, L = Lg)
Beispiel:
Q =[0,27)?,
Omn = %sin(ma}) sin(ny), ©mnloa =0
Apmn = _(m2 + nz)gpmna
©mn sind Eigenfu'n von Ap (Dirichlet-Laplace-Op) auf €2
Losungsansatz fiir PDE in der Form u(t,z) = > ag(t) pr(z)
k N
zeitabh.
bzw. ui(z) = - k()
i
Ergibt notw. Bed’n fiir die oy,

Im zeitabh. Fall: Entkoppeltes System von der ODE (gew. DGL) fiir die ay.

Bei nichtlinearen Gleichungen: Nichtlineare, gekoppelte DGL fiir die ay,
unendlich viele k.

Abschneidung fiihrt auf ODE. (z.B. Lorenz-System)

Losung des PDE als Fourierreihe (mit zeitabh. Koeffiz.)
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Fragen:
e Konvergenz in L7

e Konvergenz gegen stetig differenzierbare C*-Fu?

e typisch: Majorisierung von oy (t)pr (), Y ax(t)r(x), > ar(t)¢)(z) etc. durch
konvergente Zahlenreihen

Beispiel:

fiir (zunéchst formale) Losung der Wirmeleitungsgleichung:
Up = Ugy, >0, x€][0,7],

u(0,z) = f(z) :=sin(z) + 2sin(3x), = € [0,7].
Randbedingung: U(t,0) = U(t,7) =0 Vt >0

Ansatz: u(t,z) = aq(t) sin(x) + as(t) sin(3z)

Anfangbed. = «(0) =1, «a3(0) =2

Einsetzen in PDE: & () sin(z) +as3(t) sin(3x) = —a (t) sin(z) —9as sin(3z) (f(x) =
S gt pop(x) = e o =< g, f>)

Koeffizientenvergleich: &4 (t) = —ai(t), as(t) = —9as(t)

Losung: a1(t) = et az(t) = 2=

(Formale) Losung des PDE: u(t,z) = e tsin(z) + 2e~ " sin(3x)

(deses w ist C*°, 16st das Anfangs-Randwert-Problem)

Allgemeiner:
»Anfangswert u(0,z) = f(z) = 3. bpsin(kx) € L2([0,7],R), (b) € I?
keN
Ansatz u(t,z) = Y agsin(kz) fihrt zur formalen Losung:
keN
u(t,z) = Y bre F*tsin(kx)
keN

Konvergenzeigenschaften:

Konvergenzeigenschaften hiangen von (by) ab. Man kann zeigen:

u ist C*° auf (0, 00) x [0, 7].

Konvergenz der Reihe in ¢ = 0, Stetigkeit von u bei ¢t = 0 abhéngig von (by), erfiillt
falls > |bg| < oo.

Um Konvergenz der zunéichst formalen Reihen und deren Ableitungen nach t,x zu

untersuchen, ist hilfreich:

11.1 Satz

Sei M C R" offen. (auch abg. Quader, Kugeln etc. moglich), k € Ny
und (u;) C C*(M,R), uj — u* lokal glm. in M.
lokal glm: zu jedem Pkt. zg € M ex. Umg. von xg in M, auf der die Konv. glm. ist.

a) Dann u* stetig

b) Falls fur alle Multiindizes o, || < k:
(0%u;) lokal glm. konv. in M, so gilt:
u* € CF(M,R),

0% = lim 0%u; fiir alle o mit o < k&
j—00
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Siehe Beweis 66 (Anhang)

Um Satz 11.1 zum Nachweis von Glattheitseigenschaften formaler Losungen u(t, x) = Y ax(t)or(z),

k
braucht man Majoranten fiir die Reihen Y du.(t)r(z), > on(t)¢) () ete.
k k
Diese Reihen enthalten die Fourier-Koeffizienten des , Anfangswertes“. u(0,2) = f(x) =
%ak(O)SO(x)'
11.2 Satz
Sei f € ‘62([0727‘-]7 (D)a f ch@k) Sok( ) \/%eika: (k € Z)
mzt

fecr fiiremrzl

Dann gilt: und f9)(0) = f@)(2n), » = || < ”f‘k‘)um V2m, |col < 1f]loo
j=0,1,..,r—1

Siehe Beweis 67 (Anhang)

11.2.1 Varianten maoglich

Falls z.B. f eine reine ,, Sinus-Entwicklung* hat,

f(z) = > bgsin(kz) auf [0, 7], dann
kGD\I

=2 ff sin(kx)d
1 s
= 2{ [k cos(ka) (@) +} ] cos(he) f(x)dr)
0
=0, da f(0)=f(w)=0
1 . -
= 2}{ [ sin(ko)f/@IF —}
=0,auch bei f'(0)#f'(r)
k] < 22 1]
falls alle gerade Ableitungen f),j € 2Ny bei 0 und 7 verschwinden, j €
{0,1,...,7 — 1} N 2No.

sin(kzx) f/(x)dx = ...

O—x

11.2.2 Beispiele

(1) ug = ugy auf [0,27] (lin. Ndhrung d. Gl. d. schwingender Saite)

{ u(0,2) = f(x) t
u(0,2) = 0 | = B
f(x) =3 cppr(z), (2.B. pr(z) = \/1276”“)

Ansatz: u(t,z) = Zak() () fithrt auf > apor(z) = 3 ar(t)(—k?)or(x),
) =

o (t) = —k* oy (t ), (0

Losung: ag(t) = ¢ cos(kt)

Formale Losung: u(t,z) = Y ag cos(kt)pr(z) (*)
k

Bemerkung;:
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(2)

Die ,, Einspannbedingung® u(t,0) = u(t,27) = 0 V¢t € R wird hier nicht

unbedingt erfiillt, auch nicht, wenn f(0) = f(2m) = 0.
f(x)

Fiir f der Form 7 T X (vgl. Ubung)

ergibt sich Losung:
[ee]

u(t,x) =% — > m cos((2k + 1)t) cos((2k + 1)z) (1)
k=0

Andere Entwicklung: f(2z) = ioz opsin(kz) (x € [0,7]), also f(z) =

k=1
o0
> ok sm(%x) fithrt auf formale Lsg.
k=1

u(t,x) = io: cos(5t)opsin(%) (2)

(diese erfiillt auch die Einspannungsbedingung u(¢,0) = u(t,2m) =
0vt € R)

Sowohl (1) wie auch (2) definieren st. Fu'n

(Majorante: m fiir (1), bei (2) dhnlich)

u(t,0) = u(t,2m) = T — ki_ojl s cos((2k + 1)1) = £(1)

u(t,0) = (¢,2m) =0
u, 0 verschieden, beide ,,LLosungen®.
Veranschaulichung in C%([0, 27],R) := X

U :={g € X|g(0) = g(2r) = 0} (Unterraum der Kodim. 2)
direkter Summand wird z.B. aufgespannt von den Fu'n 1, = oder

von cos(z), cos(2z)

ﬂiﬁi?rf”mma"d U ={g € X|g(0) = g(27) = 0}

Konstruktion von U:

Approx. von f durch Partialsummen f,,
die nicht in U liegen.
t — Upy(t,*) € X verlaufen nichtin U

Konstruktion von: {7 _
Approx. ... fn ,diein U liegen, "Lésungskurven" verlaufen in U.

Man sieht: Fourier-Entwicklung sollte Orthogonalsystem von Fu’'n
benutzen, die eventuelle Randbed. erfiillen.

(Genauer Fu'raum, in dem das Anfangs-RWP betrachtet wird, ist
wichtig.)

U = Ugg, u(t,0) =u(t,7)=0

(x €10,7], t €R)

u(0,2) = f(x) = z(m — x)

uy(0,2) =0 m2/4

f(z) = § b, sin(kx)

k=l ol w2z m
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21\1\3

f x)dx
0
k=2l

Also f(z) = > W sin((21 4+ 1)z) =
1=0 Jk=204+1,1>0

o0

Formale Losung: u(t,z) = > ﬁ cos((20 + 1)t)sin((20 + 1)x)
=0

e O

w ist C! (Majorante: ~ 2l+1
Kann nicht C? sein: u(t,0) = 0Vt impliziert wu(t,0) = uze(t,0) = OVt
Uz (0,0) = f(0) = —

3) Ut = Ugg, U(ny) - f(x), u(ta 0) = u(t’ﬂ-) =0
u(t, ) = ag(t) sin(kx)

ai(t) = —kay(t),

DGL fiir die Fourierkoeft.: 0 k=2
ai(0) = A
w Hk=20+1,12>0

Formale Losung: u(t, z) = 120 We_(ﬂ“)gt sin((20 + 1)x)

u istC* auf (0, 00) x [0, 7]:

(folgt daraus, dass S(21 + 1)~ @+ kony. fiir j € No, ¢ > 0)
l

u ist stetig auf [0, 00) X [0 |

(folgt daraus, dass Z CESE +1 5 konv) Ay

u erfiillt nicht DGL bel t=0:
Wiire u¢(0,0) = 0 wegen Randed., u,,(0) = f”(0) = —

2 .
4) Au=0in B := {(z,y) € R?]2? + y? < 1} X
u(cos(p),sin(p)) = f(p), f:10,27] =R, f(0) = f(2n)

flo) =%+ k§1 a, cos(ky) + by sin(kep)

Upr + %vr + T%vw, =0 (A in Polar — Koord.)
v(1,¢) = f(p)
Formale Lésung: v(r, ) = % + > r¥(ay, cos(ky) + b sin(kep))

k=1

vpr = Sk — 1)),
Lo, =3 k-rF72(L), > =0
:21’@0@ = 2 (=k*)rh ()

v ist in BC™ (Alle Reihen der Form 3 k7%, j € Ng konv., fals 7 < 1).
k=1
(Stetigkeit, Dbarkeit am Rand hidngt von f ab und vom Abfallverhalten

der ag, by)

u Losg. < v(r, 1) := u(rcos(y), rsin(y)) :

5) Schwingende Membran
Up = Auin Q = [0,7)?
wauf 0Q, u(0,z,y) = f(x,y)
ut(0,z,y) =0, Yo,y € Q
Omn(x,y) = sin(mz) sin(ny)
(Eigenfu'n von Ap auf Q, Ewert—(m? + n?))
Entwicklung von f:  f(x,y) = Y. ¢mn sin(ma) sin(ny),

m,n
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Cmn = 4% [ [ f(z) sin(mz) sin(ny)dzdy
00
Formale Losung: u(t, z) = > ¢mp cos(vVm? + n?t) sin(ma) sin(ny)
m,n
Konvergenz, Glattheit abhéingig von ¢, und damit von f.

6) Fiir Bodensee:
Numerische Eigenfu’ ¢;, EW A; (von A)
Losungen: ) ¢; cos(y/|A\j[t)e;(x,y, 2)

Aj: Oszillatorfrequenz, eine davon hat Periode ~ 15min.

(entspr. dem ,, Konstanzer Wasserwunder“ (ca 1400))

11.3 Bemerkung

Fourier-Ansatz ,funktioniert® auch mit der Fourier-Transf. analog zur Fourier-
Entw.
Beispiel:
Angenommen, u erfiillt auf (0,00) x R die Warmeleitungsgl.
Ut = Uga, u(0,2) = up(x)
(Fozgl. & var.(we))(w) = & (Fu) (w)
——

=w(t,w)

= (F(ga))(w) = (iw)*(Fu)(w) = —w? (Fu)(w)

%v(t,w) = —w?v(t,w) (,Entkopplung®)
v(0,w) = (Fup)(w) =: vo(w)

v(t,w) = e yo(w)
. _@—y)?
Umkehrtransf.: u(t,z) = (v(t,*))"(x) = %ﬂ [ e vp(w) dw = ... = im [e 3 ug(y)dy
R —~— - R
=4 (w

(Bekannter Losungsansatz)

12 DGLen zweiter Ordnung, Orthog’tiat bzgl. Gewichtsfu’

Sei I C R Intervall, p € CY(I,R), q,p € C°(I,R) (p: Gewichtsfunktion)
Betr. DGLen der Form

1) (p,y) —qu+Apy=0 (A €R) (auf I) mit homogenen (linearen) Randbed. ®
z.B. ay + fxr = 0 am Rand mit gewissen Zahlen o, 8 € R
oder y(a) =0, y'(b) =0, falls I = [a, b] etc.
Ausgeschrieben: p/(z)y/ () + p(z)y"(z) — q(z)y(z) + Ap(x)y(z) = 0

Definition: L : C*(I,R) — C°(I,R)

Ly:=(py") —qy
): Ly+ =0

Dann hat 1) die Form (SL) M) vy (Sturm-Liouville- Eigenwertproblem)
+®

e Nicht-triviale Losungen heiflen Figenfuunktionen der Randwertaufgabe / von (SL)

e ) € R zu denen solche ex., heiflen Eigenwerte von (SL)
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12.1 Bemerkung

EFu'n zu verschiedenen EW ) von (SL) sind orthogonal in £2(I, p),
falls ® den Beweis unten richtig machen.
Siehe Beweis 68 (Anhang)

12.2 Beispiele zu Gleichungen der Form (py') — qy + \py =0

a) Hermit-Polynome H, sind Losung der Gleichung
e 7y —e Ty +neTy=0
I=R, g=0, p=0Dbei oo (vgl. Blatt 9 und 12)
b) Laguerre Polynome L, sind Losung der Gl
zy" +(1—a2)y +ny=0
I =(0,00), ¢g=0, p=0bei0, o0
c) Legendre Polynome P, sin Losung der Gl.
(1 —22)y" —2xy' + (n+ )ny =0
I=[-1,1], p=0 beixl p=1
d) Tschebyscheff Polynome T, sind Losung d. GL
— 2. _ = / n? _
1 -z \/lf:EQy +\/lfx2y70
p=0 (¢ I=(-11)

13 Sobolev Raume
13.1 Bemerkung

Q C R" offen, u € CY(Q, R), ¢ € C(Q,R)
Vk=1,...,n: [(Onu)pdr =— [udy, pdz
Q
Allgemeiner: falls v € C*(€,R), « Multiindex, |a| < k
= [ (0%) @dr= (-1 [w(0¥pdx
Q Q

Oz 032 .05
13.2 Definition: schwache oder Distributions-Ableitung

Sei u € L2(Q2), v € L2(Q) und 2 C R" offen.
Dann ist v die schwache Ableitung nach xp (k=1,...,n)

s [ v wdr = — [ 0y, odx Vo € C(Q,R)
& Dyu, nicht Standard

Ist Allgemein « ein Multiindex, so definieren wir D%u = v, falls
[vpdr = (—1)1° [up®pdr Ve € CZ(Q)
Q Q

13.3 Bemerkung

Die Distributionsableitung Du ist modulo Nullmengen eindeutig, d.h.

erfiillen v, ¥ € £2? die Gleichung Jvp=—[udy o= [vp, VoeCT
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= [(v—D0)p =0 Vp € C®, daC® dicht in L2 =< v —3|f >=0Vf € L

llv="0|la=0 = v=0fi.

13.4 Definition: Sobolev-Raume

H%(Q) := {u € L2()|Va Multiindex mit |a| < k ex. schw. Abl.D"u € L*}

Vu,v € HY i< ufv >y i=<ulv >p2 + Y < DD >
0< || <k

= (fullm, = /< ulu S5, = \/HUch + Y|P 2,

Fir k=1: H' = {u € £L?|Vk =1, ...,n3 schwache Abl Dyu € L*}

<ulv >pi=<ulv >z + > < Dru|Drv >p2
k=1
lull g = [JullZe + 3 [[Drul 72

< ——
Problem: DGLn mit Randwert-Vorgabe: I
Problem mit 052 ist A-Nullmenge /_\
In=0 A ulpa=0 =
Ansatz: H} = C(,R)

HY(Q)

13.5 Dirichlet-Prinzip

—Au+g(u)=0 in Q uinl?(R",R)
u ist kritischer Punkt von E(u) := [ 1 (Vu)? +G(u)dz
Q S——
<Ou|Ou>=—<u|0%u>
J(Vu)?=— [uAu

(mit G’ = g) E
Suche kritische Punkte: 0 = L E(u + ep) in HY Vo € C®

de
Bilde min(min(m?x(E(’y(t))))) =c*
y
Dies ist kritischer Wert von E:
dh. Ju € HY|E(u) =c*, E'(u) >0

13.6 Bemerkung

HF ist nur spezieller Sololev-Raum (analog £2 als Spezialfall des £P)
Allgemein: WPP = {f € £P|3  D°f € LP Y|a| <k}
~—~—

im schw Sinne

1 llwr = (32 [1DfIlz0)

&
Q

laf<k
= W2k = gk
_bA
X 0
13.7 Bemerkung C
0 9 y
Lo
N O o
a) Sololev’scher Einbettungssatz Distribution

k>1+% = WrkQ) ccl(Q), QCR”
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b) Satz von Meyers und Serrim:

Wk
Wrt = {uect ¥ [lovul<oo} = {ue CHllullws < o0}
|a| <k Q2

Analog: £, = {u mb.|||u|l, < oo}, C(€) dicht in L,

14 WeierstraBB’sches Approximations-Satz
14.1 Definition

Sei k € {R,C}

a) Eine K-Algebra A ist ein K-Vraum mit Multiplikation ,,-“,
so, dass (A, +, ) ein RIng mit Eins-Element ,,1“ wird
und VA €K, f-geA: (Af)-g=AM[f-9)=1-(Ng)

b) (A,]||.]|) heiBt normierte Algebra, falls

1) (A,]|:||) normierter Vraum

2) |1ff=1
3) Vfge A |(lf-gll < Il llgll
Beispiel:

1) X Menge = (B(X,K),][|.||oc) ist normierte Algebra.
2) K™ mit K-Algebra mit Matrix-Multiplikation (—det(A)| = ||A||)

3) X kompakter top. Raum = |C(X, K) ist normierte Algebra, genauer Subalgebra
von B(X,K)

14.2 Lemma

Sei (B, ||.||) normierte K-Algebra, A C B Subalgebra
a) = A C B ist ebenfalls Subalgebra

b) Ist insbesondere B = B(X,R), X Menge, A C B abgeschlossene Subalgebra
=>VfeA: |[fle A
Vf,ge A |fl€e AN fVg € AN fAg €A
——

_ . =max(f(z),9(z)) =min(f(x),9(z))
Siehe Beweis 69 (Anhang)

14.3 Satz von Stone-Weierstall

Es sei X kompakter topolog. Raum. Dann ist jede punktsymmetrische Subalgebra
A C C(X,R) dicht in C(X,R).

Dabei heifit A punktetrennend < Vp,g€ X|p#q: 3f € Alf(p) # f(q)

Siehe Beweis 70 (Anhang)

Bemerkungen:
eInC: A C C(X,C) dicht, falls A C C(X,C) punktetrennend und
selbstadjungiert

dh. feA=FfecA
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e R[z] dicht in £2([a,b]), denn sei f € L2
ve > 03g € Cla, B[l - gllz < §

= dp € R[HS]’Hg—pHOO < 2\/%

2

= |lg —pll2 = p) dz <+\/(b—a)llg —pl%
a H/_/
<|lg—pll%
=Vb—allg—plle < §

= lf =pllz<lf =gll2+llg—pll2 <€
= Legendre Polynome P, sind VONS auf £2[-1,1], da span{Pj|l €
No} = Rz]

14.4 Korollar: WeierstraBB’scher Approximationassatz

R[z] ist dicht in C([a, b],R)

Siehe Beweis 71 (Anhang)

Anwenung von Stone-Weierstraf3: z.B. Vollstdndigkeit von Orthogonalsystemen in
L£3([a,b]) (z.B.)

vgl. z.B. Achiezer-Glasmann, Theorie der lin. Op. im Hilbertraum

Beispiel:

Legendre-Polynome Pj(z), [=0,1,2,...
(entstehen durch Orthogonalisierung von 1, z, 22, 23,... bzgl. des Skpr. auf

‘62([_1>1]7[R))7
1
< fog>= 7f1 f(@)g(z)dx

n
(Unt1 7= Unt1 — D < Unyr,uf > -uf, up, =
i=1
Siehe Beweis 72 (Anhang)

15 (Pra-)Hilbertraume
15.1 Erinnerung

Ein Skalarpr. (unitires Pr.) auf einem R (C)-VRaum
ist eine symmetr. , pos. def. Bilinearform < x,x >V xV — R, (v,w) —<
(hermitische) konjugiert linear
im 1. Argument
v,w >
<v,w >=<w,v >
<Av,w >= A< v, w >
<v,Aw >= A< v, w >

<wv,v>>0, fallsv#0

15.2 Bemerkung

Sei E ein VRaum iiber R oder C, <, > (unitédres Produkt) Skpr. auf E
Dann def. ||z|| :== /< &,z > eine Norm auf E und es gilt:
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| <z,y > <|lz|| - |lyl| (z,y € E) (Cauchy-Schwarz-Ungl.)
(E,||-]|) heifit dann Prd-Hilbertraum und Hilbertraum, falls (E, ||.||) vollst.

15.3 Bemerkung

Eine Norm ||.|| auf einen R oder C-VRaum E kommt von einem Skpr <, > genau

dann, wenn die Parallelogrammg].

Yo,y € B [l +yll? + [lo — yl* > 2]l + [ly]]?) gilt.

Siehe Beweis 73 (Anhang)
Beispiel:

N
1) C", <zw>= ) Zjwj
j=1

2) CU([0,11,C), < fg>i= g F(a)g(a)de

Orthogonalitit: Sei stets H Pra-Hilbertraum tiber K (K = R oder C)

15.4 Definition: orthogonalitat

a) zly & <z,y>=0

b) Fir ¢ # M C H : ML::{xGH’VmGM: xlm}

c) Fir M\NCH: MIN&Vme MVne N :

15.5 Satz von Pythagoras

vly = |lz+yll =l=[” + [yl

15.6 Bemerkung

a) MLN = span(M)Lspan(N)
b) M+ ist abg. Uraum von H.

Siehe Beweis 74 (Anhang)

15.7 Rieszsches Lemma

Sei U C H vollst. Unterraum, x € H

Dann Jyu € U : ||u — z|| = mingey ||t — z||

15.8 Folgerung: Projektionssatz

Sei U C H Uraum, x € H

Dann Jiu € Uut e Ut : z=u+u*
(Also H=U @ U"')

Siehe Beweis 75 (Anhang)

mln
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15.9 Folgerung

Sei H sogar Hilbertraum:
a) Fiir abg. Unterraum U C H ist (U+)t =U
b) Fiir M C H beliebig: (M*)* = span(M)
Insbesondere fiir den Uraum U C H: (Ut =TU

Siehe Beweis 76 (Anhang)

15.10 Definition/Bemerkung

Seien (E,|.|g), (F,|.|r) normierte Rdume
a) Lo(E,F):={T: E — F|T linear und stetig}
b) Fiir T': E — F linear gilt:
T stetig < T stetig bei 0 < Je > O0Vz € E - |Tz|p C c|z|g
Falls T stetig, so def. man ||T|| := SIGIE (|ITz|F)

X
lz|p<1

Es gilt dann:
i) Ve e B |Tx|p <||T|| - |z|g
ii) ||.|| ist Norm auf L.(E, F) (die von |.|g und |.|r induzierte Norm)

c) Falls F vollst. (also Banachr), so auch (L.(E, F), ||.||)

Siehe Beweis 77 (Anhang)

15.11 Definition: Dualraum

Fiir einen normierten K-Vraum (E, |.|g) sei
E*:={¢p: F— [K‘(p linear und stetig}
also E* = L.(E,K). Fiir p € E* ist
lpllz= = sup |p(x)].

€E

jal <1
Es ist (E*,||.||g+) Banachraum

15.12 Satz von Fréchy-Riesz / Rieszscher Darstellungssatz

Si H Hilbertraum. Dann:

Yoe H' iz e H: p=<ux,% >

Insbesondere |||+ = ||z||g (< 2,2 >2)

Anders ausgedriickt: Die Abb. L : (H,||.||g) — (H*,||.||a+)

T <X,%>
ist isometrisch, konjugiert linearer Isomorphismus (vor allem surjekiv)

Beispiel:
L%([0,27),C) =: H.
Yoe H*' 3 f €e H:

27
Vge H:p(g) = {f(X)g(fﬁ)dw
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Siehe Beweis 78 (Anhang)

Bemerkung:

Dualraum zu LP = L9, % + % =1,falls 1 <p< o
g € LP lisst sich identifizieren mit der Abb. L? > f +— [ f(z)g(z)dx
Hodler-Ungleichung: [[f - glly < ||f[p - llgllq

15.13 Definition

a) Seien E,F normierte Riume, T € L.(E, F). Man def. den dualen Operator T

T F* - E* durch Txp:=¢poT E >F
2oy |y
: o = 2
b) Falls H Hilbertraum, so ex. der konjugiert lineare Isom ¢ : H 3 z —< x,* >€ (;0)
K
H*

Fiir T € L.(H, H) ist nach a) der duale Operator T* : H* — H* def.
Er kann mittels ¢ auch als Element von L.(H, H) aufgefasst werden:
Tt := L 'oT*o L (zu T adjungierter Operator)

H H
L L
15.14 Bemerkung "
oL g
Fiir T € L.(H, H), TT wie oben gilt:
Ve,y € H:< x,Ty >=<Tlx,y >
Siehe Beweis 79 (Anhang)
15.15 Definition/Bemerkung
T € L.(H, H) heift selbstadjungiert, falls T =TT (Im Fall K = C: hermitisch)
Typ. Situation allerdungs: T nur auf Teilraum von H definiert bzgl. ||.||z unstetig.

15.16 Definition

Sei D(T) ¢ H Unterraum, 7' : D(T') — H linear (typischerweise unstetig)
T heiit symmetrisch < VYo, € D(T) : < p, T >=<Tp, ¢ >

15.17 Bemerkung/Definition

Sei D(T) C H dichter Unterraum, H Hilbertraum und

T:H D D(T) — H linear.

Man def. D(T"):={z € H|3y e H: Yz € D(T): <z,Tz >=<y,z >}
Fiir 2 € D(T") ist das entspr. y eindeutig; es wird als 77 (z) definiert.
D(TT) ¢ H ist Unterraum und 71 : D(T1) — H ist linear.

Siehe Beweis 80 (Anhang)
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15.18 Bemerkung/Definition

Sei T ,,dicht definiert* in H, d.h. D(T) C H dichter Unterraum.

Dann T symmetrisch < T C TT (als Teilmengen von H x H)

T heiBt selbstadjungiert (hermitisch), falls T = TV T = {(z,Tz)|z € D(T)} C
HxH

Siehe Beweis 81 (Anhang)
Beispiel:
T:=22 in H:=L*R,C)
D(T) := C(R, C) dicht in L3(R,C)
Yo € CY(R,C) N L2(R,C) mit ¢’ € L2(R,C) gilt:
Vi € D(T), supp(yp) C [a, b]:

b
<P, T >po= D{@(w)(Tﬂf)(x)dl‘ = [ @) ()¢ (x)dx

b
_ b _
Hlpw) ()], - [ ¢ @)(a)de) =+ [ F¢/ (@)¢(x)dz
=[o=<t2op >,
R
Speziell gilt dies fiir ¢ D(T'), also T symmetrisch!
Alle ¢ wie oben sind in D(T), also
D(T)c D(TY), T cT?
7 =

part.Int.

Hier: ,Randbedingung“ fiir Funktionen in D(T) CZ° viel stérker als fiir
Fu'n in D(T")
Problem: Randbed. so zu formulieren, dass D(T') = D(T)

15.19 Definition: Spektrum, Resolvente

Sei E C-Banachraum, D(7") C E Uraum, T : D(T) — E linear.
A —T ist injektiv
Man def. p(t) :== ¢ A€ C| Bild(A—T) C E ist dicht
(A=T)"': Bild\A\—T) = D(T) ist stetig
ist Resolventenmenge)
Hierbei ,A* fiir A - idg
o(T):=C\p(T) (Spektrum von T)

15.20 Bemerkung

a) Fiir A € p(T) hat (A — T)~! eine eindeutige st. Fortsetzung auf ganz E, die
Resolvente R(A\;T) € L.(E, E) bezeichnet wird.
Falls schon Bild(A—T)=FE

b) o(T) zerfillt in drei Teilmengen:
1) {A|(A=T) nicht injektiv} (Punktsprektrum, Eigenwerte von T)
2) {N(A=T) injektiv, Bild(A\—T) C E dicht, (\—T)~" unstetig} ,konti-

nuierliches Spektrum*
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3) {)\’()\ —T) injektiv, Bild(A —T) nicht dicht} ,,duales Spektrum*

15.21 Bemerkung

Falls E R-Banachraum, T': E D D(T) — FE linear:

Ec =EXxXFE= {(x,y)|:c,y ceE}={z+ iy|x,y € E} (Komplexifizierung)

ist C-Vraum ((a + ib)(z + iy) = ax — by + i(Bx + ay))

Mit der Norm ||(z, y)||ge := sup || cos(0)z+sin(0)y||g wir (Ec, ||.||r.) C-Banachr.

0€[0,2m
(@, 9)llec < llzlle + llylle < 2max{||z||g, [|yl|£}
D(T)¢ :== D(T) x D(T)
Tc : D(T)¢ — E¢, T(z,y) := (Tx,Ty) oder T(x + iy) := Tx + iTy. ,Spek-

trum /Resolventenmenge /Resolvente von T“=" von T¢
Beispiele:
1) X :=(C°([0,1],C),||.]|o0) ist Banachraum
(1l = s 11 @)

Xncyo,1],C) c X
T:D— X, Tf:=f.T ist unstetig!
(z.B. fa(z) := Lsin(n’z), |[fnlle0 < 1 < 00,
(T(fn)) (@) = NCOS(n ), |IT fnlloo =1 — 00)
Beh.: ¢(T') = C, alles Eigenwerte
Beweis: T({L‘ — M) = \fy, also (A —T) f,\ =0 VAeC
—fA 750

= Spektrum= C

2 3= {f €01 0170 =0, it
= {f € Xo|f'(0) = 0}

T:D—)Xg7 Tf:=f

Betr. G. (A =T)f =g fir f € D,g € Xy
f'(@) = Af(x) = g(x) (z€l0,1])
f(0)=f(0)=0
(%) wird gelost (mit RB) von: f(z) = —fe’\(x_s)g(s)ds
Also (A —T) bijektiv VA € C ’

1

A =T)"glloo = 1 flloc < ({Ie*(””_s)l 191l < eMllglloo
= (A=T)"1: Xg — X, stetig.
= Resolventenmenge p(T) = C = Spektrum o(T') = 0.

3) Xy = (CO([07 1]76)7 HHOO)
D:=Xy, (Tf) = f-p(f), (Th)(x):=flx)—plf), nlf)=

A=-D)f=9g & M—-f+ulf)=g9g & A-1f+u(f)
Notwendug: Au(f) = u(g)

A =0 € o(T) Eigenwert, Eigenfunktion: konstante Fu'n, etwa Ljo,1)
Fiir A # 0 : Notw.: u(t) = (g) A=1)f=g- @

Fir Ae C\ {0,1} : f::%[ (A | def. Inverse zu A — T

1£1lo0 < g (1lloo + =) = 25 (1 + Fp)llgl oo

Gleichbed.: (x) {

I @—r

f(x)dx
9
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also (A—T)"1st., C\{0,1} C p(T)

A=1

A=T)(f) = (id = T)f = pu(t), Bild(A—T) = {g € X1|g konstant}
nicht dicht in X4

Fu’n mit Mittel 0 sind Eigenfu’ zum Eigenwert 1 von T.

4) T:1?2=1*>(N,C), T(ai,az,as,..):= (az,az,as,...)
T ist surj., nicht injektiv (7°(1,0,0,...) = (0,0, ...))
IT]] < 1, T stetig. (I[(an)ll3 = ; |an|?)
Beh.: VA e C,|A\|<1: A Ewer‘?:fon T
Bew.: T'(an) = AMap) < a2 = Aa1, a3 = Aag, ag = Aag,... & ap =
N lay (n € N)
Also: a, := A" (a,) € 12, falls |\ < 1,T(ay,) = Man)
{AeC|A <1} Cco(T)
Allg. Teorie = o(T) = {X € C||A| < 1}
Frage: EW mit |A\| =17
Falls [A\| = 1 und T'(a,) = A(an), so wiirde folgen: Vn € N : |a,| =
Ao = Jai]
an =0 f.a. N (sonst (a,) ¢ 1?)
Also alle A mit |A\| = 1 Spektralwerte, keine Eigenwerte.
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Beweise

1 Beweis (Unterabschnitt 1.1):

(1-3) trivial.

zu 4) Sei (uj) wie angeg. Offenbar u; > 0, K := supp(u;) kp. fiir alle j € N.
Wegen u1 > ug > uz > ... > 0 gilt: Vj € N: K; C K7, alle u; = 0 aulerhalb Ky

Wihle achsenparallele Quader Q mit K1 C Q,dann Vj e N: [ u; = f u;,
[RTL

und Vj € N : ‘fu]‘ <|ujl|oo - voln(Q) (vgl. Ana II 14.5.d)
Q
Reicht also z.z. ||uj||cc — 0

j— o0
Annahme nicht.

Dann Jeg > 0:Vj € N3z; € Ky : uj(z;) > go (! benutzt dass uy, > v fiir k > 1)
Nach Bolzano Weierstrafy ex. konv. Teilfolge (x,(;)) C (x;) mit limes 2* € K}

Sei k € N. Esex. j € Nmit p(j) > k, also ug(z*) > uyj(z*) = u‘p(j)(llim To1)) =
—00

A () (Zep) 2 c0
OO0 N ——

2ty (1) (T(1))2€0,
Monotonie falls [>j

*ug(g) st.
Widerspruch zu ug(z*) — 0
k — oo

(Argument #hnlich wie im Satz von Dini vgl. Ubg.)

2 Beweis (Unterabschnitt 1.2):

3 Beweis (Unterabschnitt 1.5):

Zu j € N sei (u Y ))lew FF. ul(])l—> oo auf Nj,ul(Jr)1 > u(])
— o0

O.E. alle ul()] > 0 (sonst ersetze ul( ) durch ulm - ugj))
Es. ex. ¢; > 0 mit V¥ € N : fu < ¢j.
O.E. fuj) <2 J(V] [ € N) (sonst: UI(J) : —ulm).

Cj

Setze nun g; := Z u ,dann g < gi41, 1 € L
j=1

fgl:Z (])<1furl€D\lAlso()FF
<2-J

Falls z € [JNj, so ex. jo € N: 2 € Nj,
J

l
Fiir | > jo ist gl(z) = > ul? (z) > ul®(x) — oo
j=1 [ —

Also |J N; Nullmenge
J
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4 Beweis (Unterabschnitt 1.7):

Sei N C R™ Nullmenge, u;(x) — 0 fiir alle z € R" \ N
(vg) € LFF. mit vi(y) = oo fir y € N. O.E. v, >0
Lo

Sei S klﬁrgoka |

Sei e > 0. Def.: 9 = 525 (j € N).

Dann (9;) FF., [0; <e, 9; — oo auf N.

Setze hj = (Uj — @j)+, dann hj > hj+1... >0, hj € L und hj — 0 tiberall

Denn falls ¢ N : hj(xz) = 0 oder hj(z) <wuj(x) — 0,daz ¢ N

] — 0

Falls x € N : uj(x) — 0j(z) < wi(x) —05(x) — —o0, hj(x) =0
N—\—] = O
—400

Mit (4): [hj — 0

j — o0

Folgt fu]':f(Uj*Uj)Jrf@j Sf(u]'*i}j)—i_+ ’5]' . Also hm/u] <e
N—— ~~

hj,—0 <e e
einsetzbar wegen
Juiz[uj4120
Dies fiir alle £ > 0, also [u; — 0

5 Beweis (Unterabschnitt 1.8):

Zeige (*): Seien (uj), (vg) FF, u(z) ;== lim <o(z):= lim wvg(z) f.d.

Jj—o0 k—o00
—~— N~
exr. f.i. ex. f..

Dann Jlgrolofuj < kliriloka
Wohldefiniertheit folgt durch Anw. von (*) mit u = v
Beweis von *: Sei j € N. Beh. [u; < kli_)rgoka (*¥*)

Bew.: hy, := (uj — vg)T(k € N). Dann hy, > 0, hy, > hiq1 und
lim hy(x) fgﬂ kli}ngo(u(a:) —wvp(z))t = (u—v)T(2) f.il.

k—o00
Nach 1.7: fhk — 0
k — oo
Es ist uj — vy, + v < (uj — vg) T 4 g, also [uj < /hk + [ v,
——
I —
— 0
k— o

also [u; < lim vy (**) gezeigt.
k—o0
Fiir j — oo folgt aus (**): lim [wu; < lim [ vy, also (¥)
Jj—o0o k—o0
Wohldef. gezeigt.
L C L Klar: Fiir u € £ wihle alle u; = u

6 Beweis (Unterabschnitt 1.9):
Seien (f;), (g;) FF., f; — f f.ii. g; — g f.iL

zu a) hj := max{f;j,g;}. Dann h; — max{f, g} f.i.
(h;) ist FF. Also max{f, g} € £, min analog., f* = max{f,0}

zu b) (af;j + Bg;) ist FF.(beachte: o > 0, § > 0))
afj+ Bg; — af + Bg L., also af + Bg € LT

zu c¢) Beachte: Nicht notw. f; < g; fiir alle j.
Setze hj := max{f;,g;} (j € N). Dann h; € £, hj < hj1
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(*):f by < [1fil+ [ g5l
*: beschr. fiir j — oo, denn [ i = [ |fi—fitfa] < [ 1fi—fal+ [ 1fa] = /fj - /f1 +/|f1|,

beschr. fur j—oo
analog fiir |gs|

Weiter wegen ¢g; < hj =max{ f; , ¢g; }<gfi.
N~

<f fii. <g fii.
Und g; — g f.ii. gilt h; — g i
Nach 1.8: [g= lim [hj,also [f=lim [f; < lim [hj=[¢g
J—00 J—00

7 Beweis (Unterabschnitt 1.10):

Sei (uj) FF. u; — f f.i.
3 Nullmengen Ny, No mit uj(z) — f(z)Ve € R" \ N1, f(z) = g(x)Vx € R" \ Na
Fir z € R*\ Ny U N : uj(z) — f(x) = g(x)

Nullm.
Also uj — g f.ii. Somit g € LT [ g = lim [u; = [ f gem#B Def. 1.8
j—o0

8 Beweis (Unterabschnitt 1.11):

Seienf,g,f,§€£+ sodassf—g:u:f—g.
Dann £t 3 f+g§=g+ f, /f+§= g+ f
—_— -

) =[f+]a  [g+[f
Also [ f—[g=[f-[37

9 Beweis (Unterabschnitt 1.12):

zul): Seiue L, u= f(e LT)—g(e LT),
dann |u| = [f — g| = max{f,g}(€ LT) — min{f, g}(€ LT), also |u| € LT
zu 2): Seien L' su= f(e L) —g(e L), L' sv=f(e LY)—g(e LT), a,B R
Falls o, 3> 0: au+5v:a(f—g)+ﬁ(f—§):ozf—i-ﬁf—(ag—kﬁg)GEI
eLt eLt+
Fallsa >0, 3<0: au—l—ﬂv:af—i—!ﬁ\g—ag—|5’f:af+|5’§—(a9+|5’f) el

_ eLt eLt
Falls o <0, 8 <0: au+ Bv=—(lalf +[8]f — |alg — |B]g)

= |alg + 1813 — (lalf + |8If) € £*

eL+ €L+
(Linearitét klar)

zu3): Seiu>0, u=f(e LT)—g(e LT),dann f>g, [f> [g (1.9¢), f[u=[f—[g>0

zu 4): Folgt spéter aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue oder dem Satz von Beppo Levi.

10 Beweis (Unterabschnitt 1.16):

1. Sei zunéichst f € LT, (f;) C L=CY FF. mit f; 1 f f.ii.
Daon [|f = filh = [ [f=fil =JU-F) = [Jf=-Jfi—0
——— j— o0

=f—f; fii Bew. spater
= 5 [
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2. Sei f € L', dann f =wu(e LT) —v(e LT).
Nach Teil 1 ex. € £,0 € L,|jlu -y <5, |[v—=2[]1 <§. Danna -0 € L
f = (@ =0 =llu=v(@=0)h <[lu—-alh +[lv-0lp <5+5=¢

11 Beweis (Unterabschnitt 1.17):

f=u—wv, u,ve€ L. Esex. FF (uy), up, — u f.il.

et ey M@ el F) = o)
g(x) +v(z) ,sonst

Dann Vz € R" : g(z) = 4(x) — v(z) und @ = v f.i.

Nach 1.10ist a € LT, [a= [u

Alsoge LY, [g=[a— [v=[u—[v=[Ff

(1.1b wurde im Beweis von 1.15 benutzt.)

12 Beweis (Unterabschnitt 2.2):

Laume = maX{]le ]]‘MQ}’ Lannme = min{]]‘Ml’]]‘MQ}
Tar\m, = Lar, — Lan s, (daraus die Int.barkeit)
]]-M1UM2 = ]]-Ml + ]]-MQ - ]]-MlﬂMQ

Daraus mit Linearitdt des Integrals die beiden GI.

13 Beweis (Unterabschnitt 2.3):

a) 1. Fir L C R" kp., E>O€X.g€C8([R",[R),O§g§ 1, g=1auf L,
supp(g) C L+ B(0,¢)
Bew.: Ubung

2. Sei U C R" offen. Fiir j € N def. L; := {z € Ul[|z|| < j, dist(z,du) > 1}
dist(): keine Bed. falls Ou = ¢, d.h. U = R" .
Dann L; kp. (beschr., abg., Heine Borel.), L; + B(0, %) cU —
Sei hierzu g; € C¢ wie in Teil 1, mit 5%. (Dann supp(g;) C U)

Setze fj = kI:nl?f?.{,jgk‘ Dann f; < fj4+1, 0< f; <1, fj € Cg, suppf; C U

Fir x € U ex. j, mit € L;j,, dann Vj > j, : fi(z) =1

Fir z ¢ U: Alle f;(z) =0. Also f; /1y

Falls U beschr., so ex. (achsenpar.) Quader Q, @ C U.

Dann [ f; = [ fj < [ 1 =vol,(Q). Also (f;) FF., also 1y € LT C £!, also U int.bar.
Q Q

b) K C R" kp. = 1k intbar.

Esex. R>0mit K C B(0,R)
——

=U
nach a): U int.bar, U \ K intbar.
Ig =1y — 1ok

14 Beweis (Unterabschnitt 2.4):
1. Sei zunéchst f < 0. Setze M := mi§ f(x)—1, dann 0 > f>M.
BAS

Sei Qf :={(p,r,c)lp € Q"7 € Q+,c€ Q0> c> M, f>cauf B(p,r)}
U

zu (p,r,c) € Qp wihle ¢, . € Co mit 0 > @y, > M,

[
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M zeKl|lz—pllzr

ppre(®):=qc |z —pl[ <]

<c p<fa—pl<r

Behauptung (*): Vo € R™ : f(x) sup{pp.,.c(2)|(p,7,¢) € Qr} Beweis:

Nach Def. von Q; ist fiir z € R", (p,7,¢) € Qy: — T 0

f(x) > ¢ > @pre falls z € B(p,r) W
f(x) > M = pprc(x), falls x € K,z ¢ B(p,r) M
f(@)=0> ppre(x), falls x ¢ K,z ¢ B(p,r)

Weiter: Zu e >0 ex. ¢ € Qund r € QF mit 0 > f(z) > ¢ > f(z) —¢

und f > ¢ auf B(z,2r)

Beachte, dass wegen f < 0, f unterhalb st.

Weiter ex. p € Q" |[p — || < §

Dann B(p,r) C B(z,2r) und somit (p,7,¢) € Qy

Es ist @prc(z) = ¢, also sup... > f(z) — ¢

Dies fiir jedes € € (0, 1), also gilt in (**)“=*

Q) ist abz.bar. Sei (gi)ren eine Abzdhlung der Fu'n {gopmc‘(p,r, c) € Qr}.
Fiir j € N sei fj(z) = max gr(x). Dann f; € C%, f; < fi+1, f; <0. Also (f;) FF

20,

Weiter wegen (*): fj(x ) f( ). Also fe £t c !

2. Sei jetzt f beliebig und A = max f(z)

rzeK

Da 1) € £! nach 2.3b, ist auch Alg € £'. Da f— Al <0, ist nach 1.: f— Al e L1

Noch nicht klar: Fiir achsenparallelen Quadern Q, f : @ — R stetig.

Q/f

=L /f
Q

wie in Anall Lebesgue—Int.

ffﬁ

bn,
ffa:l,.. T )dTy...dxy

15 Beweis (Unterabschnitt 2.5):

f e £ nach 2.4

1
a bi

Sei zunédchst f < 0. Def. fiir j € N, f; durch W

f@) @ € [a, 0]

0 ,xe(ooa—f] [b+ ,00)
fi(@) =1 ,

lin. Interpol. zwischen f(b) und 0 auf (b,b+ f.]

wf(a)... auf la— = a]
Dann f; € CS, fi < fi+1, fi(z) — f(x) fiir alle z € R und ffj) beschr., da f; <0

Also (f;) FF. also f € £+ c £!

b+1
b+— *3

. b r
—[f= hm ff] = lim R— f fi(x)dz = [ f(z)dz + lim (/ fi(z)dz + / fi(z)dz) =
j—r00 J—0o0

a
J a—12t b
J




15 (Pré-)Hilbertrdume Analysis 4 40 - 64

R— [ f(z)dz

a

16 Beweis (Unterabschnitt 3.1):

Sei (¢j) C Cg([R"H'”, R) FF., ¢; — oo auf N
Sei M := {x € IRm|(f ©j(x,ydy))jen unbeschr.}
Rr NY—~—

€CI(R™,R)
Setze ¢;(x f ¢j(z,y)dy.Danny; € CO(R™,R)
f Vi(z)de = f [ ej(z,y)dy)de = [ ¢; (beschr. Folge
R™m R™ [R'm«&»n

Also Yj FF., ¢; — oo auf M.
Damit (nach Def.) M C R™ Nullmenge.
Sei z € R™\ M. Dann (p;(z,*))jen C CJ(R™,R) FF. nach Def. von M.
Also N, :={y € [R"}(;Sj(m,y) — oo}
] — o0

Esist N, C Nx, also NV, Nullmene in R™.

Rest analog.

17 Beweis (Unterabschnitt 3.2):

1. Sei zunéchst f € LT(R™ R) und (f;) C C(R™™,R) FF., f; / f il
FirjeNist [ = [([Fj(z,y)dy)dz

Rm+n RmMm Rn

= [ ([ *j(z,y)dz)dy
Rn R™

Hinweis:)| ¥ = f # ¢

Def.: pj(x f fi(z,y)dy. Dann ¢; € CO(R™, R™), ; < pj+1
[R"L [R"L [Rn [Rm+n

also (f ©j)jen beschr. (p;)FF.

Sei M1 = {z € R™|g;(x) — oo}, M1 C R™ ist Nullmene.

Sei € R™\ My f;(z, ) € CORY,R), (2, %) < fi41(z, %),

([ fj(z,%));en beschr, also (f;(z,*))FF.inCo(R",R)

Sei N C R™*" die Nullmenge, auBerhalb f; — f gilt.

Nach Lemman 3.1 ex. Nullmenge Ms C R™ Nullmenge, sodass:
Vo € R™\ My : N, = {y € R"|(z,y) € N} C R" Nullm.

= Vo e R™\ My : fj(z,*) = f(z,*) f.i. auf R™.

Fiir z € R™\ My U M; : (fj(z, %)) C CO(R™,R) ist FF. die f.ii. auf R" gegen f(z,*)

konvergiert.

Somit fiir diese  : f(z,*) € LT(R",R) C L}(R",R) und

[R[L fz,y)dy = jlgrgoR[L fiw,y)dy = lim ;(z)

Damit, da (¢;)FF : [z — [ f(z,y)dy] € LT(R™,R) C LYR™,R)

R
(def. auf R™ \ M; U M2, Rest egal).
Nach Def. des Integrals auf £*:
J( ffxydy)dx: hm f(pj Jdz=lm [ fi= [ .

Rm [Rn ]—>OO Rm+1 Rm+n
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2. Sei jetzt f € £! allgemein. Dann ex. u,v € L1 f = u — v.

Wende Teil 1 auf v und v an.

18 Beweis (Unterabschnitt 3.3):

Sei (;) C C2(R%,R) FF., f; — oo auf N.

0 sonst
Wihle f; mit supp(f;) C V!
Dann supp(g;) = ¢~ (supp(f;) C U, g; € CZ, gj < gj1-
Nach Transf.-Formel fiir C0-Fu'n. (Ana2):
[ g; :({gj :‘{fj, also ([ g;) beschr.

(g;) FF., gj(z) — oo falls z € o1 (N), also ¢—1(N) Nullmenge.

19 Beweis (Unterabschnitt 3.4):

,<=* folgt aus ,=“ mit =1 : V — U und (f o )| det(Dp(x))| statt f, f

; —

denn y > g(p ™" (y)) det(Dy ' (y)) = ... = f(y

,= Sei f triv. Forts. von f (asserhalb V), also f € £

1. Fall fe L*. Sei(f;) CCOFF., f; & f Lii
O.E. sei fiir alle j € Nsupp(f;) C V (sonst wire (vj) € C, supp(vj) C V,v; 1 1y,

mogl. nach 2.3a

ersetze f; durch f;v;).

filo())|det(Dp(z))| ,z €U

0 sonst
Dann (g;) C C2, supp(g;) = ¢ *(supp(f;)). Nach Transformationsformel fiir C0 —
Fu'n : ({gj :‘[fj und g; < gj+1, also (g;) FF.

Def. gj(z) :=

Es gilt fj(y) — f(y) f.a. y € R™ ausserhalb einer Nullm. N C V
Nach Lemma 3.3: ¢~ }(N) C U auch Nullmenge und fiir x € R™ \ p~}(N) gilt:
f(p(x))|det(Dp(z))| = eU
0 x ¢ U
Es folgt: f o ¢ -|det(Dp(x))| € LT(R",R) C L(R™,R)
= fo-|det(De(x))] € LY(U,R).
Weiter: [ f(o(z))| det(o(z))|de = lim [g; = lim [f;=[f
U Iy J7ooy 14

gj(x) —

2.Fall fell, f=u—v,u,velt
Wende Teil 1 auf u,a an. Linearitét des Integrals

20 Beweis (Unterabschnitt 4.1):

Nach Def von L' ex zu k € N eine FF (f](k))jew, f;k) Sy fi

J — o0

(Nicht unbedingt fj(k) < kfjk+1))
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Setze v; 1= max{f§1), ...,f](j)}. Dann v; C CY, vj < vjy1, v; < max{uy,...,u;} fil.

Deshalb [ f; < /uj , also (v;) FF.
—

beschr.
Sei u = lim v; (wo ex.)
j—o0
Dann nach Def. von Nullmenge: v; — u f.ii., also u € L7, [u = lim [wv;
j—o0
Beh.: u; < wu f.i. Vkel]\l

Bew.: Falls k£ < j, so f < v,
<~ \/
—uy —u
.. [

also (betr. j — 00), up < u f.i.
Damit Vk € N : v, < uy, < u fii., also [vr < [ug < [ und es gilt [vr, — [u also auch

Jup — [u

21 Beweis (Unterabschnitt 4.2):

Nach Def. ex. f,ge LT, u= f — g f.ii.
Sei (¢;)FF., gj /g fii. Dann [g= lim [ g,
j—o0
also ex. 7 € N mit [(g — g;) <e.
Setze w := g — g;. Dann w € LT, w >0 i, [w <e.
Ebenso: v:i=f—g;e LT v—w=f—g;—(9—9;) =f—g=ufi.

22 Beweis (Unterabschnitt 4.3):

Sei (u;) wie vorausgesetzt.
Beh.: Es ex. (v;), (wj) C LT, uj = v; —wj, v; wachsend f.ii., w; wachsned f.ii., ([ w;), ([ v;)
beschr.

Beweis:
J
Setze 2o := 0, Aj :=uj —uj_1 (j € N). Dann A; € £, u; = Z Ai(j € N)

Nach 4.2 ex. zukEka,ngEerltAk fr — gx £, gk>0fu [ <27 k

Somit Vj € N:u; = ZAk—ka—ng =v; —wj f.i.

k=1
—— \/—/
=w;eLt  =w;eLt

(wy) wachsend f.4i., Vj = u;j +w; wachsend f.i.
J

fwj§ Z/gkglund
k=1

<2k

Jvj = /uj —|—/wj, (fvj) beschr.
R
beschr. <1

Anwendung von 4.1 liefert: Es ex. v,w € LT, v; — v Lii., w; = w Ll
Setze u :=v —w € L£'. Dann uj =v; —wj — v —w f.i.

fu—fv—fw—hmfv] wj —hmfuj
——— J/©

uj
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23 Beweis (Unterabschnitt 4.4):
a) Wende Beppo-Levi auf (—u;) an.

u; —u* fui
b) f = u=u* fil, also auch u* € £, [u* = [u= lim v,
uj —u fi j—ro0

24 Beweis (Unterabschnitt 4.4):

Jni= [ 1j_pn € L' (ste Fu’ auf kp. Int.) B
(fn) ];puweise. | - |
[ fn=[ f(z)dz beschr. fiir n — co. Wende Beppo-Levi an.
R -n

1 n
n n
z.B. f(z) = e*xQ, i e dr < 2fe*x2dx < 2[/ e~ dx + /e_’”2 ] <2 +et—
—-n 0
0 1
— ~—
<1

e " < 2[1+e7}
Folgt: = — e e [}

25 Beweis (Unterabschnitt 4.5):

Esist lim inf(u;) = lim [mf{u]‘] >k} = lim lim min{ug, Ugi1, .oy Uptm }
Jj—00 k—o0 —_——— k—o00 m—o0

=g =iup,m €LY
Fiir k € N ist ug,, Cm — ooy und g, > f, (L), also [upm, > [ f.

Nach Beppo-Levi (,falende Version“): vy € L', [ugm — [ vk
(vg) ist wachsend, [y = nlgnoofukm < [uyg
J uj nach oben beschr. fiir k — oo nach Vor., also ([ vj) beschr.

Nach Beppo-Levi: lim inf(uj) € £', lim inf(u;) = lim [wv < lim inf(intuy)
j—oo j—oo k—o0 k—o00

26 Beweis (Unterabschnitt 4.6):

Wende 4.5 auf —u; und —f an. ergibt:
lim(—u) € £ [ lim(-u) < lmn( [ (~u)
—_——

—lim(u;)

= [Tim(u;) <~Tim [ u;
Behauptung folgt.

27 Beweis (Unterabschnitt 4.7):

[ fuil < [ Juil < [ fund —f <uj < (V5 €N)
——
<f
AuBerdem lim(u;) = lim(u;) = u f.ii.
Es folgt: v € L1,
Ju= Jlim(u;) <lim [u; <Tim [u; < [lim(u;) = [u
— f"

Somit lim [u; = lim [ uj, also [u; — [u
j — o0
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28 Beweis (Unterabschnitt 4.8):

Setze @ := max{min{u;, f}, —f} //\’f//‘“——"

Dann |4;] < f, 4j € £}, @ — u £l

Nach Lebesgue: u € L1 \/T{\_/\

29 Beweis (Unterabschnitt 5.4):

f:klim I ok, or€C ¢ =1auf B(0,K) 1

—00
f - or €CY falls f st. m

30 Beweis (Unterabschnitt 5.5):

Idee: Seien (f;), (g4) Folgen von Treppenfu’ (C2-Fu'n)
fj — ffi., g; — g fi.

Dann f;-g; — f - g etc.

fj - gjist auch Treppenfu n bzw. auch CJ-Fu'n.

Weiter, falls g; = Z ozk

alle ak, 7& 0, so setze

Q(j)a
N
~ 1 ~ 1 g
D= —1 . Dann ¢g; — = f.i.
94 2y oy Do s =

31 Beweis (Unterabschnitt 5.6):

=b): bekannt

=c): trivial, setze g := |f]

=>a): Wiihle Folge (f;) von Treppenfu'n, bzw. C0 — Fu/nmitf; — f f.i.

Dann f; € £, | lim f;| = |f] < g€ L' fii
J—00
Nach Vergleichssatz (4.8): f € £*

32 Beweis (Unterabschnitt 5.7):

Es ex. h € £! mit h > 0 auf ganz R”

(z.B. A, :=B(0,n) \ B(0,nl) (neN) h:= > frac27"\(A,)1a,
VeN

Def. fiir j € N : f; := h’;ﬁz‘, F=gly

Dann |f| < h, fj mbar nach 5.5. Nach 5.6¢): fTJ € L£! insbes mbar.

=y = 11 (411D = Blf = 1A10F) = B) = =i
= |f] = "'f'~

7]
Es folgt: y f\ = tzdell}""‘ | f| mbar.

Also f = |f\ , f mbar.

33 Beweis (Unterabschnitt 5.8):

=" VEEN: 1y -Lpor € £! also mbar.
N—_———
— Lar
paarw. k — oo

Also nach 5.7: 1y € M
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»<=": Sei 1y messbar und R¢0. Dann 1y -1 g) und |...| < 1 r)
\ / b b

mbar.  ppar.

1po,Rr) € L', da B(0,R) off, beschr.,also intbar.

34 Beweis (Unterabschnitt 5.9):

Sei A :={M C R"|M Lebesgue — mbar.}

R™ € A klar. Falls M € A, 50 Ign\py = Ign — 1y
~— ~—

mbar  mbar n. 5.8

Also Tgn\py mbar, also nach 5.8 R™ \ M mbar.
Sei M; € A Vj € N.
M: U M;. Sei f,:=1 i . Dann fr € M und f, — 1y
JeN k— o
M;
j=1
——

mbar, endl Verein.
v. mbaren Mengen

Nach 5.7:1,; mbar.
Nach 5.8: M mbar.

35 Beweis (Unterabschnitt 5.10):

Nach 5.9: M :=|J M; mbar.
J

1. Fall: > A(M;) <ocoDannVj e N:1y € LY, AM;) = [1y;.
JEN

k
Mit f := > gilt: fr /1y L. und
j=1

k
J =3 [ T < 32 MMj) < o0
7=1 JEN
A(M;)
Nach Beppo Levi: 1, € £ und
o0

[y = klim [ fi= Z A(Mj), also A(M) = Z (M)
—00 j=1 JEN

2. Fall ) A(M;) = oco. Mit fj, wie oben ist f € M und f;, 1, also mbar.

JEN
Wire 157 € LY, so Vk € N : | fi| < 1, also fi mbar.,
|fx] < 1a € £! und somit nach 56¢): fp € £

Analog: Wegen 1M; < f, falls k > j : 1y, € L2, A(M;) < ooVj € N
k k
Weiter: ffk = Z Ile = Z )\(M])
j=1 j=1

A(M;)

Wid. zu Y A(M;) = oo
j=1

36 Beweis (Unterabschnitt 5.11):

a) M = UMJ = 'UNM]' \ Mj,1
J JE
(wobei My := 0).
Nach 5.10: A(M) = 3> MM; \ Mj—1) = 32 A(M;) — M(M;_1)
jEN jEN
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* 0 Mj = Mj,lU(Mj \ Mjfl)
= supA(M;), falls alle A(M;) < oo

JEN
Falls A\(M;) = oo fiir ein j, so klar.
b) A () Mj) = AMMy) =AML\ M) = AML) = A(U (M1 M)
jEN de Morgan JEN

= A(M1) — sup A(My \ M;) = inf(A(M1) — MMy \ M;)) = inf A(M;)
J J J

37 Beweis (Unterabschnitt 5.12):

,=“ 1pr =0 f.ii., nach 1.16: 15, € £1, infly, = [0=0, also A(M) =0
»,<1¢ Fall M beschr, also 3R > 0: M C B(0, R)

e(x) =1 Lfiirz € B(0,R)

e(x) =0 Lfiir z € R"\ B(0,2R)
Da 1y € L, ex. (fx) CCO, fr — 1y fii. 2 S
Jfe—= [ 1w =0

Setze fi := max{min{f;,1},0} - ¢

Dann auch fj, € o, fre — L £ und 0 < fk < pe Ll

Somit nach Lebesgue: [ fr, — [1a = 0 Es ex. Teilf. (f@(k)) C (f) mit Vk € N :

Wihle ¢ € CO(R"), 0 < ¢ <1,

ffw(k) <27t
Def. fir ke N: gp:= >, ~(p(j).
G=1 o~
>0

Dann g C C2, g < grt1
ko k 4
Jar="2 fowy < >0 277 <1, also (gx) FF.
j=1 j=1

Sei My die Nullmenge, auBerhalb der f; — 17 gilt.
Fiir x € M \ My gilt: gx(x) — o0
Also nach Def. von ,Nullmenge“: M \ My Nullm.
Somit M = M \ MoU( M N My ) Nullm.

—_—— S —

Nullm. CMgy Nullm
2. Fall M unbeschr. Dann M = |J (MnB(0,k))
kEN S=———~—"

=:Mj,
M, beschr., mbar., A\(M) =0

Nach 1. Fall: M} Nullm., also M auch Nullm als abz. Vereinigung von Nullm.

38 Beweis (Unterabschnitt 5.13):

a)<b) 5.12
a)ec)ed) Ubung

39 Beweis (Unterabschnitt 5.14):

Die Aussage b) = a) bzw. ¢) = a) wird auch als Satz von Tonelli bezeichnet
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b)=-a) Setze fi := 1B(0,k) -min{k, |f|}
Dann f; mbar, |fx| < k- Epo) € Ll
Also nach 3.8: f, € £!

Weiter nach Fubini [Rn{m fr = [ij; ([R[n fr(z,y)dz)dy < [Rj’; ([R[n |f(z,y)|dx)dy.

|- I<[S]
fx /|f|- Nach Beppo-Levi: |f| € L1(R™T™ R)

Da f mbar, |f| € £: Nach 5.6 f € £!

c)=-a) Analog.

40 Beweis (Unterabschnitt 6.2):
= f=0fi.= |fP=0fi.= [|fIP=/0=0
Q Q

7>:>“ 920796£17fg:() = g=0fu(*)

(*) Fiir e > 0 sei M. := {x € R"|g(z) > ¢} ,
Behauptung: M. ist intbar u(M.) =0 ~— N~~~

Beweis:

M, ist mbar, da g mbar, M. = g~!((g,00)) (vel 5.3) Weiter ¢ - 15, < g € L1,
also nach 5.6: 1y, € £, also 1., M, intbar.
Weiter 0 < [1y, =1 [elp, <1 [g=0,also p(M.)=0

Folgt: {z € |R”|g(x) >0} = kLeJN {z € Rn’ﬂ(ﬁ) > %}

My, Nullm.
k

Also g=0 f.ii.
Nachtrag:Nachweis der Mbarkeit M.

Esex. (g;) € C2, g; /* g ausserh. Nullm. N
Vo € R"\ N : g(z) >e < Ik € Njo € NVj > jo : gj(z) > e+ 2

1
Alsor <M \Nezec U U N {yeRgly) >e+ }\N
kEN joEN j>jo k

of fen, also mbar

mbar

Somit M, \ N mbar.
Also M. = M.\ NU(M.NN)
—_—

mbar *CN
*: € N Nullmenge, also auch mbar, .N. auch Nullmenge da Lebesgue-Maf vollstindig.

41 Beweis (Unterabschnitt 6.3):

Sei f e L2®(2), C:=esssup f. Sei (Cj) CR, C; \,C

Dann Vj € NINullm. Ny, |f| < ¢; ausserh. Nj

Auf Q'\ U Nj :|f| £ Cj fir alle j € N, also auch |f| < C = || f||~
jheN

——
Nullm.

Wie bei £P, LP: Def. L>®(Q2) := L®(Q) \ N, ||f]loc := ||f||oc def. Norm auf L>°(Q)
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42 Beweis (Unterabschnitt 6.4):

1. Fall: p=o00. Zu k € N ex. Mke[]\lmit
Vi,m > My : || fi — fil]oo < k;’ und Nullmenge N mit
Vi,n > My, : fj, fm beschr. auf Q\ Nj und |f; — fu| <1 £ auf Q\ N,
(zumindest bei jedem (I,m) bilde Vereinigung)
Ve L=(Q):|f] < foo
N = U Ny ist Nullm und
Vk € sz ;m > My |fi— fm| < ¢ auf Q\ N
Also (f;) auf Q\ N glm. konvergent gegen beschr. Fu’ f: Q\ N — R
Setze f auf 2 fort (z.B. mit 0), schreibe wieder f.

Dann f € L=, ||fi = fllo < sup [fi—f] — 0
zeQ\N l — o0

Damit a) gezeigt im Fall p = co

2. Fall p € [1,00) und es ex. Teilf. (fy(;)) C (f;) mit
Vi €N I fpan) = foillp < 277

J
Setze g; := fu(;) (J € IN). und hj == Y |gr+1 — gkl

I[.llp<2=F
Dann [|hyl], < 1(j € N).

(1) ens wachsend, [ A = ([h[},)? < 1.
also nach Beppo Levi: 3H* € £, h? — H* f.ii.
Mit h* := (H *) (sinnvoll f.i.) gilt h; ~ h* f.ii. und hx € LP

j
Folgt: Z Gk+1 — gk)); f.ii. konv (abs.konv. = konv.), also (g;) f.i. konv. gegen eine
k=1

9k+1—91

Genzfu’ f. f mbar (*).

J J
Wegen |gj+1—g1] = | Z Ik+1— gk| < Z |gk+1 — gkl = hy < R L st |f —gi| < R* LAL,
also |f| < |f — g1l + |gl| h* + |gl| Es folgt |f|P mbar. |f|P < (h* + |g1])P, also
\flPel!, fecr
Es gilt |g; — f[P — 0 £l und [g; — f] = | >_ (g+1 — gr)| < ™ Ll
=
lgj — fIP < (h*)P f.ii. Nach Lebesgueschem Konvsatz:
Jlg; = fIP — ,also ||g; — fllp — 0. Da (f;) Cauchy-F, folgt: [|f; — fll, — 0
j— o0 j— o0
a) gezeigt, b) folgt aus (*), ¢) in Fall 1 gezeigt.

43 Beweis (Unterabschnitt 6.5):

(f;) € LP Cauchy-F = (f;) C LP Cauchy-F.
Nach 6.4 ex Grenzfu’ f € LP, ||f; — fll; — O
j — 00

Also || fj = fllp =0

44 Beweis (Unterabschnitt 7.1):

Def. o : R" xR = R, p(z,y) := f(xr —y)g(y)
Fiir y € R" ex. [an o(,y)|da :an |f(x =) lg(y)ldz = [g(y)] ~an 11 = 19 - 11 fllx
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Also ex. auch [ { [ |g0(:n,y)dx> dy =1|fll1 - gl
[Rn n

Da ¢ mbar (!), folgt mit dem Satz von Tonelli: ¢ € £!(R", R™, R)

Nach Fubini: Fiir f.a. z € R” ex. f (x,y)dy und f (Rf T,y dy) drex. = [ o(x,y)d(z,y)
R7xR™

Also ex. fiir fa. 2 € R" [ f(z —y)g(y)dy (f * g wohldef. und f* g € L)
|R’VL

[(sa)@de = [ ([ 1= vatwiy) do = ([ 5= atits ) dn= [ olo) ([ e =)z ) d -
LI

Damit a) gezeigt.

zu b):
1f =gl = ‘/f z—y)g(y)dy|de < [ ([ |f(@ =)l |g(y)ldy) dz = [|f]]1 - llg]]
(f*g)(x)
zu c):
(92f) = 9@ —n)fwdy=_= [ 9()f(x—2)-[det(-.)]dz = (f*g)(x)
. Z:;;LZ Rn T

zu d): trivial

45 Beweis (Unterabschnitt 7.2):

zu a):
1. Sei zumindest f € C? und ¢ > 0. Sei R > 0 mit supp(f) C B(0, R)
Esex. d € [0,1] mit |z —y| <d=|f(z) — f(y)| <
(f glm. st auf supp(f) auBerh. 0)
Dann fiir x € R® und r > 0 :

F(@) = (U % £)(@)] = | [ (@)W (y)dy — / U, (x — ) f(y)dy |
=[ f(z—y) ¥, (y)dy
— | [ (F@)— fe—u) Ta(y)dy| < / @) — @ — )] [V ()ldy + / (@) — f(z— )| - U (y)dy

llyl|<é llyl[>6

IX(BORTD) T

=:A(z) =:B(x)

Esist A(x)=0 falls z ¢ B(0, R+1), und sonst A(x) < SNBO Re—i-l))l\\lflh' / Ipsir(y)|dy <

llyll<o

<[I¥[|x
______€
INB0,RF1))

Also [ A(z)dz < [ 2)\‘(3.”) =£
Rn B(0,R+1)
Weiter: Wegen |f(z) — f(z —y)| - [¥r(2)] < (If (@) + | f(z — y))[¥r(y)| und

JUAf @) = 1f (@ =)D (y)|da)dy ex.

Gilt nach Tonelli und Fubini: [([(|f(z)| — |f(z — y)|)|¥r(y)|dy)dx
Speziell: [ B(z)dvex. = [ (/ f(2) = fl@ = y)lda)|¥r(m)ldy < [Ifllx [ |¥r(y)ldy
R" Fubint |yii>s J, lyil>s
<2[I£llh
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= 2|flh / W (2)|dz

lI=]1>2
—_——
=:1(r)

Fsist [ |W(z)dz — / W(2)ds +I(r)
|Rn
i<
—_—
=/ |‘I’(Z)"]15(O’g)

—_— ———
— |¥(2) wachsend
r—0

Nach Beppo-Levi: linker Teil — [ |¥(z)dz
[RTL

Also I(r) — 0
r—0
Es ex. . > 0 mit Vr € (0,

rel  10r) < a7t
fiir solche 7 : f B(z)dz < §

Insgesamt: ||f — U, * f||1 < [ (A(z) + B(z))dz
[R’"/

. Sei nun f € L' beliebig und £ > 0.

Nach 1.16: 3f € €2, ||f — fII1 <3 1+|I‘I’|I1
Nach Teil 1 ex. . > 0 mit Vr € (0,r] : ||f

Fiir solche 12 [|f = f + W, [ = \Ifjf+f—f*\lfr+(f—f) 0
<f = AL+ |f = F* Ui+ (F - D* Wl <5+5=¢

<3 <[ F=Fl w2

zu b):

Sei f

(W, + f)(a

Integ

Integ
Nach

(W, + @) = [ V@) (@)du = f(2) [ $)du = f()

€ BCO(R" 0).

T. MaJorante W, (x — *)] - HfHoo

[ U, (2)f x—zdz—f Hf(x—2)dz =
B Z=TU

r. Majorante: |¥| - || f]|oo
Lebesgue:

D™

N[ ™

f‘If x —y)f(y)dy fir alle x € R", da | f(y)] < |||

U(w)f(x — ru)
——

— U(u)(z) pw, da f st.
=0

46 Beweis (Unterabschnitt 7.4):

a)
c)
b)

folgt aus 7.1b),d)
folgt aus 7.2a)

(Jr (@) = [ jr(z—y) f(y)dyf.a.x € R™ %F@x., k=1,..,

sup |3—xk ()] 1]

1S

Also nach Satz 4.10: J fex., k=1,...,n. Induktiv: J,.f € C®

n und hat integr. Majorante.

47 Beweis (Unterabschnitt 7.5):
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Wihle eine Glattungsschar {j, },~0 mit j € C°, supp(j) C B(0,1)
(z.B. Friedrichsche Glittung)
Dann fiir g € CO(R",R), r > 0: J,g € C°(R",R), denn:
Va & supp(g) + B(0,7) : (Jrg(x)) = [ jr(z —y) g(y)  dy=0
—— ~~~
0,falls y¢B(z,y) 0,falls yeB(x,r)
Sei jetzt f € £ und £ > 0

Nach L.lbex. f €CO, ||f — fl1 < &. ji(x-%) g
Nach 7.4¢) ex. 7 > 0, sodass ||J.f — f||1 < 5. /\\
Dann ||J,f — f|l <& und J,.f € C® SR -

48 Beweis (Unterabschnitt 8.1):

T e—i<w,:v> f(:L‘),

st, also mbar p,par

mbar

l...| = |f| € £, also &+ e™<@2> f(x) € L}
f st e~ <> f(x) st. also u. von w bei festem x; integrable Majorante |f|

St’keit f folgt damit aus 4.9
f@)) < 5 [le 115 @)de = 151 = o gt

=[|fll
zub:zB.n=1, f= ITEERIE f(w) ~ SiILM’ fﬁz £, da |f’ el

49 Beweis (Unterabschnitt 8.3):

—

a) leicht: f(x —a)(w) = ﬁui e~ I<wr> f(x — a)dr = ﬁ i e~ iSwYTa> £\ dy = e_i<‘“7“>f(w)
—y
b T — Ln —1<w,T> (R _ d ) dr = % —1<w,T> _ d d
) frglw) =~ [R[ze J @ =y)g(y)dy | dv = 7 R{ Ze flz—y)g(y)dy | dx
zréz;,y)
oz, )| = f(xz = yllg()]
[ ([1o(z,y)ldz) dy ex..= || f]lx - [|g]]:-
Nach Tonelli: ¢ € £L!(R*",R).
Nach Fubini: f/>:q(w) = ﬁ i <Rf e <> f(x — y)d:z:) g(y)dy
[Rn n

- J e V> f(w) - g(y)dy = /" f(w) - §(w)

¢) Onf(w) = ﬁfe‘i<w’w>(6jf)(x)dw = %an /ei<w’x>(8jf)(a?)d:1:j dzy...daj...dey,

Fubini
=:I(w,z)
N .
I(w, z) :]\}i_rfloo [ e =0T (9, ) (@1, ey Ty oy Ty )T
N

e I<we>9; f(x) - 1[_N7N}($)N—> e~ t<wr>Q, f(x), integr. Majorante |9;f| € L', also
— 00

Lebesguescher Konvergenzsatz



15 (Pré-)Hilbertrdume Analysis 4 52 - 64

i N
_ 3 —< 5 > (CE!,...,N,...,mn) —‘< 5 > d j
pm"t._lnt. ]\}gnoo { [6 o f(x)}(xlv---v_Nv---vl’n) + f e e 7@ m]}

— 0
N — oo

= iw; [ eI f(z)dx;
R
Also 8Jf(w) — ﬁ[}?n{l z'wj <g ei<w,x>f(x)dxj> dxl%dxn Fu?ini iwjf(w)
d) Sei x + x; - (x) in LY. Mit g(z,w) 1= e <> f(x) ist E%jg(x,w) = —izjg(z,w), also
ol < Ja5] - 1f] € £
Somit nach Satz 4.10 (Diff. v. Parameter-Integralen): f(w) = ﬁ [ e <> f(z)de =
R
ﬁ | 9(z,w)dz diffbar nach wj,
R
. -1 [ 0 — L ((ip:)e i<wz>
und (0,)) = v [ ol e = b [ (~izy)e™ <o f(a)da

= (@ = =iz, f () () A
Also @ 2 - f(@)(w) = (i0;)(f) ()

50 Beweis (Unterabschnitt 8.5):

a) leicht.

n

b) Fiir f € S ist aume(Zx?—{—l)”-f(fﬁ)eS, also ex. C' > 0 mit

j=1

C
Ve e R":|f(x)P < —_
HOrs " Eram
—_——

€Ll als Fu v. z, rot. sym

((0,00) 3 7+ 1. W e Ll <otz

Firr>1,= Ccrl< %
f mbar. | f|P hat integr. Majorante = |f|P € L1, f € LP

Unterraum klar.

c) Nach a),b): ALle Fu'n der Form - f(%) esScct
———

gemeint: r—x®-f(x)

Formel folgt induktiv aus 8.3d).
d) Alle 9°f und 9;0%f sind in S, also in C® N £! und erfilllen lim (9%f)(x) =0

[]|—o0

Beh. folgt induktiv aus 8.3c)

51 Beweis (Unterabschnitt 8.6):

Fir f e S,w e R", o, € Ny ist f € > nach 8.5¢),
und |w? - (0°f)(w)| = [w? (=)l 2% f(%) ()| = [wPg(w)]
8.5¢) ~——

- =:g(z)eS
= 0" < |18%g||1 = ||0°(x > 2~
12%9@) <11l = 10 > 2 @)

Tes R
Da 3, a beliebig folgt: f € S

52 Beweis (Unterabschnitt 8.7):
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Klar fiir f € S, da dann f € S.

Sei jetzt f € £1. Da S C £! dicht bzgl. ||.||1 (sogar C° C £! dicht)

ex.zue>0: ge€S8, |lg— flh < 5.

Es ex. R > 0 mit Vw € R", |jw|| > R : |g(w)| < §

Fiir diese w folgt: | f(w)] = |f(w) = §(w) + §w)| < |(F = 9)@)| +|g(w)| < ¢
——

<[If—gll1<e/2 <e/2

53 Beweis (Unterabschnitt 8.8):

Sei y(w) = ﬁe_”w“zm fiir w € R™.

Dann 4 = ~. (vgl. Ubung)

Fiir r > 0,z € R" ist

fei<‘“’m>f(w)’y(rw)dwrjo(f)v(:1:) (int. Majorante |f] € £1)

Andererseits: li. Seite= fei<”’x>ﬁ(f e~ WY> f(y)dy) - y(rw)dw

(Tonelli, Fubini) A [ (inf |f(w)|dy)dwez. = 1i. Seite=[ (-1 [ e"<*¥> . y(rw)dw) f(y)dy

\/77L
(1 i<n s _ 1Yo _ L Ty
il B v K y(mdn) f(y)dy = 5 [A(=) fw)dy = [ A=) fy)dy
Liey=z —_——— —_———
¢ Ton y(ZY) =7 (z—y)

= (yr * f)(2)
———
6—Schar
Nach 7.2: ||y * f — f||1 — 0. Nach 6.4 ex. Folge (ry), rx — 0, v, * f — f pw. f.il.
r—=0 k — oo
Es folgt: f = (f)Y f.ii. Falls f stetig, so weil auch (f)" stetig.
Beweis wie der, dass f stetig, f = (f)V

Vergleich mit physikalischer Rechentechnik:

(f)\/ _ ﬁ f6i<w,a:>f'(w)dw _ ﬁ f €i<w,$>(ﬁ f €—i<w,y>f(y)dy)dw

=/ <z7lr>n / ST dw ) f(y)dy = [ 6z —y)f(y)dy = f(z)

=6(z—y)

54 Beweis (Unterabschnitt 8.9):

Fs ist wohldef. nach 8.5 und fiir f € S ist f € S C L', also, da f stetig, f = (f)v Somit

. v
f finj., f+— f surjektiv
v 3 N — el
Wegen f(z) = ﬁ [ €< f(w)dw = ﬁ [ emi<w>f(w)dw = f(z)
v
ist f — f auch injektiv.

V .
Folgt f — f, f+ f bijektiv invers zueinander auf S.

55 Beweis (Unterabschnitt 8.10):

= v » A
1FsfIB=[7F=JTF = [T]
7\/ p—
= ST = [T =113
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56 Beweis (Unterabschnitt 8.11):

zu a) Nach 8.4 fiir p = 2 ist S C £2, ||.||2 dicht.
Fiir f € L2 ex. (fx) CS, ||fx — fll2 = 0.
Dann (f;)kew Cauchy-Folge in L?
Wegen ||fi. — fill2 = ||fx — fill2 ist auch (f;,) auch Cauchy-Folge in L?.
Nach Fischer-Riesz fiir p = 2: 319 € L?: HL fll2—0
Definieren Ff := g bzw. Ff :=g.
Dann F wohldef., linear, Forts. von Fgs.

Ffllz = [felle | < ImFf = fillo = llg = frll2 — 0
—— k — o0
=|[fll2—1fll2

Also |11 = [1£1]
(i = £ bzl |11l = I1filla = [1f1]2. Folgt aus [[Lfill = 1Al < 17 — £1)
(Eindeutigkeit klar)

Surjektivitét:

Bild(F) C Bild(Fs) = S, und S C £2 ist dicht.

(bzw. {f|f € S} C L? dicht)

Weiter: Bild(F) ist abg. in £2, also Bild(F) = £?

Bgriindung: Sei (fx) C Bild(F), fr — f € L2

Dann (f;) Cauchy-Folge bzgl. ||.||2 und (F~!f;) ist auch Cauchy-Folge in £2, konv. gegen
g€ L?

Bs st Fg = lim F(F~fi) = lim fi=f (gl ||l

Also f € Bild(F), Also Bild(F) abg.

L£2>S8—S8cL? 52?/;2 indiziert F : L? — L?

zub) Sei f € L1 NL?
I ﬂB(O’k)k—> f pw., auch bzgl. ||.||1 un bzgl ||.||2, denn

f|f Fipopl"= [ IfIF —0

k — oo

{z]|l2l|>k}
Sei {J, }r>0 die Schar der Friedrichschen Gléttungsoperatoren.
zu k € N wahle TR > 0 mit H Juk(f . :H-B(O,k)) *f : :H-B(O,k)Hp < %, p = 1,2
—_——

=:fk
(vgl. Satz 7.3 und Bemerkung danach)
Dann fp,eC* C S

e = fllp, — 0, p=1,2

Folgt: F f m Ffy = hm fk in £2
bzgl. || II2 ’f—>

Andererseits ||fi — flloo < || f& — f!ll — 0
k — o

Also fr — f glm.
Damit: VR > 0: [[(fe = Ff) - Lpo.pllz =0, [[(fk = f) - Lpor)llz = 0
flf 9l < If = gll3 - Vol(2))
Daraus folgt: Ff = f £ii. auf B(0, R).
Dies fiir alle R > 0, damit Ff = f f.ii.

v
F~L1f = f f.ii.: Analog.
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57 Beweis (Unterabschnitt 9.1):

z.B.: Es ex. Treppenf™-Folgen (t,), (t}), sodass t,, <t < f<tf , <th
(Beispiel héngt ab von der Def. des Riemann-Integral)

b
R— f (tf —t,)(x)de — O Danntf e Ll L— [tF =R - fti Ydx (klar fiir Treppenfu’)

n — oo
()Cﬁlwachsend/l [t,=R— [t, <R- [t} <R- ft+
Nach Beppo-Levi: 3f~ € £, ¢, — f~ fii, L— [t, = L— [ f~
Analog: 3f+ € £, tF — f+ fii,, L’—i—fﬁ —L—[f"
L[l =fl=L—[(ff=f7)=lim L— [E]— lim L— [, =
Also fT = f~ fii
Esist £, < f <t ¥n €N, also
f~ < f < f* Ll Somit
i< f~<f<ft<iffii, alsof=ft=f",deshalb f e £ und
L—[f=L—[f =1lm L~ [t lim R—[t;=R—[f

58 Beweis (Unterabschnitt 9.2):
»=> 0 Va,b € Ra < b [f] Ly € L' (messbar, |f| integr. Majorante)
b

und ()R — [ |f(z)|dz :£—f|f|-]l[ab] nach 9.1

Also |f| €UR, UR— [ |f(a)|de =L — [|]
—00 R

»<=" Esist auch Va,b € R, a <b: |[|f|[jay € Rla,b]
(bekannt fiir Riemann-Int. vgl. Forster, Analysis 1)
Weiter nach 9.1: f - 1, b] = fl{a,p) mbar (sogar in £1([a,b],R)) und

L~ [1f]1Lap on f\f )|dz < UR — f | (z)|dz
Nach Beppo-Levi: |f] € £!

Falls beide Seiten der Aqu. erfiillt, so f mbar, |f| ist integr. Major., also f € £!
(1) und (2) gelten somit auch mit f statt | f|. Daraus folgt: f € UR, UR— [ f(z)dv=L—[f

59 Beweis (Unterabschnitt 10.1):

a) Satz:
fecLr geLd
= fg €LY gl < [If]lp - llglly (Holder-Ungl.)

= Beweis klar.
27 2m
b) lleklle = 2 f ldr =1, <@g >= 5 [eH2dy =0, falls k # 1
0

2 ~
¢) Falls f reellwertig, so f_j = f e*r f(x)dr = L [ e~k f(2)dr = fi
\f A
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60 Beweis (Unterabschnitt 10.2):

a) Beweis klar.

b) Lineare Algebra.

o) f=Y fipj+f—mif;

i<k
= fEF}
Vie{-k, . k}: <y f—mf>=0
Also f — ﬂkf)LFk
Folgt: mp f = pri.f
Gleichung folgt aus Pythagoras
ko
d) VEeNo: 3 117 = lprefll3 < |If113
" Pythagoras

oo ~
Konvergenz von Y. |f;|*> und Bessel-Ungl. folgen

j=—00

61 Beweis (Unterabschnitt 10.6):
OE J=Z
(ii) < (iv) nach 104
(@) = (@) (1) < [lpref = fll2, — 0

Sei f € L2, pry,f wie oben (orthog. Pr. von f auf span{y;||j] < k})

| prif  —fll2 — 0, alsofEspT(...)
~—~ k— oo
espan{y;}jez

(ii) = (ii) Sei f € L2, Vj € Z: < ¢j, f >= 0. Dann wegen
prif = > <, f > =0Vk € Ng
R

l71<k ~
Bs ex. Folge () € spanf{uibiez, [1fi— fllo — 0 vk €N
00
Also |[fI3 =< f,f>= < fife >+ < fi f=fr > < 2|l f=fell2 — O
N— Cauchy—Schwarz k — oo

Akso 1B =0, f=0 Lt (f=0)

(iii) = (i) Sei f € £2. Nach der Bessel-Ungl. > |fj|2 konv.

jez
Daraus folgt wegen [[prief—prifll3 =1l > fiwslB= S IfP< ¥ P —0
lj|=k+1,...,1 li|=k+1,...,0 G1>k+1 k — oo
,dass (pry.f) Cauchy-Folge in £2 bilden. Nach Fischer-Riesz hat diese einen limes f € £2.
Setze g := f — f
Dann Vj € Z: < ¢j,9 >=< v, f > - < Vi, f >=< v, f>—-< wj,klirgoprkf >
st ot vugt W~ 0 > SdppS > =0

fi=<abj.f>, falls |j|<k
Somit g=0 f.ii. nach Vor. von (iii).

Folgt f = f i |[prif — flla — 0
k — oo
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62 Beweis (Unterabschnitt 10.7):

f L = \[ f e—zkmf/ (z)dx = \%(f(.%) —ikx 27T f e—zkxf d.fC) — kafk
=0

63 Beweis (Unterabschnitt 10.8):

R b
Sei 0 :=b — a. Dalanfozifldx:i

v
und fiir k € Z\ {0} ist | /]2 = w5 (2 — 2 cos(kd)). Folgt
Z|fk|2 +2ZM:ﬁ+2mi_giCOS(k5)
iy 27T 27k? 2 T k2 T k2
k=1 k=1
2 S—m
& (85m)2— 2
52 T 2 (6%2—2m6+n2 w2 T T ’ T : ”
= ti—2(THT-R)=0+5+5+5=0=|/I13

64 Beweis (Unterabschnitt 10.9):

Sei U := span{pi|k € Z}. Z.z.. U = L? 1
Nach 10.8 und 10.4: 1,y € U fiir alle a,b mit 0 <a <b <27
Folgt: Treppenfu’'mn der Form Z i1, p,) liegen in U. — e

j_
Treppenfu’'n sind dicht in £2, enthalten in U = U = £?
(C.oo dicht in £2, Treppenfu’ dicht in C°)

65 Beweis (Unterabschnitt 10.10):

Nach 10.7 k—if fir k € 2\ {0},

Also |fil S glfil < g+l

lof|B<a®+52

fur a,BER

Wegen Y- 7z konv. und Y| f;|* konv. (Bessel-Ungl.)

ist 3 | fx| konv.
kez

k A
Wegen ||prifloc = || ,Zk(x = fie")]| < Zk\fﬂ
j== j==
folgt aus de Majorantenkriterium von Weierstraf$ (Ubg.):

(pri.f) konv. glm. gegen eine Grenzfu. f.
Nach einem Satz Weierstrafl (glm. limes stetiger Fu'n st.) ist f st.
Nach 10.9 gilt: ||pri.f — flla — 0 und wegen ||prif — flloo — O
~ k— oo _ ~ k — oo
auch ||prpf — fll2 — 0. Es folgt: ||f — f|l2 =0, f = f f.i., also
k — oo

da f, f beide stetig, f = f.
Also |lprif — flleo — O
k — oo

66 Beweis (Unterabschnitt 11.1):

a) Seibe M. Es ex. Umg. B von p € M mit uj|p — u*|p glm. auf B.
Somit u*|p stetig als glm. limes stetiger Fu'n
Da B Umg. von p folgt: u* st. bei p (D)
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b) Induktion iiber k: fiir £ = 0 schon gezeigt.

k — k+1: Sei pe M, b Umg. von p, so dass Vo, |a| < k : (0%u;) glm. konv. auf B

Nach Ind.-Annahme ist u* € C* und 9% — 9%* fiir |a| < k
Sei jetzt o Multiindex, |a| = k + 1.

Es ex. | € N, so dass 9% = 9;0% mit einem Multiindex &, |a|=k

Setze v; := 0% (j € N), also v; — 0%u*.
Wegen u; € CkH1 st v; € C! und

;= O,0%; = 9%u; konvergieren glm. auf B gegen eine st. Grenzfu’ w.
Fiir z € B, £ > 0 klein genug ist 0%u*(z+ece;) —0%* (z) = lim (8%;(z+ce;) —0%uj(x))
Jj—0o0

€

Jlggoof(?lvj x + se;)ds i o, auf B ({w(x + sep)ds
€B
Folgt: 9;0%u*(x) ex., = w(x) = lim 9%u;(z) (Beh. fiir k+1)
——— j—o0
—=0oy*

67 Beweis (Unterabschnitt 11.2):

Nachl().?istck:fkf( = Llp - Lofr= = Aof) —

Somit |cx| < |k|”/27THf 7|

—ikx p(r
’Lk‘)r\/ﬂ\({e f( )

< oo

68 Beweis (Unterabschnitt 12.1):

Sei Ly = —Apy, Lz = .upz. Dann
< Ly,z>r2y= [(0Y') — ay)z = [py 2| Rana — [ Py’ — [ qyz
I T I I
= [py?'|Rana + [ ((py?') — qyz) =<y, Lz >p2(p
N—— 7

=0
Somit < Ly, z >=< —Apy,z >p2 —A < py,z >=<y,Lz >
= —p <yY,pz >pe=—p <Y,z >ro )= —A <Y, 2 > )
Folgt, falls A # p:<y,z >r2(7 =0

69 Beweis (Unterabschnitt 14.2):

a) Sei f,g € A, = 3 Folgen f,, gn GA’ fm—=>f gn—g
:>angn_ngSan(gn_g)H_'_H(fn_f)gH o
<\ fall - llgn = gll + 1 fu = fll - lgll = 0, dh. f-ge A

b) Wir zeigen zunéchst: Ve > 03Polynom Q¢ € Rz HQa —z| <e Vzel[-1,1]

Beweis: V2 +r — \/>— |t] auf [—1,1]

glm.r— 0
D.h. Ve > 03r. > O|VE2 +r. — |t| < §
Sei pc(u) = u+re

= @ hat Taylorentwicklung um ug = %

pe(u) = 2 ( u—3)" = lim Q(u)

n—oo

Die Taylor Relhe konv. glm. auf [0,1] gegen . und Q% € R[z]
= Q;(ﬂ)l—n/t? +re Vte[-1,1]
glm.
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= 3N > 0[||Q%. (1?) — VEZ + 1<l < 5
= lQ%. (t*) — Itllloc <€
Aabg, fCA =Q5.(fled N Q\.(f)—

dh. |[fle A=A Vfge A, fvg=3{f+g+|f-gl}ed

/]

— 0
glm. |||

70 Beweis (Unterabschnitt 14.3):

Es ist A C C(X,R) abg. Subalgebra nach Lemma 14.2
Behauptung: Vf € C(X,R)¥(p,q) € X2E|qu‘qu|{p7q} = f‘{p,q}

Beweis:

Vp:q:qu::f\(gl\]l’/EA

E[R €A
Vp #q:3 qu € A‘ qu ) # qu( ), da A punktetrennend
Sei qu( ) f(i(qu( ) qu(p) ]1) + f(p)ll €A
fra(@)—fpq(p) N—— N——
EA €A €A

Da fpq(p) = f(p), fpe(@) = f(q)
Sei ¢, dann def.:
Upg := {z € X|rpq < f(z) + e} C X offen, da fpq — [ stetig
Vg i={x € X}'rpq > f(x) + e} C X offen, da fp, — f stetig
{p.a} CUpgNVpyg, Y(p,q) € X?
= U Uyp> U{at=X

qgeX qgeX -
d.h. {qu’g € X} ist offene Uberdeckung von X
= 3 endliche Teilitberdeckung {Upq, [k = 1,...,n}

omp. st.
A = mi f X = ’

Nach Ler?v,ma 14. 2b /\ quk k:I?,ln,n fk < f +eaubgaus kL:Jl quk

Und f, > f—¢e aufV, = ﬂ Vpg,, ist offen |p € V,, da
k=1

olv) = A fou, ) = 1)

d.h. {V},}p € X} ist offene Uberdeckung von X
= 3 endl. Teiliiberdeckung {V,|j = 1,...,n}

:>Z9f \/fp]<f+6

dho||f = fllo <€

d.h. A liegt Jicht in C(X,R) = A=C(X,R) dh. A dicht.

71 Beweis (Unterabschnitt 14.4):

R[z] C C([a,b], R) ist Subalgebra, da R[z] mult. abgeschl., 1 : z — 1 € R[z]

Vp,q € [a,bllp#q: Id[A,B]=R:z—x
= Id(p) =p # q=1d(q)

72 Beweis (Unterabschnitt 14.4):

Sei P := span{P|l € N} C £? := L£*([-1,1],R).

Behauptung: P = £2 (bzgl. ||.||2, d.h., P dicht in (£2,]].]|),

Legendre Polynome vollstéindig ONS in £2)
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Beweisskizze: P = span(1, z,22,...) (klar)
Seif € £2, ¢ > 0. Bex. J € €O, supp(f) C (—1,1), | — flb < 5

Zu f ex. Polynomfu f (nach WeierstraB) mit ||f — fHoo,[—l,l] < ﬁ
Ao [IF - 1l = J |fo) = Fo) o <, I1F - il <5

<IIf- f§4.2
Alson—fH2<€. Also P = £? VA
<UL o >pe=—<u, @ >po /‘\/
Falls p € C?, u € C!
< Du,p >=—<u,¢ > VYpelX ~.800 > |
H':={u € L?|Du ex., Du € L*} Y (2) = Y Pi(x)
Wrk .= {u € EQ‘DU,D2U, vy DPu ex., sind in LP} ze (-1 1l]
W2k .— [k H& — @llﬂm c H! 0<1 §’2000
lullzr = lullgz + [Dull 2

73 Beweis (Unterabschnitt 15.3):

,=": bekannt.

,»<="“: Polarisierung:

Im Rellen Fall: < z,y >:= 1(||z +y[|* — ||z — y|*)

Im kplexen Fall: < z,y >:= 3(|lz +y|* — [l — yI]* + il|z +ay|]* — il|x — iy|[*)

Beweis im rellen Fall:

1. <,> additiv im 1. Argument.
Zo: o+ 2" +yl? = |lo+ 2" +ylI> = (lz + 911> = [l = yII?) + (2" + yl1> = []2" = yl])
Ab jetzt |.| statt ||.|| aus wirtschaftlichen Griinden

e +y2+202> |z -2 +y)* (a)

Es ist |z + 2" + y|? =
Parallelogr.gl. 2|5L‘ + y|2 + 2’$|2 _ |$/ — x4+ y|2 (b)

2z —yl2+ 2022 = lx — 2’ —y]? (d
e [l )
2 —y? 2z — |2 —x —y* (V)

;g — atb '+
li.S. = 57 — 3= =re.S.
2. Folgt < ax,y >= a < x,y > fir a € N? (¥)
Mit < —z,y>=—-<2z,y> =>ac”
Fiir g €EQ:q< %x,y >(:)< q%x,y >=<pr,y>=p<zT,Yy>
*
Also < g:n,y >= § <zy>
<, > ist stetig (bzgl. der von ||.|| induzierten Metrik auf E x E)
=< ar,y >= a < z,y > auch fir « € R (Q C R dicht)
3. <z,y >=<y,x >
Rest klar.

4. Im komplexen Fall: dhnliche Rechnung

74 Beweis (Unterabschnitt 15.6):

zu a): 1. Mit Bilinearitét von <,>: span(M)Lspan(N)
2. Seien (xy,) C span(M) und (y,) C span(N) Folgen, z, = z*, y, = y*
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< z*,y* >=<limz,, limy, > = lim < z,,y, >=0
<,> stetig
|<$n1yn>_<$*vy*>|
=|<zpn—z* Yn>+<* yn—y*>|

*
NZn =2 (1 Yn I
—0 —ly*|]

zu b): Uraum Kklar.
MLM*, also MLM~L, also M+ c M+, M+ abg.

75 Beweis (Unterabschnitt 15.8):

Mit U gemiB Rieszsches Lemma setze ut := z — w. Dann & = u + u™*
Beh.: ut LU
Sei y € U. Betrachte ¢ : R = R, () =||u +ty —x|?

N——

eU
® hat min bei t = 0.

Esist o(t) =< u—z+ty, u—x+ty >=< ut+ty, ut+ty >= [|[ut||>+2tR(< ut,y >)+2||y||
Also R(< ut,y >) =0

Im Fall K = C: Analoge Rechnung mit < ut —ity, ut — ity > zeigt: J(< ut,y >) =0
AlsoVy e U : ut_ly, also ut € Ut

Zur Eindeutigkeit: Falls = u 4+ ut = v +v" ,s0 w—v eUNU* =
S~~~ S~~~ S~~~ N~~~ N——" <,> pos def
€U eUt €U eUt —vl yleut

{0}, also u = v, ut =wvt

76 Beweis (Unterabschnitt 15.9):

Zu a): Fiir abg. Uraum U: U vollst., da H vollst.
H = U + U+ nach Projektionssatz, U C (U+)* und U+ ist abg. Uraum, auch vollst.
=H=U+o U =UHaU~
Folgt: U = (U+)*
Zu b): Nach 15a): M = span(M)".
Also (M+)+ == (spT(]W)L)J- a:) span(M), Rest klar.

77 Beweis (Unterabschnitt 15.10):

zu b): Falls T st. bei 0 und z € E, =, — z (|x, — z|g — 0), so st

Tz, — Tx|lp =|T(xp —x)lp —> O
T stbO
T(0)=0, da
T linear

Also T st. (Erste Aquivalenz gezeigt)

—0

zweite Aquivalenz:

»<=“: Absch. = T bei 0 st. = T st.

= DaTst.beilOex,r>0:Vx € |z|g<r: |z|p <1

Falls y € E beliebig, y # 0, so |Ty|r = ’T(|;|yE)‘F . IylE <l
(T2 = Tylp = |T(z — y)|r < clz —ylE)
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78 Beweis (Unterabschnitt 15.12):

1. Falls ¢ = 0, so klar. (z := 0)
Sei ¢ # 0. Dann Ker(p) abg. (Also st. Urbild von {0} € K) und Ker(y)+ H hat Kodim
1.
Nach Proj.Satz: H = Ker(¢) ® (Ker(p))™*.
Sei e € (Ker(p))t, ¢le) = 1.
Man kann zeigen, dass Vy € H : ¢(y) =< m,y >

Dann Vy € H :
y= ¢e +(y—¢ye), also
N—— ~—_————
eKer(¥)+ eKer(p)
0=<ey—pye>=<ey>—py) <ee>
N——
=llell
— e . _e
PW) =< ¥ > =
. Cauchy—Schw
Weiter [[o||g+ = sup |o(y)] = sup |<z,y> | < l2l|m -1 = |zl
llylla<1 lyll <1
el = | <z, s > | = llzlla, also |[e[g- = |z]|a

Zur Eindeutigkeit:
Falls p =< 2, % >=< Z,* >, s0Vy € H :< x,y >=< 2,y >,also <z — T,y >=0,

also <z —F,x—T>=|z 2|3 =0 =z=7

79 Beweis (Unterabschnitt 15.14):

<ty >=1(x)(Ty) = («(z) o T)(y) = (T"u())(y)
= (Lo TH)(@)(y) = «(T(2))(y) =< T¥(x),y >

80 Beweis (Unterabschnitt 15.17):

1. Seien y, 7 zu x aus H wie in der Def. von D(TT).
Dann Vz € D(T) : < y,z >=< g,z >
alsoVz € D(T) : <y —19,z >=0. Also y — gL D(T), somit auch (15.6)
y — §LD(T)
D(T) = H, da D(T) dicht ist, also y =g
2. Falls 21,29 € D(TT), y; :=TTa;, i=1,2
so < w1+ w2, Tz >=<y; +y2,2> Vze€ D(T)
<21, Tz >=< Ay, 2 > Vz € D(T), somit 21 + x2, - 21 € D(TT), TT linear

81 Beweis (Unterabschnitt 15.18):

»= Sei T symmetrisch. Dann Vo, v € D(T) : < ¢, TY >=< Ty, >, also
o € D(TY), TTp=Ty. Also D(T) c D(TY), Tt = T auf D(T)
TcTt

,<=“ Falls T C TT, so D(T) € D(T"), Yy € D(T): Ttp = T, also:

Vo € D(TWy € D(T) :< ¢, Ttp >=< TTp, ) >=< T, 1p >
Also T symmetr.
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