
Besprechung zu Blatt 1 zu Analysis 4

1.1 Aufgabe

1.2 Aufgabe

Sei µ = {x0}, x0 ∈ Rn.
Z.z. ∃(fj) ⊆ C0(Rn) FF mit fj(x0) −→

j → ∞
∞.

Also (fj) ⊆ C0(Rn) ist FF ⇔ fj ≤ fj+1

und (
∫
R
fjdx)n∈N ⊆ R beschr.

Für n = 1 und j ∈ N, fj : R→ R,

fj(x) =


0 , x ≥ x0 + 1

j

−jx+ 1 + jx0 , x ∈ [x0, x0 + 1
j ]

fj(x0 − x) , x ∈ (−∞, x0]
für x ∈ [x0, x0 + 1

j ]:
mx0 + b = 1⇒ b = 1−mx0
m(x0 + 1

j ) + b = 0
m
j + 1 = m(x0 + 1

j )1−mx0 = 0
⇒ m = −j, b = 1 + jx0

Für n ∈ N allgemein, j ∈ N sei

fj(x) =

{
0 , x ∈ Rn \Wj

−j||x− x0||∞ + 1 , x ∈Wj

Wobei Wj := {x ∈ Rn
∣∣||x− x0||∞ < 1

j }
fj stetig: fj stetig in Rn \Wj (offen) und
in W̊j = {x ∈ Rn

∣∣||x− x0||∞} (offen, da
||.||∞ stetig als Metrik. Für x ∈ Rn mit ||x− x0||∞ = 1

j
und (xk) ⊆ Rn mit xk → x gilt.
xk ∈Wj : fj(xk) = −j||xk − x0||∞ + 1 −→

k → ∞
− j ||x− x0||∞︸ ︷︷ ︸

1
j

+1 = 0

xk /∈Wj : f(xk) = 0 = −j||x− x0||∞ + 1 = fj(x)

fj hat kompakten Träger: suppfi = f−1j (R \ {0} = ẘj = Wj (kp)
(fj) hat außedem weitere folgenden Eig.:

• fj(x0) = −j||x0 − x||∞ + 1 = 1

•
∫
Rj

fjdx =
∫
Rn

(−j||x0 − x||∞ + 1)dx

=

x0+
1
j∫

x0− 1
j

...

x0+
1
j∫

x0− 1
j

(−j||x− x0||∞ + 1)dx1...dxn

=
1∫
0

Ktdt, Kt := mt+ bmitK0 = vol(Wj), K1 = vol{x0, 1} = 0

=
1∫
0

(−(vol(Wj)t+ (vol(Wj))dt = vol(Wj)
1∫
0

(−t+ 1)dt = 1
2vol(Wj)

= 1
2(x0 + 1

j − (x0 − 1
j ))n = 1

2
2n

jn = 2n−1

jn ≤
2n−1

1n = 2n−1

Sei für j ∈ N, gj : R→ R def. durch gj :=
j∑

k=1

fk(2k(x+ x0) + x0)

Beh. (gj) ist FF mit gj(x0) −→
j → ∞

0
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gj =
j∑

k=1

fk(2k(x0 − x0) + x0) =
j∑

k=1

fk(x0) =
j∑

k=1

1 = j −→
j → ∞

∞ ⇒ gj stetig.

supp = gj = g−1j (R \ {0})
gj(x) 6= 0⇔ ||2k(x− x0) + x0 − x0||∞︸ ︷︷ ︸

=2k||x−x0||∞

≤ 1
k ∀1 ≤ k ≤ j

⇔ ∀1 ≤ k ≤ jgilt||x− x0||∞ ≤ 2−k
k ≤ 1

supp(gj) ≤ {x ∈ Rn
∣∣||x− x0||∞ ≤ 1} (kp.)

Da fk ≥ 0∀µ gilt: gj ≤ gj+1

Da
∫
R
fkdx ≤ 2n−1 ist

∫
Rn

gjdx =
j∑

k=1

∫
Rn

fj(2
k(x− x0) + x0)dx

=
j∑

k=1

∫
Rn

fj(x)(2k)ndx (Transformationssatz)

=
j∑

k=1

1
2nk

∫
Rn

fj(x)dx ≤
j∑

k=1

1
2k

2n−1 ≤ 2n− 1

1.3 Aufgabe

(fj), (gj) FF., (hj) := max{fi, gi}
Z.z. (hj) FF.
hj = max{fj , gj} = 1

2(fj + gj) + 1
2 |fj − gj | stetig als Komposition von st. Fu.

h−1j (R \ {0}) ≤ f−1j (R \ {0} ∪ g−1j (R \ {0})
≤ f−1j (R \ {0}) ∪ g−1j (R \ {0}) = supp(fj) ∪ supp(gj) kp.∫
R
hjdx =

∫
R

max{fj , gj}dx

Sei m1 := min(f1), m2 := min(gj), m0 := min{m1,m2}
Dann ist m0 ≤ fj ,m0 ≤ gj∀j ∈ N⇒ fj −m0, gj −m0 ≥ 0
|fj − gj | = |(fj −m0)− (gj −m0)| ≤ |fj −m0|+ |gj −m0| = fj −m0 + gj −m0∫
R
hjdx =

∫
R

max{fj , gj}dx ≤
∫
R

(|fj |+ |gj |)dx ≤
∫
R

|fj |dx

︸ ︷︷ ︸
<c

+

∫
R

|gj |dx

︸ ︷︷ ︸
c

Beh.
∫
< c: ∃c > 0.

Dafür ist z.z.: für FF is auch (
∫
R
|fj |dx)j∈N beschr.

D := f−11 ((−∞, 0)). Wegen fj ≤ fj+1 : f−1j ((−∞, 0)) ≤ D.
Weiter ist D ≤ supp(f1) und supp(f1) kp ⇒ D beschr., vol(D) beschr.

(fj)FF ⇒ ∃c > 0 mit
∫
Rn

fjdx ≤ c∀j ∈ N

Sei m := min{f1} ≤ fj∀j ∈ Rn

Dann ist
∫
Rn

|fj |dx =
∫

Rn\D
|fj |︸︷︷︸
=fj

dx+
∫
D

|fj |︸︷︷︸
=−fj≤−f1≤|m|

dx

≤
∫

}Rn\D
fjdx+ vol(D)|m|

usw...(Beweis im StudIp nachgereicht)
Z.z. hj ≤ hj+1

fj(x) ≤ gj(x) : hj(x) = max{fj(x), gj(x)} = gj(x) ≤ gj+1(x) ≤ max{gj+1(x), fj + 1(x)} =
hj+1(x)
gj(x) ≤ fg(x) genauso.

1.4 Aufgabe
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1.5 Aufgabe

U Unterraum der Dimension k, o.E. U = Rk × {0} ∈ n− k
Wir erhalten ein k-Gitter G.
G = {(l1, ..., lk, 0) ∈ Rn

∣∣l1, ..., l2 ∈ Z}
O := {[p1 − 1, p1 + 1]× ...× [pk − 1, pk + 1]× ...}
volQ1 = 2, vol(Q2) = vol(Q̃2) = 1

2

N 3 k ≥ 2, vol(Qk) = vol(Q̃l) = 1
2k−1

O = {Q1} ∪ {Qk, Q̃k

∣∣k ∈ k ≥ 2}
O abz., U ⊆

⋃
Q∈O

Q

vol(O) =
∑
Q∈O

vol(Q) = 2 + 2
∞∑
k=2

1
2k−1 ≤ 4

Qε := {(x, εy
∣∣(x, y) ∈ Q}, Q ∈ O

Oε :=
⋃

Q∈O
{Qε} ⇒ vol(Qε) = ε · vol(O) ≤ 4ε

Rest Studip.
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