
Besprechung zu Blatt 2 zu Analysis 4

2.1 Aufgabe

G0 := Zn, O0 := {p+ [0, 1]n|p ∈ G0}
j ∈ N : Gj := {p ∈ Rn

∣∣2jp ∈ G0}
Oj := {p+ [0 + 1

2j
]n
∣∣p ∈ Gj}

U ⊆ Rn offen.
rekursive Definition:
OUn := φ0
OUj := {Q ∈ Oj

∣∣Q ⊆ U \ ⋃
Q̃∈QU

j−1

Q̃

︸ ︷︷ ︸
φ0

}

OU :=
⋃
j∈N0

OUj

Beh.: U =
⋃

Q∈QU

Q

”
⊆“: klar

”
⊇“: Sei x ∈ U . Da U offen, gibt es ε > 0 mit x+ [−ε, ε]n︸ ︷︷ ︸

B||.||∞

⊆ U

Für j ∈ N groß genug ist 2j−1 > 1
ε .

Dann x+ [0, 1
2j ]

n ⊆ x+ [−ε, ε]n ⊆ U
Es gibt p ∈ Gj mit x ∈ p+ [0, 1

2j
]n =: Q

Dann ist für y ∈ Q:
||x− y||∞ ≤ ||x− p||∞︸ ︷︷ ︸

≤ 1
j

+ ||p− y||∞︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2
j

≤ 1
2j−1 ≤ ε

d.h. Q ⊆ B||.||∞(x, ε) ⊆ U

1. Fall: ∃Q̃ ∈ OUj−1 mit Q ∩ Q̃ 6= φ

Q ∩ Q̃ ⊆ ∂Q für alle Q̃ ∈ OUj−1
⇒ Q ⊆ U \

⋃
Q̃∈OU

j−1Q̃

⇒ Q ∈ OUj

⇒ x ∈ Q ⊆
⋃

Q̃∈OU

Q̃

Q ∩ Q̃ 6= ∅ ⇒ Q ⊆ Q̃
⇒ x ∈ Q ⊆

⋃
Q̃∈OU

j

Q̃

2. Fall: Q ∩
⋃

Q̃∈OU
j

Q̃⇒ Q ⊆ U \
⋃

Q̃∈OU
j−1

Q̃

⇒ Q ∈ OUj
⇒ x ∈ Q ⊆

⋃
Q̃∈OU

⇒ U ⊆
⋃

Q̃∈OU

Q̃

2.2 Aufgabe

Idee:
Schritt n: 2n Intervalle der Länge 1

3n

nIi, i ∈ {1, ..., 2n}

Nn =
2n⋃
i=1

nIi

N =
⋂
n∈N

Nn ⊆ [0, 1]
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⇒ Nbeschr.,Nabg.⇒ Nkp.

N ≤ Nn, µ(N) =
2n∑
i=1

µ(nIi) = (23)n → 0

N
bijektiv−→ {0, 1}N = {(xn) ⊆ R

∣∣xn ∈ {0, 1}, n ∈ N}
bijektiv−→ {0, ..., 9}N bijektiv−→ [0, 1] überabz.
⇒ N überabz.
Rest: siehe Zusatzblatt:
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2.3 Aufgabe

Seien K kp. (nj) ⊆ C◦(K), u∗ ∈ C0(K)
uj ≤ uj+1 ∀j ∈ N, uj → u∗ pktweise.
Beh.: uj → u∗ glm. auf K, d.h. sup

x∈K
u∗(x)− uj(x) −→

j → ∞
0

Bew.: Seien vj := u∗ − uj , j ∈ N. Dann gilt (vj) ⊆ C◦(K)
vj ≥ vj+1, 0 ≤ vj → 0 pktweise in K.
z.z.: sup

x∈K
vj(x) −→

j → ∞
0

Angenommen, es gibt ε > 0 und (jk) ⊆ N, (jk) streng monoton wachsend mit
sup
x∈K

vjk(x) > ε

Sei (xjk) ⊆ K mit vjk(xjk) = sup
x∈K

vjk(x)

O.E.xjk −→
k → ∞

x für ein x ∈ K

Da vjk −→
k → ∞

0 pktweise in K gibt es ein k1 ∈ N mit

|vjk(x)− 0| < ε
4 ∀ ≥ k1

Da vk1 stetig, gibt es ein k2 ∈ N mit k2 ≥ k1 und
|vjk1 (xjk)− vjk2 (x)| < ε

4 ∀k ≥ k2
Damit gilt für k ≥ k2 ≥ k1
ε < sup

y∈K
vjk(y) = vjk(xjk) ≤ vjk1 (xjk) ≤ vjk1 (x) + ε

4 ≤
ε
4 + ε

4 = ε
2 ⇒ Widerspruch!

2.4 Aufgabe

Sei L kp.
Gesucht ist g ∈ C0

c (Rn) mit 0 ≤ g ≤ 1, g|L = 1
supp(g) ⊆ Lε = {x ∈ Rn

∣∣dist(x, L ≤ ε}
Für eine beliebige Menge A ⊆ Rn ist die Funktion
Rn → R, x 7→ dist(x,A) stetig.

Sei g : Rn → R, g(x) := dist(x,Rn\Lε)
dist(x,Rn\Lε)+dist(x,L)

g ist stetig, wenn g wohldefinitiert ist. Das ist hier der Fall, denn für x ∈ Rn gilt:
dist(x,Rn \ Lε) = 0⇒ x ∈ Rn \ Lε
⇒ dist(x, L) ≥ ε ⇒ dist(x,Rn \ Lε)︸ ︷︷ ︸

=ε

+ dist(x, L)︸ ︷︷ ︸
≥ε

> ε 6= 0

dist(x, L) = 0⇒ dist(x,Rn \ Lε) ≥ ε
⇒ dist(x,Rn \ Lε) + dist(x, L) ≥ ε 6= 0
supp(g) ⊆ Lε

x ∈ Rn : g(x) :=

≥0︷ ︸︸ ︷
dist(x,Rn \ Lε

dist(x,Rn \ Lε) + dist(x, L)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0

g(x) ≤ dist(x,Rn\Lε)+dist(x,L)
dist(x,Rn\Lε)+dist(x,L)

= 1

x ∈ L : g(x) = dist(x,Rn\Lε)

dist(x,Rn\Lε)+dist(x, L)︸ ︷︷ ︸
=0

= dist(x,Rn\Lε)
dist(x,Rn\Lε)

= 1
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