3 Ubungsblatt von Analysis 4 zum Mittwoch, den 4.5.2011
Lebesgue-Integrierbarkeit
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Lebesgue— Raum
Lebesgue-integrierbar

Q Nullmenge = QN [0, 1] Nullmenge.
= W N0,1] ist Lebesgue-integrierbar mit [ Wonjo1jdz =0
R

la: [ f, = 0und f, 4 0 p.w.
2a: f, > 0p.wund [ f, A 0.
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= | [fn—=0%4 f,—0puw.
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Setzt man an die Funktionenfolge zusétzliche Eigenschaften voraus, so erélt
man

fn — 0 p.w. und weitere Eigenschaften = [ fy — 0
Oder &hnliches (siehe dazu Konvergenzsétze: Faton, Lebesgue)

3.1 Aufgabe

a) n: Durchgénge. = 2" Funktionen: , fi, k € {1,...,2"}

k=1 k
nfk;ﬂR—)R, nfk = 1 ’IE[Qn ) on 2h 2 b 2b 2l
0 sonst|
1 n l,'1 1 2 121
Je€ LY CLVneN, ke{l,..,2"} s 3
% Tl =3 =5 ' — oo
Zux €[0,1) und n € N gibt es ein k, € {1,...,2"} mit z € [kggl,’;—g]_

1 k=kh,

Dann ist firn e N: , fi(z) = {

0 ,sonst

= o fr, () =14 0(n — o0)

*re(0g
b) neN, f,:R—=R, fn(x)::nQH‘(O’%): oot (t ")
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1fulls = [ fade = n* = n = o0 p
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Sei z € [0, 1]. Dann gibt es ein ng € N mit ng > 2
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Dann ist z ¢ (0, 2Vn > ng und somit
folx) =0Vn >ng = fu(z) — 0
n — 00

¢) N C R? Nullmenge mit {z € R|N, = R} dicht in R
Ein solches N ist gesucht.
Dicht in R ist Q
Eine Menge ist Q = {z € R*|N, = R} (dicht in R)
ist z.B. Q x R
Frage: ist Q x R eie Nullmenge in R??
Blatt 1.5) = {0} x R echter Unterraum von R? ist Nullmenge von R?
= Vq € Q ist {¢} x R eine Nullmenge von R?
= Q x R als abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen {¢} x R, ¢ € Q,
ist wieder Nullmenge in R?

3.2 Aufgabe

1 ,2>0

. peCY-1,1
0 w0’ ¢ ([-1,1])

0:R— R, G(I)::{

1

Z:2:9(0) = [ p(a)dt(a) .

21
Sei tg, ..., t,, n € N, eine Zerlegung von [—1, 1]

&k € [te—1,tx), k€ {1,....,n} et
é (&) (O(te) — O(tr—c)) “

Alky € {1,...,n}mit0 € [tyg,—1, try)s thy >0

= 32 (&) (O(t) — Bltir)) - ()

= 5 60 1)~ 0(0y) =0

——
<0 <0
=0 =0
Ly 0t ) — 0(tr1)) = 0
k:%;ﬂw(ﬁk)( (:%/) ( 1;01))

[

+ ¢ (Eko ) (O( Lo ) —9(751«:—01)) + P (Ero—1) (O0(thg—1) — O(thy.2))

1. Fall tko—l <0:

= (& (1 = O(tky-1)) +0 = (&) = 0
(Feinheit der Zerlegung gegen 0) & € [try—1, tko)

2. Fall t,_, > 0:
¥ =0+ P(Erg-1(0(trg—1) — O(tho—2)) = P(Eko—1) — ©(0)

= Es ex. Grenzwert von * wenn die Feinheit der Zerlegung gegen 0 setzt

und _fll o(z)db(z) = ¢(0)
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3.3 Aufgabe

8) a(z) = {sin(x) ,x €[0,1)

COS( ) [_17 0]

(%) f cos(x ) =7 Sei ty, ..., t, eine Zerlegung von [—1,1], & €
[tk,l,..., xl, k€ {1,...,n}
Dann gibt es ein kg € {1,...,n} mit 5,1 < 0 und 0 € [tg,_1, tko]
Dann ist .
=y cos(&)(sin(ty) — sin(ty_1)) — [ cos(z)sin’(z)dx

k=ko+1 0

ko—1 0

+ 14;2::1 cos(&x) (cos(ty) — cos(tp—1)) — f cos(x) cos'(z)dx
+ cos(gko)(a(\t;?/) — (tgy-1)) — COS(O)(sm(O) — cos(0))

>0 cos(tkg)
——

sin(tk, )
(Mit Feinheit d. Zerlegung gegen 0)
= Grenzwert von (*) falls Feinheit der Zerl. gegen 0 existiert und ist

gegeben durch
0
f f cos(z) sin’(z)dx + [ cos(x) cos'(z)dx + cos(0)(sin(0) — cos(0))
“1

b) V:=[-1,0] = R, V(t):=

o o

w(s)ds

V(1) -1 ,t<1
a:R—=Ra(t) =< V(T) .t € (—1,0)

Leicht nachzurechnen!

3.4 Aufgabe

a) R > 0 mit supp(y) C [—R, R]
= supp(¢’) C [-R, R

R
g pr'dr = fR pr'dr = o - / p'rdx

=0 =0 H{@’de
! 0 R
b) do(p) = ¢ :—fgo’ﬁ— fgp’ 0 dx—fgp’ 0 dx
“Rr ~ 0 ~
R
= — [¢'dz = [~¢]f = o(R) +¢(0)
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