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1 Gewohnliche Differentialgleichungen 13.04-16

1.1 Einfiihrung
1.1.1 Definition

ADb nun gegeben sei ein Streifen S = {(z,y) :a <2z <b, y € R"} mit a,b € Rund f:5 — R"
stetig.

Das Anfangsproblem AWP mit der DGL

v ()= f(z,y) , x€]la,b] (1.1.1)

ist die Aufgabe, eine differenzierbare Funktion y : [a,b] — R"™ zu finden, die in S die DGL 1.1.1
16st und fiir ein gegebenes g € [a,b] und yo € R™ einer Anfangsbedingung y(xo) = yo geniigt.

Beispiel 1

1)y = f(z) , y(JiO) = Yo
=y(z) =yo+ [ f(t)dt

2) v =Xy , y(xo) =yo unabhingig von x: AWP ist autonom
= y(z) = yoe =)

1.1.2 DGL n-ter Ordnung

y" = f@, g,y ey )
£A1=Y, 22:3/) ey An =Y
2= (21,0, 20) 2= (20ys2n, (2,21, 000 20)) T

(n—1)

1.1.3 Satz von Peano

Ezistenz und Eindeutigkeit der Lisung

Sei f stetig in [a,b] x U , U Umgebung C R™
Sei ¢ > 0und S. = {(z,y), = € [a,b], |ly —wol < ¢}

Dann ex. eine Losung des AWP fiir = € [z, min{b, %}] , = ( m)aXS {I1f(x, )|}
T,Y)ESe

= Fiir eine stetige Funktion existiert die Losung zumindest lokal.

1.1.4 Definition
f heift Lipschitz—stetig (Lst), wenn

Vo € [a, b, y1,y2 € R" 3L || f(z,y1) — f(x,92)|| < Lilyr — vz
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1.1.5 Satz von Picard Lindel6f

Sei f Lst. auf S. Dann ex. zu jedem x € [a,b] und jeden yy € R genau eine Fu. mit
1) y st. und st. differenzierbar (dbar)

2) y/ = f(x,y), S [avb]

3) y(xo) = o

1.1.6 Satz

Sei f Lst. auf S, z¢ € [a, b] fest.
y'(z, s) bezeichne Losung des AWPs

y/ = f(may) ) y(CEO) = S.
Dann gilt
ly(a, 51) = yla, 52| < L0705 — s

fiir x € [xg, ]

Die Methoden kénnen fiir den Fall y € R” ohne grofie Anderungen iibertragen werden.

1.2 Einschrittverfahren
1.2.1 Eulerisches Polyonzugverfahren

I I — 1 y(z+h)—y(z)
v = flz,y), ¥ Jim =5

=y =~ W mit kleinem h.
xo, 1 =20+ h, xo =21+ h,....,xp =20+ kh, k=123, ..
y(@g) = yk = Y1 + hf(@p-1,y6-1) < L2~ f(Th-1, Yk-1)

Bemerkung:
Man kann auch mit variablen Schrittwerten arbeiten: xyy1 = xp + hg, hi >0

Beispiel 2

v=vy, y(0)=1, y(x)0e®, h=0.1
o = O, Tr1 = 0.1, T = 0.2, xr3 = 0.3
Yo=1, y1 =yo+hf(zo,y0) = 1.1, y2 =121, y3 = 1.331

y(0.1) ~ 1.1, €% =1.1052
y(0.2) ~ 1.21, %2 =1.2214
y(0.3) ~ 1.331 , %3 = 1.3499

— ) — —
Y CRAN N

13-04-19



1 Gewohnliche Differentialgleichungen Numerische Mathematik 2

3 - 80

1.2.2 Definitionen

Definition:
Ein Einschrittverfahren zur Bestimmung der Nidherungslosung yy ~ y(xy)
des AWPs ¢/ = f(x,y), = € [a,b], y(zo) = yo hat die Form:
Tpy1 =T+ h
Yk+r1 = Yk +ho(zk,yp,h) , k=0,1,..

p heiit Zuwachsfunktion oder Verfahrensfunktion.

Beispiel: Euler o(z,y, h) = f(z,y)

Definition:
Der lokale Diskretisierungsfehler an der Stelle (z,y(x)) ist definiert durch
y(x +h) —y(z)

T(x,y(x),h) = A —p(z,y(z), h)

Hier ist y die richtige Losung.
y(z +h) =y(@) + ho(z, y(x), h) — hr(z, y(x), h)

Bemerkung: Fehler, wenn man im Punkt (x,y(z)) die richtige Losung hat und einen Schritt

des Verfahrens macht.

Definition:

Ein Finschrittverfahren heifit konsistent, wenn

li h) =
lim (2, y(x), h) = 0

fir z € [a, b].

Das Verfahren besitzt die Konsitenzordnung p > 0, wenn 7(z,y(z), h) = O(p).

Beispiel: Das eulerische Verfahren ist konsistent und die Konsistenzordnung 1.

Siehe Beweis 1 (Anhang)

Definition:
Die Ndherungslosung: yp
Die exakte Losung: y(xy)
Globaler Dikretisierungsfehler an der Stelle zy, = ek p, = ypn — y(xk)

Definition:
Ein Finschrittverfahren zur Bestimmung der Losung des AWPs
y' = flz,y), @ €la,b], y(wo) =yo
heifit konvergent, wenn
lim max |egn| =0
h—0 k:z€[a,b]
Das Verfahren hat die Konvergenzordnung p > 0, wenn

max |egp| =O(hp), h—0
k:xy€la,b]
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Satz:

Beispiel 3: eulerische Polygonzugverfahren

Das eulerische Polygonzugverfahren ist konvergent mit Konvergenzordnung 1.

Beweis:

Yk+1 = Yk + Rf (2, Ykon)

y(zps1) = y(aw) + hy' (zx) + O(h?)

eht1,h = ehp + h[f (@, ye, h) — o (zx) ]+ O(R?)
—

flzr,y(zr))

= ern + Al @k, yen) — flar, y(zw)] + O(R?)

Da f Lst., ist | f(2x, Y,n) — f(2r, y(2r)| < Llyen — y(zr)| = Llex,l
= ]ek+1,h| < ‘ek,h‘ + hL’ek,h| + O(h2)

= lersinl < (1 +hL)|epn| + O(h?)

Lemma:
Geniigen die Zahlen & , kK = 0,1, ...n einer Abschétzung der Form
’gk-i-l‘ < (1+5)|£k|+/8 ;,0>0,82>20,k=0,1,..n—1,s0 gilt

nd

e’ —1
&l < €™lgo] + —5—8
Siehe Beweis 2 (Anhang)
= lersinl < (1+ Al)lexn| + O(h?)
Nach dem Lemma folgt: |e,, | < e leo nl %O(fﬁ)
——
=yo0,n—Y(20)=0

lenn| < L;)_10(}1) fir alle z,, € [a,b]
= max e, < C0=10(h) 0

n:xn€la,b

Die Konvergenzordnung ist somit 1.

Ein FEinschrittverfahren der Konsistenzordnung p > 0 dessen Verfahrensfunktion ¢ Lst. (bzgl.
y) ist, ist konvergent mit der Konvergenzordnung p.
Siehe Beweis 3 (Anhang)
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Bemerkung:

lenn| < eL(”*% h
= Spezialfall Euler—Verfahren (oft zu grob!)

Beispiel 4

y =100y, y(0)=1, wel0,1]
ex. Lsg.: y(z) = eilooz y(1) = e 100

eul. Polygonzug.: yx11 = yx + hf(zr, yr) = yx + h(—100yx) = (1 — 100h)yy
y)~y,, n=1, h=0.02, n=50

yn:(172)5021

L(b—a)_1

—5—h

f(@,y) = =100y , [f(z,y1) = f(@,92)| < Lly1 —y2| , L= max ‘%(w,y)‘ = 100

z€|a,b|
h=0.02, n=50 = l|es0.02| < ...~ 10%

1.2.3 Taylor-Verfahren

Satz:

y/ = f(way) ’ y(xO) =% , T E [a7b]
fecr(S) = yeCP([a,b]), Taylorentw. existiert!

Vo 1) = v(o) + /(o) + () + 2y (2) + Ry

- ,%Of (h— €y (€)de

Das Verfahren:
Tkl =Tk + h
Yk+1 = Yk + ©p(Tk, Yk, h) mit
ep(2,y,h) = f(2,y) + £ Dd(z,y) + ... + "p DP~Lf(x,y) mit D: Differentation nach x.
Df(xvy):fx+fyy,(x):fx+fyf F
D2f(:c,y) = D(fx + fyf)
= fox + fzyy, + (fyx + fyyy,)f + fy(fx + fyy,) = fox + 2fxyf + fyyf2 +fyF

G
2
ep(z,y,h) = f+ 4F + (G + f,F)...
Theoretisch: beliebige Konsistenzordnung, praktisch unbrauchbar

Talor—Verfahren hat Konsistenzordnung p

1.2.4 Trapezregel

Verfahren der 1. Konsistenzordnung.
yk+1:$k+h, yk+1:yk+h(%) 7k:071727"'
y1 = yo + 2(f(z0,90) + f(z1, 1))

Implizite Methode = Jeder Schritt nur eine Gleichung (Vergleich: eul. Polzug.: explizit).

13-04-23
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Beispiel 5

v=y, y0) =1, ylr)y=€e", h=0.1

exakte Losung: y(0,1) = 1.10517 , 4(0,2) = 1.22140 , y(0,3) = 1.34986

mit Euler: y1 =11, yo =121, y3=1
Trapez: yo =1, yks1 = Yu + 2(F @k, yo) + F(Tht1, Yt1))
(1= Byrsr = 1+ 5w

k41
1+ 14k
Ye+1 = 120% = | 122
2

h=01: % =5, v =(p)
Y1 = 1.10526 , Y2 = 1.22161 , y3 = 1.35020

Satz:
Trapezregel hat Konsistenzordnung 2

1.2.5 Die —Methode

0<O0<1l, a1 =2ar+h
Yk+1 = Yk + h(Of (xr, yp) + (1 = 0) f(Tpg1, Yrg1))
0 =1 = euler. Polzug
0= % = Trapez
0=0 = yr+1 =Yk +hf(Trt1,Yr+1)
= impl. eul. Polzug
impl.: f(Zgy1,Yr+1) verschwindet nicht
expl.: 0 =1

Konsistenzordnung:

(w,y(x),h) =L@ gre gy — (1—0)f(a+ hy(e + h))

—;@w>+%wmwﬁawmw4Wﬂ)—@'
= (1= 0)(y/ + hy" + By + O(h)
= (= (1= 0))y” + 123 — H(1— )" + O
=h(0— 3)y" +Rh*(30 — L)y + O(h3)

= Ordnung 1 oder 2 (bel 0= 7)

1.2.6 Explizite Runge—Kutta—Vefahren

Sei s € N. Ein explizites s—stufiges Runge—Kutte—Verfahren hat die Form

Tht1 =xp+h , Yrt1 = Y+ ho(Xk, Y, P)r=0,1,...
k1(x,y) :f(l',y)

k‘g(.’L‘, y) = f(HT + CQh, Yk + haglkl (1‘, y))

k3(x,y) = f(x + csh,yr + h(aziki(z,y) + as2ka(z,9)))

s—1
ks($7y) = f(l‘ + Csha Yi + h Z (lsik'i(l',y))
i=1

=Yk + %yk + %ykﬂ

[ mittl. Steigung

13-04-26
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‘7:

S
Yk+1 =yp+h) bjk;
=1
Butcher—Tableau:

Die Koeflizienten cl = 0
C2 az1
C3 aszy as2
Cs as1 Qg2 ... Ogs—1

bl b2 bs—l bs
c|lA

Butcher—Tableau: ;

1) Wir wollen, dass die Methode mindestens Ordnung 1 hat:
r(z,y(z), h) = MR — o(a,y,h)
HERD =y (@) + O(h) = f(x,y) +O(h)

ZS:I bf(x + th, Y+ hjzl ajiki(m, y))
éhwmw+om» > byf () +O(h)

=1
flz
(s

J
3 b ay) +O)
3 )
Ordnung 1 < 7(z,y(x ,h = O(h)

7(z, y(x), h)
7=1

=

i | f(x,y) +O(h)

2) Wir wollen, dass k;(z,y(z)) die Ableitungen y'(x + ¢;h) mindestens von Ordnung 2 ap-
proximieren, d.h.

ki(x,y) =y (x + c;h) + O(h?)

y'(z,cih) =y (x) +y"(x)eih + O(h?)
Y = f(z,y)
y// :fm+fyy fm+fyf
= f (@, y) + hei (fo () + fy (2,9) f(2,9) + O (h?))
ki(x,y) ( +czhy+hzlaﬂz
Jj=

=f(z,y)+h <f:z:ci + fy il ajiki (l"vy))
=

ki = y’ (Czh> + 0 (hz) =
f(z,y) + hei (fe (2,9) + fy (2,9) f(2,y))

_f(xy)—i-h(fm(xy)cz-i-fy(xy)( >§; >

i—1
Cifm (.’E,y) + Cify (ﬂj,y) f ('T’y) = Cifl‘ (SU,y) + fy (ﬂ?,y) f (‘/E?y) Zlaij
j=
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Beispiel 6: fiir s=2

()] CLQl
by by
cg=az bi+by=1
= 2 freie Parameter.

Tht1 =z, +h
kl(ay) = f( )
ko(z,y) = f(JUJrCzh Y + hagiki(z,y))
= f(z + c2h, y + haz f(z,y))
Ykt1 =y + h(b1f(x,y) + baf (xx + c2h, Yy + hao1 f(Tk, yx)))

Wir wollen ein Verfahren der Ordnung 2 konstruieren.
(ac—i—h) yx) _ y/ (:E) +4& h //( )—I—O (h2)
— f (o) + 5 (f (z.y) + fy (x,y) f (2.9)) + O (R?)
80(337y> h) :blf(xvy) +b2f(a:+62h,y+ha21f($,y))

= blf(xa y) + bZ(f(xa y) + fx(x7y)02 + fy(a:,y)haglf(x,y) + O(h2))
= (bl + b2)f(l‘, y) + b262f:v($7 y)h + b2a21fy($a y)f(x7 y)h + O(hQ)
= f(z,y) + bacah fo(z,y) + boaoihfy(z,y) f(z,y) + O(h?)

Fiir Ordnung 2 muss roter Teil gleich sein!

Ordnung 2 < 7(z,y,h) = O(h?)

N y(w,y) y(z) _ o(z,y, h) + O(h?)

& fla, y) hfm(iv y)+ 5 fy(@, ) f(z,y)

= f(z,y) + bacoh fu(z,y) + baasr hfy(z, y) f (2, y)

< bycy :%

% = boag) (#quivalent zu oben, da ag; = ¢2)

bi+by=1, co=an, bea=3

Zur Bestimmung der Parameter muss man ein nicht linares Gliederungssystem l6sen.

0

Eine einparametrige Losungsmenge c¢g | ¢2
T T
1-355 o5

Fiir jedes ¢y € (0, 1] ist das ein Runge—Kutte—Verfahren der Ordnung 2.

Beispiel 7: Runge-Kutta: Euler—Cauchy—Verfahren

= p(z,y) = L f(z,y) + 3 f(@ + b,y + hf(z,y))
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Beispiel 8: Runge-Kutta: verbessertes eul. Polygonzugverfahren

Cyr = 35
0
ila = o(x + 3h,y + 3hf(z,y))
0 1
Andere Darstellung;:
Ty = xk + % } Eulerische Polygonzugsverfahren mit der
Ui = Y + 2 f(zr, yi) Schrittweite %
Tkr1 =Tk + h Wir rechnen die Ableitung in Punkte (Zx,7x)
Ye+1 = Yk + A f(ZTk, Uk) } als Approximation der Ableitung auf das
Intervall

s=4 (vierstufige Verfahren)

0
C2 | a21
C3 | az1 G32

C4 | g1 Qa2 Q43
by b2 b3 by

Co = a91 Tk Tk Tk4+1
€3 = a31 + a3z

C4 = a41 + ag2 + a43

b1 +by+b3+bs=1

9 freie Parameter

Ein Verfahren der Ordnung 4 ist moglich!

7 Gleichungen durch Vergleich der Terme der Taylorentwicklung

= Ein nicht-lineares Gleichungssystem mit einer zweiparametrigen Losungsmenge.

1.2.7 Das klassische Runge—Kutta—Verfahren

Tpy1 =T+ h

kv = f(or, k)

ke = foe+ Byp+ 2k1)
ks = flog + 2, yp + 2ko)
ky = f(zr + h,yp + hk2)

Yr1 = Y + B(ky + 2ko + 2k + ka)

— o~ O

olH O Ol
oy O o=
oy =

[N
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Beispiel 9

v=y,y0)=1, h=01

o = 07 Yo = 1

ki = f(0,1)=1

ko = £(0.05,1 + 0.05k1) = 1 +0.05 = 1.05

ks = f(0.05,1 + 0.05ks) = 1.0525

ks = £(0.1,1 4 0.1k3) = 1.10525

y1 = yo + % (k1 + ko + ks + ks) = 1.105170833
e®!l =1.105170918

1.2.8 Spezielles Runge—Kutta—Verfahren

Vergleich mit Quadraturformel:

Sonderfall: ¢ = f(x) , y(zo) = yo
Y(zpsr) = ylzw) + [ f(t)dt
kf+1f(t)dt ~ h ‘ZS:1 b f(zk + cjh, y(zr + cjh))
T j=
y/:: f(x,y) ) y(xo)xj:yo
Y1) = ylzk) + [ fty(t))dt

[ fty(t)dt = h zsjl b f(zk, cih, y(x, + ¢jh))
xy, j=

zp+cih j—1
fy(ek)+ [ flty@)dt = y(ak) +h Y aji f(rk + cih, y(zr + cih))
T =1
g Qdki
j—1
flzk + cjh, y(zg + cjh) = ki = y(zx) + h Y ajik;
i=1

Sondefall ¥ = f(z) , y(xo) = yo

Th+1

y(xr) = y(ze) + [ f(t)dt

Tk
1) Trapezformel:
Xk f

Th+1

[ f@)dt =~ 2(f(@) + flznen))yesr = Yo + 2(f(zr) + flzre))

2) Euler Cauchy Verfahren

13-04-30
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Xk ID~CO/f
N X
Xk k+1

Th+1

[ f@)dt = hf(BEEEL) = hf(z), + 5)

Ykl =Yk + hf(zr + %)
Das wverbesserte Fulersche Polygon Verfahen

3) Simson—Regel:

Tk+4+1

I F@)dt = §(f (xr) + 4F (552 + f(apsn))

ki1 = Yk + 2(f (o) + 4f (ze + 5) + fzr + D))
Das klassische Runge—Kutta—Verfahren

ki = f(2k, yk)

ko = f(zp+ 2y, + Lh1)

ks = f(zp+ 2y + Lko)

ko = f(zp + 2,y + hks)

Uk = Y1 + (k1 + 2ko + 23 + ka)

1.2.9 Implizite Runge—Kutta—Verfahren

Butcher—Tableau:

¢l |amx a2 .. ars—1 Qais

C2 | a1 a2 ... Ga2s-1 0A2s

Cl|Ads1 ai2 ... Ggs—1 Qss
by by .. bea b

Th4+1 :l'k+h

S

S
kj = f(xk +cjhyp + h 30 ajiki)j=1, . sYer1 = vk + b 3 bik;
i=1 Jj=1
Ein System von s nicht-linearen Gleichungen mit s Unbekannten £;,j =1,...,s

Vorteil: ein Verfahren der Ordnung 2s ist moglich!
S

Genau wie bei den expliziten Verfahren haben wir »_ b; =1
j=1

S
und Y aj=c¢;, j=1,..,8
i=1

1.2.10 Kollokationsverfahren

Seien cq, ..., ¢s gegeben und paarweise verschieden.
Finde ein Polynom u € P, mit u(zy) = y, und

u'(zg + cjh) = f(xp + cjh,u(zr +¢jh)) , y=1,..,s
Setze yp+1 = w(Tk+1)

Sei w(z) = [] (z — ¢j) das Knotenpolynom

j=1

S
Jj=
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S
(@) =1l ;=& ,i=1..s

=1

J#i
die Lagrange—Grundpolynome.
li(cj) = 0y

Wir definieren:

1
L= [lij®)dt , j=1,...,s
0

Cj
aji= [Li(t)dt ,i,j=1,..,s
0

Bemerkung:

Das Kollokationsverfahren ist identisch mit dem Runge—Kutte—Verfahren

mit dem Bucher—Tableau ¢

Siehe Beweis 4 (Anhang)

Beispiel 10

w(z) =z(z — %)
h(z) = ié =—3(x—3) =-3z+1
lo(z) =% = %a:
- 1
by = g‘h(t)dt: bf(—§t+ Dt =31 41=1
by = Oflz(t)dt zoflgtdt = %% - %

2
3
ag] = fll(t)dt = f(—%t—i— l)dt = —%%(%)2 + % = —% + % — %
0 0
2
) 3
ag = [lo(t)dt = [ 3tdt = 33(3)? = 1
0 0

Aus dem Kollokationsverfahen wird ¢; = 0, ¢ = % bekommt man das Runge-Kutta—
Verfahren.

ki = f(xg, cih, yi + h(annkr + a12k2) = f(zr, yi)
ko = f(zk + cah, yp + haaky + azoko) = fxk + 2h,yr + (k1 + k2))
Y1 = Uk + h($k1 + 2k)
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Bemerkung:
Es gibt implizite Runge-Kutta—Verfahren, die sich nicht durch ein Kollokationsverfahren ab-

leiten lassen.

13-05-03

Beispiel 11

Sl |

[ NN

4 1
Die Koeffizienten sind eindeutig durch die ¢ bestimmt. Hier ergeben die zusétzlichen 1.
Zeilen—Werte zusétzliche mogliche Losungen. Daher ist hier keine eindeutige Losung mit
dem Kollokationsverfahren ableitbar.

Satz:
Seien ¢y, ¢, ..., ¢s gegeben und paarweise verschieden.

Ist das Knotenpolynom
S

w(z) =[]z - ¢)

j=1
orthogonal zu allen Polynomen vom Grad < m—1 (mit m < s), so hat das durch die Kollokation
definierte Runge-Kutta—Verfahren die Ordnung s+m.

1
Orthogonalitit: [w(z)a!de =0, j=0,1,..,m—1
0

Korollar:
Sind ¢y, co, ...,cs die Nullstellen des Legendre—Polynoms vom Grad s, so hat das durch die

Kollokation definierte Runge-Kutta—Verfahren die Ordnung 2s.
Siehe Beweis 5 (Anhang) , wobei die folgenden Sétze und Bemerkungen verwendet werden.

Beispiel 12: fiir s=1

Konstruiere ein Verfahren der Ordnung 2!
1) Legendre-Polynom vom Grad 1. (Orthogonal zu Py)

1
/(ax+b)dx =0
0

1
OB.dA. a=1= [(z+bdz=0=3+b = b=—3
0

:>p1(9c):x—%

2) Seine Nullstellen
Cc1 = %

3) Die Kollokation:
ll (1’) =1
1

1
b = [li(z)de = [1dx =1
0 0
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[Nl

1
C1 2

ann = [lLi(z)dr = [1dz =
0 0

1
2

[l S

ki = f(zg + 3h,yp + Lhk)
Yk+1 = Yk + hk1

Diese Methode hat die Ordnung 2!

Alekseev—Grobner—Lemma (adaptiert):

Sei u eine glatte Funktion mit
u(zy) = yi

Dann
X

u(z) —y(z) = /q’(x,taU(t))(U’(t) — [t u(t)))dt

Tk

wobei ®(z,t,u(t)) die Ableitung ddTUO an der Stelle x der Losung des AWPs

v = f(x,v) ’ U(t) = Yo

mit vg = u(t) bezeichnet.

Beispiel 13: zu Alekseev—Grébner—Lemma

Y=y, v=v, mito(t) =uv
Die Losung v(7) = vge™

d _

ﬁ(T) =e!

O(z,t,u(t)) =e oy = et

x xT
Jert (B —t)dt =2 [N (1 - t)dt
Tk Ty
r t t|t= T t
= —g—ixk(l —t)de* ™t = —g—’; (1—t)e” ]tggk —|—mfk ertdt
= B (1 - ) — (1 - 2)e T — 14 e )
== (—z 4 e "ray) = ot — ypet

Satz iiber Gau3—Quotienten:

Fine Quadraturformel

b h
/g(t)dt = Z Avg(tv) + R(g)

v=0
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ist exakt fiir alle Polynome p € P, 4, genau dann, wenn sie interpolierend ist und das Knoten-

polynom
n

w(t)=[Jt-7v)

v=1

orthogonal zu P,,_1 ist.

1.3 Mehrschrittverfahren

Einschrittverfahren:
zur Berechnung von yi1 wird nur die Information im Punkt (zy,y) benutzt.

Mehrschrittverfahren:
zur Berechnung von yis wird die Information in den Punkten (zy, yx),

(kg1 Yht1) 5o (Thgs—1, Yh+s—1) verwendet.

1.3.1 Beispiel: Adams—Verfahren

v = flz,y), y(xo) =10
T+

Ansatz: y(zp41) = Y(@htq) + [ flz,y(x))de mit0<g<s—1
Tr+q
Bezeichnung: f; := f(x;,v;)
Idee: Wir ersetzen f(z,y(z)) durch ein Interpolationspolynom p(x) und integrieren p(zx) statt

[,y ().

Expliziter Fall: p(z) interpoliert die Punkte {(zg1s, frr1)}ig
Impliziter Fall: p(z) interpoliert die Punkte {(zg44, fr+1)}5—
s—1 ,expl Fall

deg p=m =
gp S ,impl Fall
Th+s
Yets = Ykt + [ plx)dz
Tk+q

Lagrange-Grundpolynome:
m
Li(zx) = [[ —2+_  §=0,1,...,m

j:i]$k+i_$k+j
JF#i
m
p(x) = > frtilps1(2)
1=0

m Tk+s
Yk+s ::yk+q'+'§: fk+¢ \f lk+4($)d$
=0 iEk+q

m
This = Yhrqg + 0 Y bifuri
=0 I

Th+s
mit b; = 3+ [ lppi(2)dz

Tk+q
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13-05-07

Beispiel 14: fiir s=2, q=1

1
Yk+2 = Yk+1 T D frri1bi
k2 = Yk+1 ;) k41 h h
2h N D
bo = {lﬂ(x)dx , lo(r) = :(’i_;h Xk Xk+1 Xk+2

0

2
= [ (@), h)=35=
h

p(m) = karm + [karmv karmfl](x - $k+m) + ..

+ [fotms Feam—1, - [el (@ = Thgm) . (T — Tp41)
[fr+iafr+i—1a~-afr] h}“vlfr—l-i
mit V* die riickwérts gewonnene Differenzen:

Vofr = fr

Vife =V -V =12,

Subsitution: ¢ = %(;p —k+m)
ht=x—xp+m, T=2Tkrm+ ht
T = Tp+s
t = L(@hys — Thpm) = (w0 + bk + 5) — (2o + h(k +m))) = s —m
p*(t) =pth+ Tkim)
= fk+m tth T im oy A2 e (1)t 4 m— 1) T

Z (t—i—z )vifk—f—m

Lk+s
Yets =Ukiq+ [ pla)dx
$k+q
= Yk+q T h f p*( dt
S—m
s—m m t—i—l )
=Ykrq T h D D < > V! framdt
q m =0

= Yk+q + hZ b*v Skt+m
Mit b = [ (t“ )dt
s—q i

Wenn man b} kennt, kann man b; folgendermafen berechnen.Ve fy.1,, = > (=1)" (:ﬂ) j—
r=0

1
vkarm = fk+m - fk+m71 = Z (_I)T (7{) fk‘l’me

r=0

V2fl~c+m = vlfk—i-m - vlfk:—i-m—l r

= (ferm — fram—1) — (ferm-1 — frrm—2) m

= frrm — 2fkrm—1 + form—2

2 2
= 20 (2) fusms
r=0 .
Mit *: Yrys = Ykrq + P D bifrri m |
=0

= Yk+q + h Z b;‘vifk—&—m
=0
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AL * 71 L * d r i
bV fiim = £ 207 (1) s

=0 r=0
= 3 e S (1Y ( )b:
r=0 i=r "
b s

b = E(D)n

i=r

b? _ <t“._1>dt

S—q t

<t +i— 1) _ (i) (t+i=2)... ¢+ 1)t

3!

_ (_1)i(—t—i+1)(—t—i;§!—2)...(—t—1)(—t)

Lemma

Seiena<b<lundO< R<1
Dann lasst sich die Funktion

b

g(z,a,b) = /(1 — z)_tdt = —m zz

a

in eine fiir |z| < R gleichméBig konvergierende Potenzreihe entwickeln:
S .

g9(z,a,b) = > bi(a,b)2"
1=0

b .
mit b7 (a,b) = [ (t“. 1) dt

a 1

Siehe Beweis 6 (Anhang)

m .
Ykts = Yhtq T 0 D2 KV figm
i=0

. st 4+i—1
mit kf = [ ( e >dt
q—m t

k? sind die Koeflizienten der Potenzreihenentwicklung von g(z,q —m,s —m)

Klassifikation der Methoden

g=s—1—m=s—1 (explizit): s—Schritt—Adans-Bashforth—Verfahren, g(z,0,1)
qg=s—1— m=s (implizit): s—Schritt—Adams—Moulton—Verfahren, g(z, —1,0)

g=s—2—m=s—1 (explizit): Nystrom—Verfahren, g(z, —1,1)
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qg=s—2—m=s (implizit): Milne-Simpson—Verfahren, g(z,—2,0)

Beispiel 15: Adams—Moulton—Verfahren 13-05-10
(implizit, g = s — 1, m = s)

g(z,q—m,s—m) =g(z,—1,0)

_(z)t =0
—  In(1-2) lt=—1
- 1 + 1—2 z
In(1-2) In(1—-2) = In(1-2)
R
In(l-2) _ a=1? o i1
Tz - z - Z J
J=1
00
— Z 27
1
j=o’

g(Z, _170) . (_%ln(l—z)) — 1

> bret 2 ) =1
=0 i=0’

(b5 + b5,z +0322 + )1+ 32+ 222+ )
= by + z(%bé +b7) + 22(%1)6 + %b’{ +0b3)+ ...

* * 1% * 1% 1%
by=1, b] =—3by, b5=—305— 35b]
* __
bz_izH_lj_]v l_1a2a
J=0
*
* __ *
1= b= —3
*—77 - T —
b2_ %+41l_ 12
=-i+i-L=-%
37 4 6 24 7 24
z.B.s=3

3 )
Yk+3 = Y2 T R D 0IV' fris
=0

b =1 85 (1) 0

i=r

VO fris = fres
V! frts = frts — frto
V2 fits = fors — 2fr2 + frm
V frts = frts — 3frt2 + 3fus1 — fi
Yz = Yks2 + ALV firs — 3V iz — 5 V2 firs — 91 V3 fits)
= Yks2 + h(fres — 5 (fers — fos2) — 15 (fets
—2fri2 + frr1) — 55 (Frts — 3fute + for1 — fr)
=Yt + h(51 fr — 2 frt1 + 50 fovo + g frts)
Sbi =55 =31+t 3= 51l

Die ersten fiinf Koeffizienten b}
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Adams—Bashforth | 1
Adams—Moulton 1
Nystrom 2
Milne-Simpson 2

! |
o OM\HM‘H
oIl =
o=
O Wl |
El=

1.3.2 Aligemeine lineare Mehrschrittverfahren

Definition
Ein lineares Mehrschrittverfahren hat die Form

S S
> Ailri = Y- bifrsi
i=0 i=0
mit a;,b; €R as =1
Ein echtes s-Schrittverfahren liegt vor, wenn |ag| + |bg| = 0 ist.

bs #0 = implizit
bs =0 = explizit

Definition
Die Polynome
s . S .
o(§) = X aiwi’ und  o(§) = 3 bl
=0 =0
heilen erstes und zweites charakteristisches Polynom
Ein Verfahren ist durch das Paar (g, 0) eindeutig festgelegt.

Konsistenz
Definition

Der lokale Diskretisierungsfehler eines Mehrschrittverfahrens ist

25T

72109

T 720

-3

2

e

0

-

0

(@ y(@),h) = % S (o +ih) = Y b/ (o + k)
=0

=0

wobei y(x) die exakte Losung des AWPs ' = f(x,y) , y(x) gegeben.

Definition
Das Verfahren heifit konsistent, wenn
T(z,y(x),h) -0, h—0
Das Verfahren besitzt die Konsistenzsordnung p > 0, wenn
T(z,y(x),h) =O(P), h—0
L(g,h) := Zo(aig(ih) — hbig'(ih))

fiir g € C!([a, b))
T

fiir g(t) = y(x +t) ist L(g, h) genau der lokale Dikretisierungsfehler.

Satz
Sei (p, o) ein s-Schrittverfahren.
Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p

(i) L™ 1) =0, m=0,1,..,p
S
Hier ist L(t™,1) = + > (a;i™ — bymi™ 1)

(iii) w = 0 ist (p + 1)-fache Nullstelle von g(e") — wo(e™)
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(iv) & =1 ist p-fache Nullstelle von % —o(§)

Siehe Beweis 7 (Anhang)

Beispiel 16: Anwendung von (ii)

Aufgabe: finde ein implizites 3—Schritt—Verfahren maximaler Ordnung mit
a():al:(), a3:1

oYk + A1Yk+1 + G2Yk+2 + A3Yk+3

= h(bo fi + b1 fit1 + bafryo + b3 frt3)

a2yk+12 + Yk+3 = h(bo fi + b1 fr+1 + b2 frro + b3 frta)

5 freie Parameter = Ordnung 4 (hoffentlich) moglich.

Bedingungen: L(t"™,1) =0, m=0,1,2,3,4...
3
L™ 1) =3 (a;i™ — bymi™~ 1)

=0

:3m+a2-2m—bgm‘3m_1 —bgm'Qm_l —blm—bomom_l
= Lt%1)=1+a=0 = ay=-1
L(tl,l):3+2a2—b3—b2—b1—boz()usw.

= Lineares Gleichungssystem (5 x 5)
Lésung:bozi, blz—%, bQZ%’ bgzg
Also: 3—schrittige Adams—Moulton—Verfahren

Korollar 13-05-14
Ein Mehrschrittverfahren ist genau dann fiir jedes AWP mit f € C!(S) konsistent, wenn die
folgenden Konsistenzbedingungen erfiillt sind.

o(1) =0 und ¢/(1) = o(1)
Siehe Beweis 8 (Anhang)

Beispiel 17: 3—schrittiges Adams—Moulton—Verfahren

Ykt3 = Ykt2 T h(ag fr — opfes1 + 5 fes2 + 55 e+3)
o(§) =& ¢

Ykis — Ykyo mit gy =& = AP g2

o(&) = 29—453 + %52 — %5 + i Konsistenzbedingungen:

ol)=13-12=0
(&) =367 - 2¢
JdJ1)=3-2=1

9 19 5 1
cl)=5+51—mta=1
=0(1)=0(1)

= Das Verfahren ist konvergent
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W(w) = ofe?) — wo(e®)

=3 — 2V — L(9e3 4 19e?V — 5e™ + 1)

Wichtige Vielfachheit hat die Nullstelle w = 07

T(O0)=1-1=0

V' (w) = 33 — 2620 — L(9e3% 4 19e?¥ — 5e® + 1) — 22(27e3% + 38¢?W — 5ev)
V(0)=3-2—5(9+)19-5+1=0

U(z) = 9e3% — 4e?¥ — 2 (27e3 + 38e? — He¥) — 2 (813 + T4e?™ — 5ev)
T"0)=9—-4— 5(27+38—-5)=5-160=0

usw.

1.3.3 Exkurs: Lineare Differenzengleichungen

Definition
Eine Folge der Gleichungen

Ykts T Os—1 kYkts—1 + oo + Q51 kY1 + a0 pyr = fr, £=0,1,2...
mit aj g, fr € C heiit eine lineare Differenzengleichung der Ordnung s.

fr = 0 = Die Gleichung heifit homogen, sonst inhomogen.

Héngen die Koeffizienten ag_j g, ..., ao nicht von k ab, so heiit die Gleichung eine [linecare
Differenzengleichung mit konstanten Koeffizitenten

Lineare Differenzengleichungen heiflen auch lineare Rekursionen.

Awp yo,v1, ..., Ys—1 sind gegeben.
Dann kann man die Werte ys, ys+1, ... rekursiv berechnen

Beispiel 18: Fibonacci—Zahlen

Yo=0, 1 =1, Y42 =Yk + Ykt1, k=0,1,...

Y2=yo+y1=1

Ys=y1+y2=2

Yya=y2+yz3=3

Ys =Y3 +ys =5

Dies ist eine lineare Differenzengleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizitenten

Satz
Fiir eine homogene lineare Differenzengleichung der Ordnung s gilt:
1) Bei gegebenen Anfangswerten yo,1,...,ys — 1 € C existiert genau eine Losung {yx}72,

2) Die Menge aller Losungen bilden ein s-dimensionalen Teilraum im Raum aller komplexen

Zahlen. Eine Basis dieses Teilraums bilden die s Losungsfolgen {y,? )},;“;0 ,j=0,1,...,8—1
mit den Anfangswerten

yl(cj):(sk]v k=0,1,.s=1, 7=0,1,...,s—-1

3) Ist ag # O fiir alle k, so sind die Folgen {y,(gzi}?:o, {y,&)i}z‘;o, - {y,(g‘:l) w2, fiir jedes i
linear unabhéngig.

Siehe Beweis 9 (Anhang)
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Satz

13-05-17
Die Gesamtheit aller Losungen einer homogenen (fi = 0) linearen Differenzengleichung mit
konstanten Koeffizienten (as_1 4 unabh. von k)

Ykts T As—1Ykts—1 + .. + @1Yg41 + aoyr =0
erhilt man durch

Yk = %pi(k) oY

wobei \; paarweise verschiedene Nullstellen des charakteristischen Polynoms
o(t) =t° +as 151+ ...+ art + ag
sind.
AuBerdem ist p;(k) ein Polynom vom Grad < 7; = 1, wobei 7; die Vielfachheit der Nullstelle
)\i ist.

Anmerkung:

m

In den Koeffizienten fiir die p;(k) stehen uns > 7; = s Freiheitsgrade zur Verfiigung.
i=1

Diese Koeffizienten sind z.B. durch die Anfangswerte 3, y1, ..., ys—1 festgelegt.

Siehe Beweis 10 (Anhang)

Beispiel 19: Fibonacci-Zahlen

Yo=0,y=1
Ykt2 —Yk+1 — Y =0
oA) =X —-A—-1=0
:>/\1,2:71:|:2\/5

Allgemeine Lo5ung:
Yp = A(l-‘rz\/g)k_'_B(q—\/B)k

1
y1 = ACHO) + B(155)101
0 1
det 1 1-v5
A= 2 _ 1 _ 1
1 1 172\/571+2\/5 V5
detl 14V 1445
2 2
= B = ‘—é
= g = %(1+2\/§)k_%(172\/5)k

Beispiel 20

Ykt+2 — 4Ypt1 +4yr =0
yo=1,y1=4
o(1) =X —dX+4=0=> N\ 2=2

Allgemeine Losung yy = (Ak + B) - 2F
Yo = B 21
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y=(A+B)2=4 = A=1
=>yk:(k‘—|—1)2k

Beispiel 21

Ykro — dyrp1 + dyp, = 45
Yvo=1,y=4

Losung der homog.: y,gk)(Ak + B)2*
Ansatz fiir ylgp) : y,(f) = C4F

= C4Ft2 = 4C - 4L —4C - 4F = 4F
=4C=1 = c=

(P) _ 14k _ 4k—
ykp—14 =41

=y, = (Ak + B)2F + 4F~1

1
4

Beispiel 22: 2—Schritt—Verfahren

Yrev2 — i1 + 3yk = =2 frpa
Wir 16sen das AWP mit v/ =1, y(0) =1
Exakte Losung: y(z) =1+«

y0:17y1:1+h

Ykt2 — YYkt1 + 3yr = —2h

oA =X+3=0 = Np=2+1
y) = A3% + B1% = A3F + B
Ansatz: y,gp) =Ck

= C(k+2) —4AC(k + 1) + 3Ck = —2h
Ck+2C —4Ck — 4C + 3Ck = —2h
-2C=-2h = C=h

yP) = hk
yr = AB* + B + hk
y():A—I—B:l

y1=3A+B+h=1+h =A=0, B=1
= yr = 1 + hk mit hk = yg
= yr =1+ (exakte Losung)

1.3.4 Konvergenz 13-05-21

Definition

Der globale Diskretisierungsfehler
e(wp, h) = yr — y(zk)
Definition
Fin Mehrschrittverfahren heif3t konvergent, wenn

max _|e(zg,h)| —0,h =0
K E€la,b]
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Das Verfahren hat Konvergenzordnung p > 0, wenn

max _|e(zg, h)| = O(hP) ,h — 0

xR €la,b)]

Bemerkung

Konsistenz ist nicht hinreichend fiir die Konvergenz.

Beispiel 23: 2-Schrittverfahren

Yk+2 — 41 + 3k = —2h fr

0(§) =€ —4¢+3 o(§) =-2¢
o(1)=1-44+3=0
d(€) =24

d(l)=2-4=-2=0(1)
= Das Verfahren ist konsistent.

Wir betrachten das AWP
/ _

Yy =-y,y0)=1

Die exakte Losung y = e™®

xr=kh, yo=1, ylze*h
Jrt1 = =Ykt

Ykt+2 — 41 + 3yr = 2hyr 1
Ykt2 — (4+2h)ypr1 + 3y =0

AN — (442X +3=0
M2 =2+h++/(2+h)?2-3
=2+ h+VAd+4h +h? =3 V1+4h+h?=1+2h+ O(h?)
=2+ hEtvVh2+4h+1
In der Tat. 1 +4h + h% =1+ 4h + 4h? + O(h?)
A2 =2+ h=+ (14 2h)+ O(h?)
A =2+h—1-2h+O0O(h?
=1—-h+0(Mh?) =ec+0(h?
A =2+h+14+2h+O(h?) =3+ 3h+ O(h?) = 3e" + O(h?)
yr = ANY + B}
yp=A+B=1
y1 = AN\ + By ="

dt(l 1)

e

—h

R " Ve

1 1) em

det )\1 )\2

3+3h)—(1—h)+O(h?) _
Gram—amroam = 1 +0(?)

A=1-1+0(h? =O(h?)
= (1+ O(h?)A} + O(h?) s
— (1 4 O(hQ))e—hk 4 O(hz)Bkekh 4 O(h2)
= e " + O(h?)3Fekh 4 O(h?)
zp = kh  yp = e % + O(h%)3%/" ¥ + O(h?)
N——
—00 ,h—0
Yi ist unbeschrankt = konvergiert nicht

B=1
Y2
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Definition

Wir sagen, dass das erste charakteristische Polynom o(§) die Wurzelbedingung erfiillt, wenn
alle seine Nullstellen betragsmiiflig < 1 sind und die Nullstellen vom Betrag 1 einfach sind.

Solche Mehrschrittverfahren heiflen auch stabil.

Konvergenzsatz von Dahlquist

Satz

Satz

Satz

Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann konvergent, wenn es konsistent ist und sein
erstes charakteristisches Polynom die Wurzelbedingung erfiillt.

Beispiel 24: 2—-Schrittverfahren

Yk+2 — YY1+ 3yk = —2hfr

o(€) =€ —4£+3

Sl2=2+£v4-3=2=%x1

Gi=1,86=3

= Die Wurzelbedingung ist nicht erfiillt = dieses Verfahren konvergiert nicht.

Ist ein lineares Mehrschrittverfahren konvergent, so erfiillt o die Wurzelbedingung
Siehe Beweis 11 (Anhang)

Ist ein lineares Mehrschrittverfahren konvergent, so ist es auch konsistent.
Siehe Beweis 12 (Anhang)

Es bleibt zu zeigen, dass Konsistenz und Wurzelbedingung hinreichend fiir die Konvergenz
sind.
Siehe Beweis 13 (Anhang) fir explizite Verfahren

Wir betrachten das AWP
v = f(z,y), y(xo) =yo
mit f € CP(o), p=1
Wenn ein lineares s—Schrittverfahren die Konsistenzordnung p besitzt, sein erstes charakteris-
tisches Polynom die Wurzelbedingung erfiillt und fiir die Startwerte gilt

lyj —y(z;)| =OMP), h—0, 7=0,1,...,5s -1

dann hat das Verfahren die Konvergenzordnung p.

Beispiel 25: Einschrittverfahren

Yk+1 = Yr + ho(Tr, Yk, h)

Wurzelbedingung;:
o§) =¢—-1

¢ = 1 = Die Wurzelbedingung ist automatisch erfiillt.

13-05-24
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. . Adams—Bashforth, Adams—Moulton, Nystrom,
Beispiel 26: . .
Milne—Simpson usw.
Yors = Yrg + (..
o(§) =& —&1=¢1(¢7-1)
¢ = 0 eine mehrfache Nullstelle, s-q einfache Nullstellen * /1
= Die Wurzelbedingung ist automatisch erfiillt.
Die rechte Seite ist so konstruiert, dass man die Konsistenzordnung
] = S , explizit
s+1 , implizit
= Konvergenzordnung m + 1

Erste Dahlquist Schranke
Die grofite erreichbare Ordnung eines konvergenten s—Schrittverfahrens ist
S , erplizit
215+ 1] , implizit
s=2m 2lm+1]=2m+2=s5+2
s=2m+1 2m+5+1]=2m+2=s5+1

1.3.5 Schrittweitensteuerung

Problematik
Grofle h — schnellm, aber ungenau Kleine h — genau aber sehr viel Aufwand

Ansatz: variable Schrittweite hy
Tk+1 = T + hi

Methode nach Milne
Wir suchen eine Losung eines AWP mit einem Mehrschrittverfahren

S S
> @Yk+i = h Y bifkri, as=1
i=0 i=0
der Ordnung p.

Zur Uberwachung benutzen wir ein zweites Verfahren der gleichen Ordnung p:
S S~
> WiYkti = h Yo bifpri . as=1
i=q i=q
mit ¢ < s — 1 (q kann auch negativ sein)
In jedem Schritt wird yi+s aus Yygrs—1,---, Yx nach dem ersten Verfahren berechnet.
Gleichzeitig wird yp1s aus yYrys—1, ..., Yk+q Dach dem zweiten Verfahren berechnet.

Konsistenzordnung p =
Ykts = Y(@pss) = ChPH YT (2) 1 O(hPH2)
Ghts = Y(@rys) = ChPHYEED (2,) 4 O(hPH2)

Wir nehmen an, dass C # C
Yk+s — ngrs ~ (C - C)thrly(kJrl)(xk)
y(k+1)(9ﬁk) ~ W(ykﬂ — Uk+ts)

Ykts = Y(@hrs) = 505 Yhts = Jhrs)

|yk‘+s - y($k+s)| ~ ‘ fé‘ |yk+s - gk-ﬁ-s’
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Kleiner Fehler = vergroflere h
Grofler Fehler = verkleinere h

Beispiel 27: Trapezregel Ordnung 2

Ykl = Uk + 5(fr + fre1)
Zur Uberwachung 2— Schrltt Adams-Bashforth: yii9 = yr41 +

Yorar = y(zx) + by (zx) + " (2p) + By (2y,) + O(hY)

Trapezregel:
Yot =Yk + 2(f(@r, ) + F(@hi1, Ykg1)) = ?/k + 4
= yk+ 5/ (x1) + y' (@) + hy”(frk) '"(wk) +O0(?))
4

= yk + by (2x) + By () + 4y’"( ) O(n?)
(

Ukt — Y(@er1) = (5 — PPV (k) + O(h*) = 351%y" (xk) + O(h*)

=(C=
AdamszaShforth Verfahren:

k41 =Yr + 5 (3fk_fk 1) =y + 23 f(@r, k) — F(@h—1,Y6-1))

= yk + 23y (z1) — ¥ (2k-1))

= uk + 5 (39 (wx) — (' () = hy" (k) + 59" () + O(7)))

=Yk + hy (zx) + 71/"(3%) - %Z/'"(xk) + O(h")

Jits — Y(@pys) = (=1 — 3" (x) + O(h*) = =3y (z1) + O(h?)

~ 5
=C=-5

ﬁ+ﬁ

1
|55 =1
= !yk+1 —y(xps1)| =

k1 — T

1.3.6 Pradiktor—Korrektor—Verfahren

Man kombiniert ein implizites und ein explizites Verfahren mit gleichem s.

(z.B. Adams-Moulton und Adams-Bashforth)

Explizites Verfahren = Pradiktor
Implizites Verfahren = Koorektor

Explizites Verfahren:

s s—1

Z aiYk+i = h Z bi [t
Impllzltes Verfahren:

Z AiYpri = h Z b; i feti jeweils mit as = as = 1

Algorithmus
y](Cst Z Qi Yk+i + h Z b; fk-i—z

Zhts = — Z aiYp+i +h Z bi frri
i=0 =0

y](glJ)rS Zk+s T hgsf($k+5, y](j:_sl))v 7l = 17 27

y'(xr) + ¥ (zk41)
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13-05-28

2 Lo6sung groBer, diinn besetzter, linearer Gleichungssysteme

2.1 motivierendes Beispiel

Laplace-Gleichung:
—Au=0, z€QcCR?
U|aQ :2g 2 2
_ 0 0 o)
A = el + 922 + ...+ 373:3

Erstes Beispiel:
d=1, Q=0,1]
—y"(x) =0, y(0)=g0, y(1)0g1

Methode der finiten Differenzen:

Diskretisierung: O=xy<m <..<zxp=1, xz;=1th, h= %
y(z) = yi
P\ ~o Yit1—Yi _ Yit1—Yi
Y (i) ~ Tip1—Tp
Yitl~Yi  Yi~Yi—1
1" ~ Y(@)—y (@i1) - _ 1
y' (i) ~ Ti—Ti—1 O ﬁ(yi-&-l — 2yi + Yit1)

Yo = 9o
- ,712(—1/0 +2y1 —y2) =0
— (Y1 +2y2 —y3) =0

- }T12(_yn—2 +2Yn—1— Yn) =0
Yn = gn
= n Gleichungen mit n — 1 Unbekannten.

2 -1 0 0 - 0 s
-1 2 1 0 - 0 n 01

) 0 -1 2 1 0 Yo .
—h—z = . = :
0 0

o o 0 -1 2 -1 Yn—1 f
0o 0 0 0 -1 2 e
Bandmatrix (tridiagonale Matrix!)

2. Beispiel:

d=2,Q=10,1]

h = —% y Tjj = (Zh,]h)

Z0,js Tn,j, Ti0, Tin sind gegeben.

. 82y 02y . y.+1’,_2y.7.+y._1’. y-,'—2y',-+y-,-_1
Ay = G + G = W B

5-Punkte-Schema

—Ay = 75 (—Yit1j — Yi-15 — Yig+1 — Yij—1 + 4yij)
Y = (yij)} j—omit lexikographischer Ordnung

AY = F , A ist diinn besetzt.
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T -1
-1 T -I
A= SR
-1 T -1
-1 T
4 -1
-1 4 -1
mit T = .
-1 4 -1
-1 4

2.2 GauBelimination/Cholesky—Zerlegung

Zerlegung:
A sei symmetrisch und positiv definit.
A=LL"

mit einer unteren Dreiecksmatrix L.

Algorithmus ( Cholesky—Zerlegung):
j—1
firj=1,...n: lj;=4/a;; — > lji
1 RS
fir k = j+1,...n: lkj = f(akj — Z lkllﬂ)
1

77

2.2.1 Matrizen und Baume

Ein Graph ist eine Menge von Knoten (Ecken) E und Kanten K: g(E, K)

Fiir eine diinn besetzte, symmetrische Matrix A € R™ nehmen wir
E={1,2,..,n}

und definieren den Graph folgendermafien: (1,j) e K & ai; #0

Beispiel 1

1) Tridiagonalmatrix

1 2 3 4 5 6
1 *x x 0 0 0 O
2 | = = 0 0 0
310 x x % 0 O 0@@@@@
4 10 0 = * x 0
5 10 0 0 * x =x
6 \0 0 0 0 x =«
a12#0:>(1,2)€K
(1,3)¢K:>a1,320

monotoner Baum!

2) Pfeilspitzmatrizen
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: 2—ar—®

k k
nicht monotoner Baum!

* X X X X

3) Zirkulante

R $23@56

Kein Baum!

Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph ohne Zyklen (d.h. jeweils zwei Knoten sind
durch genau einen Pfad verbunden)

ein gewurzelter Baum ist ein gerichteter Baum mit einem ausgezeichneten Knoten ( Wurzel),
so dass jeder Knoten durch einen gerichteten Pfad vn der Wurzel ausgehend erreichbar ist.

Nachfahren

Kinder

/
Elternknoten

Wurzel

Vorfahren

Fin gewurzelter Baum heifit monoton, falls jeder Knoten vor allen seinen Vorfahren nummeriert

ist.
2 1 3
4 8 7
6
5 9 11
13

2.2.2 Satz von Parter

Sei A € R™™™ eine symmetrische, positiv definite Matrix und ihr Graph ein monotoner, gewur-
zelter Baum. Dann besitzt A eine CholeskyZerlegung A = LLT mit

(alle nicht diagonalen Elemente)

Insbesondere ag; =0 = [; =0
d.h. die Besetzungsstruktur bleibt erhalten.
Siehe Beweis 14 (Anhang)
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Beispiel 2
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
A=10 1 2 1 0
0 o -1 2 -1
0 0 0o -1 2
V2 0 0 0 0
1 V3
~7 \/\if 0 0 0
2 2
L= 0 =& & g 0
3 3
0 0 =% 5 \96
2
0 0 0 -5
J = L = /a1 =2
_ _ 1
l21—%—_72
Iy = 93 =
etc.
J=2:ln= a3 = 2- 1=

J=2: 1l = (a3 — lailn) = —%

lsy = ﬁ(a54 — Is1la1 — l52l42 — l53l43)

2.3 lterative Verfahren fiir groBe LGS

2.3.1 Standard Matrixiterationen

Satz

Matrixiteration:

Tpy1 = P'Nxp + P b= Hay, + VI

Das Iterationsverfahren zp 1 = Hx, + V konvergiert genau dann fiir jeden Startwert 1, wenn
der Spektralradius von H kleiner als 1 ist, also o(H) < 1 mit o(H) = {|A||A gr. EW v. H}
Siehe Beweis 15 (Anhang)

Beispiel 3: unvollstindige LR—Faktorisierung

Wir betrachten ein LGS Az = b mit A € R™*™, b € R” und A = P — N wobei P eine ,,einfach“
(Tridiagonal) zu invertierende Matrix und N ,jirgendeine“ Matrix ist.

wir verwenden die Iteration Pxyy1 = Nz +0b, wobei P eine ,einfache® Faktorisierung hat bzw.
Pz = cxy 16sbar ist.

Sei A= P — N mit P = LR (leicht zu berechnen, z.B. symmetr. + tridiagonal), N aber

nicht leicht zu faktorisieren.

13-05-31
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Wir iterieren:
Pzpq =Nz, +b

LRz, = Nx,+b fir k=0,1,...

und l6sen L Rxp+1 = ¢k, wobei man ¢, bekommt mit Lyry1 = ¢, RTr+1 = Yrt1
N——

Yk+1

Satz von Householder—John
Sei A € R™*™ symm., sowie A und PTPT — A pos. definit.

Dann ist o(H) < 1
Siehe Beweis 16 (Anhang)

Beispiel 4
Tridiagonalmatrix:
ar B - 0
51 a2
0 R € | /Bn—l
0 - Bna On

angenommen A pos def. und

aq 0
a) P= , dann gilt:
0 Qi
« —51 0 0
-1 az  —fB
P+PT—A=| 0 —f o3
0 o,

also yI (P + P — A)y =2TAz > 0, mit z; = y;(—1)/,
denn die Eintrége der quadr. Form.

n n

> D0 i,

i=14=1

die mit —(; auftreten, sind genau die, bei denen j = +7 ist.

a1 0 0
p1 g
by P=|0 f2 a3 dann gilt:
0 Qay,
aq
P+PT - A= pos. def., da «; > 0, fiir alle i.
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Beispiel 5
* —R0O
Sei A = D — LO - Ro = D
~— ~—
diagonal  links unten  rechts oben _LO *

Somit konnen wir fiir die Matrix H versch. Verfahren anwenden:

D =H=DYL+R) Jacobi
L :H=(D-L'R Gauss — Seidel
Lw :=H(D —-wL) Y ((1-w)D+wR) S.O.R.

mit Parameter w € (0, 2)

Mit D,L,R wie oben folgt dann im Einzelnen:

P=D N=L+R Jakobi
P=D—-1L N=R Gauss — Seiden
P=1D-L N=(1-1)D+R SOR

(SOR: successive over relaxation)

Bemerkung
Ist A strikt diagonaldominant, d.h. ) |aj| < |aj| fir j =1,...,n
~ =
So sind o(B) , o(L), jeweils kl. 1, d.h. die ersten beiden Verfahren konvergieren.

Jacobi-Verfahren:
Dz = (Lo + Ro)wk +b
21 = D7 (Lo + Ro)xs, +Q;1_Q
H (&
Ty41 =Hxp+c H= Dil(LO + RO)
L:=D"'Ly, R=D"'Ry, H=L+R=RB

Gauf—Seidel: )
(D—lo) Ry = H =1

SOR:
(D — wlp) (1 —w)D 4+ wRy) = Ly,

Konvergenz fiir die Verfahren
13-06-04
Idee:
Fiir jedes H € {B,i,f)w}, Konvergenzbeweise iiber Fixpunktsitze gehen immer: iiber Spek-
tralradius.

Vorteil: universell
Nachteil: numerisch aufwendig.

Einfache Falle: A strikt diagonaldominant.
n ~
dh. faj;| > S apvVl<j<n =B o(L)<1
k=1
k#j
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2.3.2 Stein—Rosenberg

Satz
Sei A tridiagonal. Dann gilt
Aeo(B) = Neo(l)
weoll)\ {0} = +yfiea(B)
Bemerkung

Sei D invertierbar und B > 0 komponentenweise. Dann gelten entweder

o(B) =0(L)=0Y o(B) =o(L) =1Yo(L) < o(B) <1Y (L) > o(B) >1

Vgl Stein-Rosenberg o(B) mit einem groften EW A = A2 € o(L)

Beispiel 6
3 261
A=1[2 3 2
1 2 3
3
D= 3 Ly
3
0 -2 -1
Ry = 0 -2
0
B = D_I(Lo + RQ)
2 1
IR U BN
-3 —3 0

2
3
-\
2

|
[SUIN NI

-2

Mg+ AG gty =N+ A5

o(B) = 1.12409... > 1 Jacobi divergiert

GauBl—Seidel:

3
L=(D—1y)'Ry=[2
1

o(L) ~ 0.45049 <1 Gau

N W O

0
0 0 -2
3

=}

10 —2 -1

0

—Seidel konvergiert
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Beispiel 7
3 2 1 3
A=|-2 3 p=| 3
-1 -2 3 3
0 -2 -1 0
R=[0 —2 Ly=[2 0
0 120
2 1 2 1
PO CE e A o
PN N S S
3 3 U 3 3 A
X=-M4+3-2-Ix=-X-A=-A)+1)
o(B)={0,i,—1}, o(B)=1

Beispiel 8
3 2 2
A=|-1 3 =2
-2 2 3

Ausrechnen d. Eigenwerte: Ubung.
o(L) = £(32+V1393) , o(B)>1
Beide Verfahren divergent.

SOR: Verfahren: Konvergenz und Wahl des Parameters w (damit Spektralradius minimiert

wird)

Besetzungsparameter der Matrix A € R™*". Betrachte  C N x N mit

(k‘,l)G’C :akl;«éo, k<l
A= (am)y,

Definition: Ordnungsvektor

j € N™ heifit Ordnungsvektor zu der Matrix A € R™*", falls

‘.jk_jl‘ =1 V(k,l) ek

j heiBt (sogar) kompatibler Ordnungsvektor, falls j Ordnungsvektor ist und
e — g1 = +1, falls £ > [ und Je—ni=—1falls k <l V(k,1) e K

Lemma

Falls A € R™*™ einen Orsnungsvektor besitzt, gibt es eine Permutationsmatrix P € Z"*" s.d.

PAP~! einen kompatiblen Ordnungsvektor besitzt.
Siehe Beweis 17 (Anhang)

Ziel: Spektren (Spektralradien) fiir B, j), L, in Beziehung bringen fiir Matrizen die Ordnungs-

vektoren haben
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Beispiel 9

S ¥ O ¥

*

O ¥ ¥ O

0

O ¥ % X

0

* ¥ O O O

* O O ¥

*

besitzt den Ordnungsvektor j = (2,2,1,2,3)7, der aber nicht kompatibel ist (Beispiel

azy # 0)

Betrachte Permutation:

1) =3, 7 12) =1, n71(3
Der neue Ordnungsvektor ist

0
1
P=10
0
0
PAP!

Lemma
Habe A einen kompatiblen Ordnungsvektor.

Satz:

Sei A= D — Ly — Ry. Dann ist

0

0
1
0
0

1

o O o o

* O ¥ % ¥

0

O = O O

* O O * ¥

0

— o O O

O O % O ¥

* * O O O

* ¥ O % O

)
1,2,2,2,3)7 =

g(s,t) = det(tLo +t 'Ry — sD)
mit s € R, ¢t € R, ¢ # 0 unabhéngig von t.
Siehe Beweis 18 (Anhang)

Habe A € R™ "™ einen komplatiblen Ordnungsvektor. B sei die Iterationsmatrix des Jacobi—

Verfahrens.
Dann gilt:

1. peo(B) = —peao(B)
2. p€a(B)AD<w<2ANerfillt A\ +w—1=wuv/A = € o(Lw)

3. falls 0 < w <2, X€o(Ly), so gibt es ein p € o(B) mit A +w — 1 = wuv/A

Siehe Beweis 19 (Anhang)

13-06-11
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Korollar
Habe A € R™" einen kompatiblen Ordnungsvektor. Dann gilt:

Siehe Beweis 20 (Anhang)

Satz

Mit o(Ly,) <1 = 0<w<2

Daher muss wie vorher A einen kompatiblen Ordnungsvektor haben.

Siehe Beweis 21 (Anhang)

Sei A € o(Ly,) , es gibt ein p € o(B) s.d. p(v/A) = 0 mit p(2) = 2% — wpr +w — 1

Cohn-Schur—Kriterium iiber die Lage der Nullstellen eines quadratischen Polynoms:

Beide Nullstellen von az? + 8z + (e, B,y € C) liegen in B(0) genau dann, wenn
o > 7, (laf = [v[*)? > (aB - B7)?

Zusatz: Fiir Nullstellen in B;(0) nimmt man das gleiche Kriterium, aber |a| > |v|?

Hier: beide Nullstellen in B;(0) wenn
(w—1)2<1und p? <1dh o(B)<1 )
o(B) <lund (w—1)2<1(bzw. |w—1]<1bzw. 0 <w <2) <« o(L,) <1

Satz:
Habe A € R™ "™ einen kompatiblen Ordnungsvektor, o(B) C R, = o(B) <1
Dann gilt } .
Q(Lw) > Q(Lwopt) V0<w<2 ) W 7£ Wopt
2
. _20—/1-@2 i
wobei wopt = T =1 + (14-#1—;/,2) € (1, 2)
2
Dabei Q(Lwopt) = Wopt — 1= (H\/ﬂﬁ € (O, ].)
Siehe Beweis 22 (Anhang)
Beispiel 10
o(B)=2=06 Jacobi
o(L1) = 0.36 Gauf—Seidel
0(Lugy = % SOR mit opt. Parameter
Bemerkung:

Die Matrix A besitzt einen kompatiblen Ordnungsvektor <
{1,2, ,n} =S51USy und S1 NSy = 0
(k,) e K & (ke SiANleSy)V(leSyNnleS)

13-06-14
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2.3.3 kurze Zusammenfassung

Fixpunktiteration:

r=T¥+1u, % vecu e R"(C")
T 6 [Ran (Cnxn)
I — T regular.

Iterationsverfahren:
70 € R beliebig (der Startvektor)

ghD) =7z L @, k=0,1,2, ...
Satz
Das Iterationsverfahren konvergiert fiir jeden Startvektor Zy € R™ gegen die Losung genau
dann, wenn o(T') < 1
o(T) = max{|A| : X ist EW von T} = der Spektralradius
Lemma
Ist ||.|| eine natiirliche Matrixnorm so gilt o(T) < ||T]|.
Wenn ||Z]| gegeben in R”, dann ist ||T]| = ”rn”ax |IT'Z|| natiirliche Matrixnorm.
Z||=1
Siehe Beweis 23 (Anhang)
Sei nun A% =b , A regulér,
D —-R —-R
A=D—-L—-R=\|-L D -R
-L —-L D
Wir gehen dabei davon aus, dass D regulér ist (d.h. alle Diagonalelemente von A sind von 0
verschieden).
Lemma

Sei A € R™*" regulér, so gibt es eine Permutationsmatrix derart, dass alle Diagonalelemente

von PA von 0 verschieden sind.
Siehe Beweis 24 (Anhang)

O.B.d._»A. sind alle Diagonalelemente von A von Null verschieden:

r=TZ+u
mit T =B=D"YL+R)und @= Db
, Gesamtschrittverfahren®, ,, Jacobi—Verfahren*

7 e R" beliebig.
2k = Bz 17, k=0,1,2..

Um zum Gauf3—Seidel-Verfahren zu kommen:

k+1 et k 2 k ,
x§+):aiii —Zaijxg.)— > aijxg»)%—bi , 1=1,...
j=1 j=it+1
Aber fiir j =1,...,9 — 1 haben wir schon ac;-kﬂ) berechnet

(k)

,n

= wir verwendensie an der Stelle von z;” , j=1,...,1—1
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k k
=k —zuﬁ“ > ayel +b,
j=i+1
” Ezn/elschm‘z‘verfahren , “ Gaufi—Seidel-Verfahren*.
n+1
0z (k+1)+ Z lc+1 S aija! )+b
J= Jj=i+1

(D — L)& <k+1> Ra:( )+ b
—'(k+1) — ( ) R (k) (_D o L)—lg
R=1L= (D —~L)'R

Satz

Sei A strikt diagonaldominant (d.h. |a; > > |aix| , @ =1,...,n) dann konvergiert das Jacobi-
ki
Verfahren.
Satz
Sei A hermetisch und positiv definit, so ist das Gaufi-Seidel-Verfahren konvergent.

Relazation
7k
i—1 n
j§k+1) S aij$§k+1) S %w( 7y b;
’ j=1 j=i+1
$§k+1) _ xl(k) n w(££k+1) B xl(k))

w=1 = Gaufl-Seidel

:EZ(_k—&-l) — (1 —w)ad (k )+w~(k+1)
i—1 n

$§k+1) = (1 ) (k) Fwos | — Z az‘jl‘gk-i_l) + z a”x( ) + b;
Jj=1 Jj=i+1

a“x(kﬂ) +w Z aijT; L) — =(1- w)alﬂ —w Z ijT; + b;

J=i+1

(D — wL) <’f+1> ((1 —w)D —wR)E® + b

Z+D) = (D — wL)~ ((1 —w)D +wR)Z® + (D —wL)~'b

T=1L,= (D —wL)™Y((1 —w)D +wR)

Satz von Kahan
o(Lyw) > |w —1
und o(L,) = |w — 1| genau dann, wenn alle Eigenwerte von L, den Betrag |w — 1| haben.

Satz
Sei A hermetisch und positiv definit. Dann o(L,) < 1 < w € (0,2)

2.3.4 Nachiteration

AZ = b wurde durch eine direkte Methode gelost (z.B. LR—Zerlegung).

Ziel: Einfliisse von Rundungsfehlern durch Nachiteration zu dampfen.
A~ LR

A = LR+ F mit F Fehlermatrix.

| F'|| oo ist sehr klein.
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LR# = LRT — (AZ — b)
N——
Residuum B 5
Da F sehr klein ist, gehen wir davon aus, dass L und R regulér sind.
= T=2— R 'L7YAZ —b)

T=T¢+a i
mit 7’ =1—-R'L7'A, @a=R 'L~

Iterationsverfahren:
7 = die Niherungslosung, die man mit dem direkten Verfahren bekommen hat.

F0+D = g0 — REIL-1(AZ® —F) | k=0,1,...

7O ist eine sehr gute Néherung.
T=1— R 'L~ Aist nah an der Nullmatrix
—_——

~AT
= o(T) ist sehr klein

= Das Verfahren konvergiert sehr schnell.
In der Regel sind 1 oder 2 Iterationen ausreichend.

Algorithmus:

—

£ = mit der direkten Methode berechnete Niherungslosung.
Fir k=0,1,2,...:
1. Berechne 7% = Az(*) — b mit doppelter Stellenzahl.
2. Lose L™ = —##) (einfache Genauigkeit)
Reth = )

3. g1 — (k) 4 k)

2.3.5 Verfahren der konjugierten Gradienten
(auch CG-Verfahren)

AZ=b, AeRY™", peRn
A ist symmetrisch und positiv definit.

Betrachte f:R" — R,

f(@) = 1T Az - '

Bedingungen fiir ein Minimum:

f(@*) < f(Z) fur alle ¥ € R™ genau dann wenn

l.Vﬂfj:(%g»Zﬂbﬁﬁzﬁ

W\ T
2. V2f(i*) = <gi£§2) ‘dzf* ist positiv definit

ij=1'%

=1
V(@) = A7 — b
I
Oz;0x; ~— U

V2f(%) = A (positiv definit)

T* = arg %Ielﬁgrll f(@) & Az* = b Folgende Aussagen sind #dquivalent.
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1. A" =b
2. 7* ist das Minimum der Funktion f(Z) =
7 € R” Startwert.

FHD) = 7B 4 N d® | k=0,1,...
d®) ist die Suchrichtung.

13-06-18

Sei dk) gegeben, dann bestimmen wir A\; folgendermaflen:
gr(N) = f(@h e

A) = L@INTATW + \(@W)T AP + IN2(d0)T Ad®) — bT7*) — Abd®)
(k

ar(
gh(A) = (@FNT Ad®) + X(dF)T Ad) — pTdF) =0 k+1)
\ = (& >) AdUR) —pT gtk) \

T (@d)Tad® k)

Residuen: f‘kl = Ak —p
)\ . _(Af(k)_b)TJ(k) _ (ﬂk))TJ(k)
k= T @ T AR T ()T AGR)

_ _)raw
kT @) T Ad)

Wahl der Suchrichtung: Die Suchrichtungen sollen linear unabhéngig sein, z.B. orthogonal.
wir verwenden die A—Orthogonalitét.

Ein Skalarprodukt auf R™:

< 21,22 >A= (gl)TAZ_é , 51,52 e R"

Das ist ein Skalarprodukt, da A positiv definit ist.
lzla="7

% e R" Startwert.

) = 7K\ dlk k=0,1, ...

d¥) ist die Suchrichtung.

ZlLAZQ =< 2:1,2'2 >pA= (

Wir wihlen die Suchrichtungen d), J(l), J(Q), - JZ”_l), so dass dW) L 4dWVi %3

Gram—Schmitt—Orthogonalisierung:
Seien {wy, U1, ..., Up—1} linar unabhéngige Vektoren. Dann
CZ(O) =i

T% + Z Bipd® | i=1,..n—1

< d®), CZU >A 0, k=0,1,..,i—1

<d®) dD >, =< d® g >y +Z§ Bij < d¥) dU) > 4
=< d® G >4 +é;0< d® gk >,

/8‘ _ <szk),ﬁi>,4
ik <d®) dk)> 4

By = — (@;)T Ad)
k= T ()T AGH)

Fehler: ¢ = z() — 7+ (z* ist die Losung)
Ael) = A7) — Az = Az — b
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Satz:
& = §
d.h. dass das Verfahren in hochstens n Schritten die Losung liefert.
Siehe Beweis 25 (Anhang)

D; = span{az(o), ...,J(i_l)}
el =& + p;

Satz
16D]14 < |1Z]|a
fiir alle z € & + D;
Siehe Beweis 26 (Anhang)
Lemma

(FNTdD =0, i=0,..,5—1
Siehe Beweis 27 (Anhang)

3 (K)
Wahl der Suchrichtung im CG-Verfahren X
f(:z) = 17T AT — b7

V(&) =AZ b
Vf(Ek) = 7k
= Wir wihlen —7*) als usrpiingliche Suchrichtung.

Wir wéhlen {o, Uy, ..., Up—1} = {—F(O), — D) ...,f(”_l)}mit
d0) = _#0)

: i—1
1 =0+ 5 g

k=0

o (F(i))TAJU“)

ﬁzk - _(d"(k))TAJ'(k)

Lemma
Bir=0, k=0,1,...,i—2
Siehe Beweis 28 (Anhang)

Algorithmus (CG—Verfahren)

1) Wihle 70 (den Startvektor) roeet
) — 470}
40 = _#0)
2) Fir k=0,1,...n—1
INGOLD
A O

gk+1) = k) 4 ), k)
R (6 \ AQ)
H+1))T 4 JUe)
g+ — k1) (T (d(k)))Tzzccll k)
In Computerrechnungen:
Stopp wenn ||é®)[| 4 < ¢
wobei ¢ eine vorgegebene Toleranz ist.
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Satz:
k
o1 < 2 (YR} e
conda(A)+1
bzw. N
Anqam‘_ Arnin
6] < 2 (e Raim ) e
Siehe Beweis 29 (Anhang)
conda(A) groB verursacht grofie Probleme. Deswegen...
Vorkonditionierung
Idee: statt AT = b
16sen wir M~1AZ = M~'b
mit einer symmetrischen positiv definiten M, M~ A besser konditioniert.
M~1A ist i.A. nicht symmetrisch, deswegen:
M = HHT, wobei H regulir ist., M~ = H-TH~! (z.B. Cholesky)
M~'A und H-'AH~T haben die gleichen EW.
Siehe Beweis 30 (Anhang)
Beispiel 11: Jacobi—Vorkonditionierung
M = diag(an, A2y +ey am)
1
1
M™A=
1
Beispiel 12: Cholesky—Vorkonditionierung
Unwvollstindige Cholesky—Faktorisierung:
Normal: A = LL”
Dastatt nehmen wir A ~ HH”
H ist wie L, wobei [;; = 0, iiberall, wo a;; = 0
3 Graphik

Fehler: &%) = 7)) — 7 (Z* ist genaue Losung)

A symmetrisch und positiv definit
= A hat relle positive Eigenwerte.
Amin, Amaz bezeichnen den kleinsten bzw. groffiten EW.

Die Konditionszahl condy(A) = jmes

min

3.1 Bernsteinpolynom

Definition

13-06-25
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n € N. Die Polynome

Pni(T) = <Z>xk(1m)”_k , k=0,1,...,n o
, _ . k=0, pyo(@)=(1-2)
heilen Bernstein—Polynome bzw. Bernstein—Grundpolynome vom Grad n.
Verabredung 1
Wir verstehen p, ;, = 0, wenn k < 0 oder k > n ist! [
Satz k=n, ppn(z)=2z"
Firn e N, k=0,1,...,n gilt:
1) pnk hat eine k-fache Nullstelle im Punkt « = 0. 4 1
2) pnk hat eine (n-k)-fache Nullstelle im Punkt z = 1.
k=1,.n-1
3) Pk st positiv fir z € (0,1), :
streng monoton wachsend fiir « € [0, £], k
streng monoton fallend fiir = € [£,1] n 1

und hat somit das Maximum auf dem Intervall [0, 1] im Punkt z = £

4) {pn.k} 1o sind linear unabhéngig und bilden somit eine Basis des Raums P,, der Polynome
vom Grad< n.

Siehe Beweis 31 (Anhang)

Lemma

1) i pn,k(gj) =1
k=0

n
2) 3 kpop(@) =2
k=0

n

2 —
) 55 (5) pusde) = 5107 4 L

Siehe Beweis 32 (Anhang)

Definition
Der Bernstein—Operator der Ordnung n ist der Operator Pt puo )
pn,O nn
B, :C([0,1]) = P : :
S gk (:, 5 1
(Bnf)(x) = kZO S )pnk(@) noom

Ziel: einen konstruktiven Beweis des Approximationssatzes von Weierstrafl zu geben.

Approximationssatz von Weierstrafl
Sei f € C([0,1]). Dann gibt es zu jedem &£ > 0 ein Polynom p derart, dass

— <
Jnax, |f(z) —p(@)| <e

gl = llgllcqo)) = Jnax, lg(w)| die Norm auf C([0, 1]).

Die Menge aller Polynome ist dicht im Raum C([0, 1])

Definition
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Ein linearer Operator L : C([0,1]) — C([0,1]) heifit positiv, falls
flx)>0, z€[0,1]= (Lf)(x) >0, x€[0,1] B, ist ein linearer positiver Operator.

Satz von
Sei {L,}22, eine Folge der positiven linearen Operatoren,

L, :C([0,1]) = C([0,1]).

Seien ey (z) = zF | k=0,1,2,... die Testfunktionen

L, positiv = g < h = L,g < L,h Beweis: h—g>0, Ly,(h—g)=L,h—L,g>0

Folgerung:

—fI < f=If]

Ln(=|f]) < Lnf < Ln(l£1)
= |Lnf| < Ln(|f1)

Gilt

Jim |[(Lpeg) — ekl =0, k=0,1,2,..
so gilt

Jim (Lo f) = £l =0 ¥f € 0(0.1])
Siehe Beweis 33 (Anhang)
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3.2 Bézier—Kurven

Definition

Gegeben seien By, f1, ..., Bn € R%.
Die parametrische Kurve

t) = Zﬁkpn,k(t) , te[0,1]
k=0

heifit eine Kurve in Bézier—Darstellung oder Bézier—Kurve.
Die Punkte 8y, 51, ..., Bn heilen Bézier—Punkte oder Kontrollpunkte.
Das Polygonzug durch die Punkte By, 81, ..., 8, heifit Bézie—Polygon oder Kontrollpolygon.

Beispiel 1

12345
Die Kontrollpunkte
p(t) = ( )p3,0(t) (i
= (A -)+ ( )3t(1 —
p(0) = () » p(1) =

SO

Definition
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Konveze Hiille der Punkte By, B, ..., Bn € RY
n n
conv(Bo, 1, ..., Bn) = {z € R : = YoABi, mit A; >0, Y A =1}
§=0 §=0

Siehe Beweis 34 (Anhang)

Beispiel 2

/ﬁo 8, B By

VAN s
Fo B, % P

x € conv{BypP1}

=z € Mfo + Mb1

mit \g, \1 >0m A+ =1
= XofBo+ (1—X)B1, Xo€[0,1]

Eigenschaft

1) p(0) = Bo , p(1) = fn.
(Die Bézier-Kurve interpoliert die Randpunkte)
Siehe Beweis 35 (Anhang)

2) P'(0) =n(BL—PBo), P'(1)=n(Bn—Fn1)
Siehe Beweis 36 (Anhang)

Bemerkung

p(t) folgt der Geometrie des Kontrollpunktes. (Auch die Monotonie, die Konvexitét usw. blei-
ben erhalten).

pePy
n 174
Monom-Darstellung: p(t) = > %t'j
v=0

n
Bézier-Darstellung: p(t) = > Bipnk(t)
k=0

Aus der Bézier—Darstellung zur Monom—Darstellung.

) K " AY
EH = i 5 A Brnwa(0) = (1) Ay

=

Beispiel 3

p(0) = A% = fo = (3)
'(0) = 3A'By = 3(81 — o) = 3(3) = ()
O = (3)A%6 = 3(82 — 261 + Bo) = 3((2) —2(3) + (1)) = (%)
1
1

=3

p?(0)

32 = A3y = By — 38+ 36 — fo = (5) —3() +3() — (1)

I
|
[\
~—

-1

) = () + (o) + ()t + ()
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Aus der Monom—Darstellung zur Bézier—Darstellung:
(v)

(IT/L) AYfy = . 1/!(0)

Bo = p(0) ,

n(B1 — Po) =p'(0) = Bi1= o+ @ USW.

Beispiel 4

Br=0o+3() =)+ =0

382 — 261 + Bo) = ()

Ba =201 — Bo+503-6=2(3) — (1) + (1) = (5)

B3 — 3B +3B1 — Bo= ()

Bs =30 =361+ b+ (7]) =3() —3(0) + () + (53) =

3.3 Auswertung eines polynoms in dwer Bézier—Darstellung

Lemma

pn,O(t) = (1 - t)pn—l,O(t)
pn,k(t) = (1 - t)pnfl,k(t) + tpnfl,kfl(t) ; k= 17 ey — 1
pn,n(t) = tpn—l,n—l(t)

Auswertungsschema:
t €[0,1] fest.
n

p(t) = ;;o Brpn i (t)
- éo Br [(1 = )pp—1,k(t) + tpp—1,x—1(t)]
= 712—:1 Br(1 — t)pp—1x(t) + i Bitpn—1,k-1(t)
k=0 k=1

n—1 n—1
= kZ_)O Br(1 = t)pp—1,k(t) + kZ Brt1tPn—1,k(t)

- —0
n—1
= Br(1 —t) + Brg1t] prn—1,k(t)
k=0
o) L o(D)
= kZ Br Pn—1k(t) , mit By = Br(l —t) + Brgat
-0
Rekursiv:

n—2
p(t) = 3 B pn_ok(t)
k=0

mit 8% = (1 — 1) + 8L ¢
Uusw.

p(t) = 5"
Satz: Algorithmus von de Casteljau

n
Ein Polynom p in der Bézier-Darstellung p(t) = > Brpni(t)
k=0

ldsst sich an einer Stelle t folgendermaflen auswerten:
O — B, k=0,1,..,n
Firm=1,2,...,n:
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Fir k=0,1,...n—m
B = =0+ s
Dann gilt: p(t) = B[()")

Dy

0) (0)

B BT e e e h
1

%O)
A

(1) (1) (1)
@) 5n-1

t 5
“\qﬁ?{ ; :
2

H\ t / 1

Wendet man das Schema an, erhélt man im Beispiel (3_5’75)

Auswertung der Polynome in der Monom—Darstellung
p(t) = apt™ + a1t + ... +ay
Die Anzahl der Operationen:
x4 (n—1) 4 ... 40 = 2ot
77_‘_“:”

p(t) =apt" + a1t +agt" 2+ ... +ay
= (agt + a))t" '+ agt" 2 + ... + an
= ((aot + al)t + ag)t"” +...+an
= (...(((agt + a1)t + az)t + as)...) + an
Die Anzahl der Operationen:
,Xm
,,+“Z’)’L

Das Horner—Schema
bo = ag
bl = Cbot + al
by = b1t + aq

bn = bn—lt +an
Dann gilt b, = p(t)

aq ‘ ap az cee Qp,
t(] — boto blto
bp by ba--- by

p(t) = (t—to)(bot™ L 4+ b1t" 2+ ...+ bp1) + by = by "+ (by — boto)t" L+ ... + (by — bu_1t0)

al ai an
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p(t) = (t —to)q(t) + b, mit b, = p(to)

Wiederholte Anwendung des Horner—Schemas: q(t) = (t — bo)r(t) + cn—1, cn—1 = q(t0)

p(t) = (t —to)q(t) + b
p't)=q)+ (t—1t0)d ()
p'(to) = q(to)

Anwendung: Newton—Horner—Verfahen zur Bestimmung von Nullstellen von Polynomen.

Xo = Xno1 = J

P'(t) = q(t) + (t —to)q'(t)

p'(t) =q'(t) + ¢ (t) + (t — to)q"(t)

P’ (to) = 24'(to)

Aber : q(t) = (t — to)r(t) + a(to)

¢ (to) = 2r(to)

= r(to) = 30" (to)

Im k—ten Schritt des wollstindigen Horner—Schemas

noo k)
=p(t)= > o) (4 — )k

Beispiel 5

p(t) =2 -0+ 3422 — 2t + 4

wertet man

p(0.5) =7
2 -1 0 1 2 -2 4
to=05|—- 1 0 0 0.5 1.25 —-0.375
2 0 0 1 25  —=0.75 3.625
to=05|— 1 05 025 0.625 1.5625
2 1 05 1.25 3.125
to=05|—- 1 1 075 1
2 2 15 2 4125
th=05]— 1 15 15
2 3 3 35
to=05|—- 1 2
2 4 5
to=05]— 1
2 5
to=05| —
2
= ¢(0.5) = 3.625
=

p(t) = (t — 0.5)(2t° + t* + 2.5¢ — 0.75) + 3.625

(k)
pik(!to) aus!

p(t) = 2(t—0.5)+5(t—0.5)5 +5(t—0.5)* +3.5(t —0.5)% +4.125(t — 0.5)% +0.8125(.0.5) +

3.625

3.4 Bézier—Kurven Gradanhebung

{Pn.k}}_, ist eine Basis der Polynome vom Grad< n

Fragestellung: Wie kann man Polynome vom Grad < n in der Basis des Raums [P,, darstellen?

In der Monom—Basis:
p(t) S |Pn—1

13-07-05
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p(t) = an_1t" '+ an ot 2+ ... +ag
= p(t) = 0t" + ap_ 11"t + ...+ ag
In der Basis der Bernstein—Grundpolynome: man muss die Kontrollpunkte umrechnen.

Lemma

Prk(t) = 225 D1k (t) + B png 1k (2)

Siehe Beweis 37 (Anhang)

Satz
gegeben seien n+1 Kontrollpunkte Sy, 81, ..., B,. Definiert man
Bo = Bo
Bn—i—l = Bn
hatB = 7 Be-1(1+ 2259)Bk » k=1,...n
So gilt:
n n—1
> Bipn k() = 32 Bepn+1,k(t)
k=0 k=0
Siehe Beweis 38 (Anhang)
Lemma

Prk(t) = 2555 1 k() + B pnga g (1)

3.5 Bézier—Splines

Satz
Fine zusammengesetzte Bézier—-Kurve

S Bropnr(®) L te[0,1)
k=0

n
Z Bk,lpn,k(t - 1) 7t € [17 2)
k=0
ist genau dann r-mal stetig differenzierbar, wenn
Amﬁn—m,o = A"L/BO,I , M= 07 17 cey T
Siehe Beweis 39 (Anhang)

s(t) =

Beispiel 6

p3,3(t) te [O’ 1)
p3o(t —1) +2p31(t — 1) +4psa(t — 1) +4pss(t —1) ,t€[1,2)
Apso(t —2) +4psa(t —2) + 2p3(t —2) + p3s(t —2) ,t€[2,3)
0 , sonst
s(0+) = p33(t)|e=0 = t*|i=0

s(0+) = §'(0+) =s"(0+) =0

aber s3)(04) =6#0 = s ist hochstens 2-mal stetig differenzierbar.

s(t) =

50
080 = B1— o
b1 A%By
0B1 = B2 — P A3By
B2 A%By
0B2 = 33 — B2
B3
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t=0
0
0
0 0 o .
0 = 2 mal stetig differenzierbar.
0 1
1
1
t=1
1
1
2 R .
9 = 2 mal stetig differenzierbar.
4 -2
0
4
t=2
4
0
4 —2
-2
2 -1
-1
1

3.6 Spline—Funktionen

Spezielle Spline Funktionen sind uns bereits begegnet B;,_1 mit

m m 1
Bpna(t) =Y jwilw, — )7, wyi= [ =
=0 joo TV T Tk
k#v

Sie bestehen stiickweise aus Polynomen vom Grad m-1 und sind insgesamt (m — 2)—mal stetig
differenzierbar.
Wir beschranken uns im Folgenden auf dquidistante Knoten.

Definition
eine Funktion S : R — R erfiille die folgenden Bedingungen:
1. S stimmt auf jedem Interval [v,v + 1), v € Z mit einem Polynom p, € [],, , m € N
iiberein.

2. Es gilt: S € ™ 1(R)
Dann heif3t S polynomialer Spline vom Grad m mit dem Knoten v € Z.

Definition

Ist S : [k,1) — R die Restriktion eines polynomiellen Spline S vom Grad m auf das Intervall
[k,0) mit k,l € Z , k <1, so heiBt S polynomieller Spline vom Grad m auf dem Interval [k, 1)
mit Knoten v , v =k, ...,

Bemerkung

Wichtige Fille in der Anwendung:
m=1 Polynomzug

13-07-09
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m=2 quadratisch

m=3 kubisch

Bemerkung
1. Fiir einen polynomiellen Spline S vom Grad m mit Knoten v € Z kénnen wir die Dar-
stellung

m
S(t) = Zﬂu,upm,u(t— V) , € [U,I/—l- 1) , VEZ
n=0
2. Fiir einen polynom. Spline S auf [k,[) benutzen wir die entsprechende Darstellung
m
S) = Buupmult —v) . tev+1), ve{kk+1l, .11}
n=0

Fiir m > 1 ist wegen der Definition sogar ¢ € [v,v + 1] und obige Darstellung gilt sogar
in ganz [k, (]

Untersuche nun den besonderen wichtigen Fall kubischer Splines:

Fiir einen kubischen SPline geniigt in jedem Knoten den Folgenden drei Bedingungen

® Bu_13=Luo
® Bu_13—Bu—12="05u1—Buo
® 28, 12— Bu-11 =281~ Bu2

Dabei v € Z.

V-2 V-1 1% +1 U +2 v +3

Bemerkung
Zweimalige stetige Diffbarkeit in der Anschlussstelle bedeutet (auBer dass Wert und Richtung
an dieser Stelle iibereinstimmen), dass die Hilfspunkte, die durch Extrapolation an den mitt-
leren Bézier-Punkten enstehen, iibereinstimmen.

definieren eine Hilfsgréfe dy, := 28,1 — Buo v €Z
Dann ist Bed (3) gleichwertig mit d, =28,—12 — f,—11, V€Z
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Betrachte wegen S(v) = 8,0, S”(v) = m(m — 1)A2B, fiir kritische Splines auch

B S//(V)

, e’z
5 v

d, = S(v)

gilt.

Bemerkung
Geg. ein kubischer SPline. Man kann leicht zeigen, dass
1 1 2
1. Die Geraden durch die Punkte (Byjfz) und (73_?) und durch die Punkte ( Y73 ) und

) Bu—1,1
(?:;) sind parallel.
2. Die Punkte (Vﬁt%) und ('gf) liegen auf der Verbindungsgraden von ( 4 ) und ( 5;11)

Betrache den kubischen SPline zu den Knoten v =0, ..., k.
Definiere d,, fiir v =0, ..., k — 1 wie oben und ersetze

di; 2= 2Bk-1,2 — Br-1,1

Br,o = Br-1,.3
Damit gilt wegen S” (k) = 6A%B;_1 1 auch hier

dy = Buo— T | v =0,k
Dem Bézier—Polynom ist ein Polygonzug iiberlagert, dessen ebenen durch d, bestimmt sind.
Dabei stimmen das Bézier—Polynom und der d,—Polynomzug auf den inneren Intervallen [v +
%,1/ + %] , v=0,....k — 1 iiberein.

Bemerkung

Die Bézier—Koeffizienten 3,, , ©=0,...,3, v =0,...,k — 1 eines kubischen SPlines

3
S(t) = Zﬁyﬂpg’u(t—u) , tewrv+l1], v=0,...,k—1
n=0

sind durch die Anschlussbedingungen

Bu-13 —Buo =0
—By-12  +Bv-13 —Bu1 +Bo =0 , v =1,..,k — 1 miteinander ver-
—Bu—11 +2Bu-1p2 —2Bp1 +Pu2 =0

kniipft.

Dies sind die 3(k+1) homogenen linearen Gleichungen fiir die 4k Koeffizienten £, ,, fir p =
0,1,2,3 und v =0, ...,k — 1. Dieses homog. lin. Glng.system hat einen Losungsraum V mit

dimV >4k —3(k—1) =k + 3

Da Bo,0 und Br_13 = Bro in den Ausschlussbedingungen nicht vorkommen, kénnen wir die
Elemente von V mit Hilfe von By und £ o parametrisieren.

Wir zeigen nun, dass die Bézier-Koeffizienten 8o1 > B, fir v = 0,...,k und Sr_12 eine
Parametrisierung der Elemente von V ergeben.

Satz
Zu jedem Wert
B := (Boo, Bo.1, Bo.2s B1.0 -+ Br1.2, Bro)’ € R™

gibt es genau einen kubischen Spline S auf [0, b) mit

3
S(t) = Zﬁ%,,pg#(t—z/) , tepv+l], v=0,..,k—1
u=0
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Von den 4k Polynomen f3,,, sind also durch die Anschlussbedingungen 4k — (k +3) = 3k — 3

Parameter festgelegt.
Siehe Beweis 40 (Anhang)

Lemma
13-07-19

Siehe Beweis 41 (Anhang)

k+1
Also: S(t) = > peBus(t), te€]0,k]
v=-—1
D1y POy D1 seees Phtl € R? fiir eine parametr. Kurve die Kontrollpunkte ( de Boor—Punkte)

= ganze Theorie fiir Bézier—Kurve
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Beweise

1 Beweis (Abschnitt 1.2.2):
(@, y(x), h) = LIV p ()
N’

O)én—1l+ B < (1+6)%|€na|+ (14 (1+0))8
0)%|€n—s| + (1 + (1 +3) + (1 +4)*)8

o] + (1 + (1 +8)+A+6)*+..+1+0)" 1B
5) ‘50’ + w

5 B (Summenformel)
nd __

Da0<14+d6<ed, §>0

3 Beweis (Abschnitt 1.2.2):

Yk+1,h = Yk,h + ho(xr, yi, h)
T (g, y(ag), h) = L) VER oy g2y, h)
k>

Y(ry1) = y(zr) + ho(zg, y(xr), h) + hr(wg, y(or), h)
ektr1,n = €kh + M o(Tr, Yrs h) — @(xr, y(x1), h)) — hr(wg, y(or), h)
Lstigkeit von ¢ : [@o(xk, Yk, h) — @(zr, y(zx), h)| < My — y(zr)| = Mlegp|

Konsistenz = |7(xg, y(zx), h| = O(hP) = |7(xk, y(zk),h)| < NRP , 0 < h < hg
‘€k+1h‘<’ekh|+hM‘ekh’+th+l ( + hM )lekh‘—i-thJrl
Nach dem Lemma:

< "M e, | +enhM7_1th+l
< o L Nw
- M
eM(b—a) _q
Iy onal S g

= Konvergenz ist von der Ordnung p

4 Beweis (Abschnitt 1.2.10):

Sei p € Ps_; das Interpolationspolynom zu den Werten u/(zy + ¢jh) , j =1,...,s

d.h. p(zg + cjh) =/ (zk +¢jh) , j=1,...,s

p(x) = i u'(zg + cih)li(55%)

In der ’EL}L:
p(zg + cjh)

S

;u (g, + cih)ly(BEEGh—eey

ilu (a5 + cih)li(e))
v (zg + cjh)

~.

.
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p,u' € Ps_y und p(zy + ¢jh) = u/(x + ¢jh) fir j=1,...,s
=d=p—u Py, dlzyx+cjh)=0, j=1,..,s
=d=0 = p=d
S
Also v/(z) =Y v (zg + cih) Li(F5)
i=1 ——
f(@ptcihu(zeteih))

Def. Kollokationsverfahren
s

u’(:c) = ;1 f(a;k + ¢;h, u(:z:k + Czh))lz(x_hxk)

u(z) =u(xg)+ fu’ t)dt

mk

=Yk + f Z f Tk + cih, u(J:k + Czh))ll(tihzk )dt

zkz

—yk+2f($k+cth$k+Cz

t—xg

jetzt: they = £
=ap =0, v— 5%, dt = hdtpe,

:“es

h
()_yk+h2f(xk+czhuxk7cz f lz

=1 0
Insbesondere

u(xk—l-cjh) —yk—i-hZf(a:k—l—czhuxk—i-cz fl

=Yk + h Z ajif('xk‘) Cih7 U(l’k, Czh))
i=1

Wir setzen k; := f(xg, cih, u(zk, c;h))
Dann gilt:
kj = f(a:k + th, u(:rk, th))

= flzk +cjhyyp + h Y ajik
i=1
Wie im RungefKuttafVerfahren Yktl = u(a:kﬂ

Ykt1 —$k+h2f($k+czhuxk+cz fl
i=1

ki
s 1
= Yk +h Z ]ﬁi f li(t)dt
i=1 0
=Yk +h ) bk
i=1
wie im Runge—Kutta—Verfahrenl

5 Beweis (Abschnitt 1.2.10):

Wir betrachten einen Schritt und wir gehen von der ,richtigen“ Losung des AWPs 3/ =
f(z,y) , y(xk)yr aus. u(x) ist das Polynom aus dem Kollokationsverfahren.

Ykl — Y(@rs1) = w(@pyr — y(Tp41))
Tr41

= [ ®(zppr, t,u(t)) (W (t) — f(t u(t)))dt
= B, b ut)d(, u(t))dt

mit d(t,u(t)) = u'(t) — f(t, u(t))

Tk+1
Fir [ ®(xg,t,u(t))d(t, u(t))dt verwenden wir die Quadraturformel mit Knoten xy+c1h, x;+
Tk

coh, ...,z + csh
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Orthogonalitit = diese Quadraturformel ist exakt fiir Ps_14 .

er1 — Y(@ra1) = N @(@hg1, Tk + b, ulzy + ¢ih)) - d(wy, + i, ulag + ;b)) + R(Dd)

j=1

*:= 0, da d(zg+cjh, u(zi+c;h)) = v/ (xp+cjh)— f(xr+cjh, u(zk+c;h)) = 0 per Konstruktion!

= Yr+1 — y(zx) = R(Pd)

Qd = ps_14m(t) + O(t*T™)

R(®d) = R(ps_11+m) + R(O(t5T™))

*. =0, da quadraturformel exakt fiir Ps_1.1,, ist!
Y1 — Y(zrr1) = R(OE™))

Tr+1
R(O(t*™) = [ O@*™)dt
Tk
= Ol(zz 1)) = O()
Folglich g1 — y(zp11) = O(R*H™ 1) | h — 0

Ende des Beweises:

T(zr, y(T1), h) = w — o(zr, y(xr), h)
Yk+1 = Yk + h(,D((L’k7 y(fk)’ h)
ok, y(ak), h) = #H=

Hier jeweils y(zx) = ys!
Y(@kt1) =Yk Ykt1—Yk

Damit 7(xg,y(xk), h)

- h h
_ y(zkﬂ});ykﬂ _ O(hszm“) = O(h*t™) , h =0
6 Beweis (Abschnitt 1.3.1):
b b
) [(1—2)tdt = [etm0=2)qy
¢ _ ¢ 1 —tln(1—z)|t=b
—ln(l—z)6 thn(1 )t:a
_ =zt t=b
— 7T In(1—2) lt=a

2) Wir zeigen, dass die Reihe
S (ti—1)
(1-2)"=> : z

i=0 t
gliedweise integriert werden kann |z| < R

wir wollen zeigen, dass die Reihe gleichméBig im Kreis {z : |z] < R} konvergiert.

i) t €[0,1]
t+j—1| _ t—1
= =P 5t <a

t4+1—1\  (ti-D)(t+i-2).t  t4i—1 t+(i—1)—1 ¢
i - i(i—1)...1 - i—1 e T

=1 7 ‘ B
00 - . o5 .
3 <t+z. 1 Jl< SR
i=0 t i=0
= Die Reihe konvergiert gleichmifig

i) a<t<0

j>a+1 ’”J]J):‘lﬂ;—.l)gl
0>t>a: |t—1<a+1: <1 1< <0

Firl<j<a: ’tﬂ]——l’:‘ut;—l’

121450 =1 -8 >0 (1-t)=t>a
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’t+j—1‘< 1 ,j>a
J “la

1<j<a
t+i—1\| _ ﬁ t+j—1‘
_[a] t—i—z‘—l B t+Z‘—1‘§a[a]+i
j=1 J [a]+2 J
<a <1
§ <t+i_1 o <,Laa]+IZRz
=0

Fur allea <t <b konverglert dle Relhe gleichméfig in t , da

Z <t + Z. 1> P < max{l,a[a]ﬂ} Z R

i=0 t i=0
3) Wir integrieren gliedweise:

9(2,a,b) fz(t“ 1>zidt

a =0

o b %)
—2[(“2 )dtzizzb;zi
a =0

=0

7 Beweis (Abschnitt 1.3.2):

1) (i) < (i) ,
y(a + ih) = z yM @) mpm 4 O(pr+1)

(z + ih) z @) mpm 4 O(hp)
p: m
P m) im=pm-1 +O(hp)
m=1
=0 i=0
S p m D m
1=0 m=0 m=1
1 1 &y > m—1
=z y(:c)—}—ﬁ > Thm~2(ai ' — b;mi ) + O(hP)
m=1 i=0
« = L(t"™, 1)
g=1t"
L™, h) = + 3 (a;(ih)™ — hbym(ih)™~1)
=0

0
(@ y(@)h) = Fo(y(a) + § X LoERmLEm, 1) +O(1)

s s
L(t0,1>22a21022alzg(1), 9217 g/:0
=0 =0

p m
Ly s, 1) + O(h)

7(z,y(x), h

Folgt: Ordnung p < L(t™,1) = 0ftir m =0,1,...,p: (i) & (i)
p m
(. y(a). h) = Ly(_+0) = § 5 WL 1) + O(h)
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Speziell fiir y = e® an der Stelle x = 0:
p m
L(et,h) =+ Y BLL(#™ 1) + O(hP)

m=0

Andererseits:

L(et, h) (ae™ — hbe'h)

Il
=
'Mf"

s
Il
o

M
&
—
<
=
.
|
(]
&
—
Q)
=
=

= =
R «
Qo
&>
~—
|
Q
—
9]
>
~
Il
o

S8
Q
=
|
2
@
3
Il

M=
>
33
~
=
3
=
_l_
pS)
>
RS
t

(i) & o(e") —ho(e") = O(hP*1)
t

Transformation: & = e

w=InE), w=0=¢=1

o(e") —wa(e”) = o(§) — In(§)o (&)
o(1) = L(t°,1) =0

= g(? ist analytisch = % —o(§)

In(¢)

& =1 ist p-fache Nullstelle.

8 Beweis (Abschnitt 1.3.2):

Konsistenz < w = 0 ist mindestens 2-fache Nullstelle von p(e") — wo(e™)

0(e®) — w0 (€®) o = o(1)0
(0(”) — wo (€)Y humo = (¢/(€¥)e” — (e®) — wo(€*)e®) o = o(1) — o(1) 20

9 Beweis (Abschnitt 1.3.3):

1)
2)

klar.
{yr}, {Ur} Losungen = {yx + Jx} ist auch Losung
= Die Menge aller Losungen bilden einen linearen Teilraum
Die Lésungen {y,g] )}z‘;o:
0 0) (0)
{yl(g )} = {1707 707y<'<5 )7Z/5+17 }

1 ° 1 1
("} ={0,1,...,0,48", 4y, .}

e » »
(Y =40,...,0,1,58 70yl Ly
sind linear unabhéngig = die Dimension des Raums der Losungen ist > s

Ist {x1}72, eine Losung.

s—1 .
Betrachte z, = Zoxjy,(g)
j:
{zx} ist auch eine Losung (als Linearkombination von Lésungen)

Es gilt: xp = 2z fir k=0,1,...,s — 1

Da aber die Losung durch die ersten s Werte bestimmt ist, gilt o, = z; fiir alle k
= {3/1(57 )} , 7=0,1,...,8 — 1 bilden eine Basis des Raumes aller Losungen.
Insbesondere ist die Dimension dieses Raumes gleich s.

{yr} eine Losung.
Yk
Yk+1
Uk = : el

Yk+s—1
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0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : : : :
0 0 0 e 1
—aok —Q1k —Q2k - —Os_1k
Yk+s = —A0 kYL — A1 kYk+1 — -+ — Qs—1 kYk+s—1
10 --- 0
01 --- 0
det(Ak) = (—1)S+1(—a07k) det . . . . = (—1)56107].C
00 --- 1
Wegen ag 1, # 0 sind alle Matrizen Aj, regulér
Yi
. Yi+1 .
Ui = ) =Ai14;2... A1 Ao

Yits—1

10 Beweis (Abschnitt 1.3.3):

o 1 0 - 0
. 0 1 = A
0 0 o - 1

—ap —ap —az --- —A4s-1

Dann gilt: ¢}, = A*4,
Wihle T so, dass T~YAT = J die Jordanische Normalform

Unterscheide drei Falle:
1) Alle \; einfach

A1 0
=J= = diag(N)i_,
0 As
M
Dann gilt: 7, = A¥yk = TIFT 15, =T T4,
)\k
= yp = Bl
i=1
2. Allgemeiner Fall:
J1 A1 0
Jo 4
J = . mitJ; = Ai 0
" cT 1
Im 0 0 N
k k
k k—1 k—2
¢ () ()



3 Graphik

Numerische Mathematik 2

66 - 80

v
Alle Koeffizienten von J* haben die Form
,,)\f -+« Polynom in k vom Grad < 7; — 1
= iy = TJFT 1§,
= Yy, haben die gewiinschte Form.

11 Beweis (Abschnitt 1.3.4):

Betrachte das AWP yo =0 y(0) =0

Die exakte Losung y =0

y(z, h) bezeichnet die Ndherungslosung.
Konvergenz = y(x,h) — 0 h — 0 fiir jedes feste x.

x fest, x # xg
hy = %

S
Fiir dieses k gilt: > a;yx4; =0

1=0

Yk ist die Losung dieser Differenzengleichung.
S

o(\) = Y a;\! =das erste charakteristische Polynom des Verfahrens.
=0

Aty Mg, s As sind die Nullstellen.

1)

2)

Sei X eine Nullstelle, dann ist 3, = hA* eine Losung.
ye = y(@, hy) = hAE =0 ,h = 0
<A <1
Sei A eine mehrfache Nullstelle.
Dann ist y; = VhkNF eine Losung.
yr = y(x, hy) = \/E%/\% = xﬁ)\% —0,h—0
<N <1

12 Beweis (Abschnitt 1.3.4):

)

Betrachte v’ =0 , y(0) =1
Die exakte Losung y =1

S
> aiyk4; = 0 fiir die Losung.
i=0

Konvergenz = lim y(z,h) = 1 fiir jedes x.
h—0

X'fest, hy =% k:}f—k
lim yo ;=1

h—0
S
li iyz ;=0
hli%i;()azyh—&-z
S
= > a;=0=p(1)
=0

Betrachte y' =1, y(0) =0
Die exakte Losung: y = x

Konvergenz = die Wurzelbedingung
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= A = 1 ist eine einfache Nullstelle
d(1)#0

Setze M = g, 11))
Ziel: zu zeigen, dass M =1 ist.

Zu den Startwerten yk = Mhk, k =0,...,s — 1 liefert das Verfahren eine Folge vy
mit Eazym—thfkﬂ—th —hU( )

Wir betrachten die Differenzengleichung

> aiykyi = ho(1)
i=0

mit den Startwerten yp = Mkh , k=0,...,s — 1
Die Losung ist yx = Mkh , k € Ny
Insder Tat:

Z AQiYk+i — Z CL,LM(IC + Z)h
=0

=0
=Mhk > a; + Mh)_ aji
- -
=o(1)=0 s=1
go Yi

= ho(1)
= yr = Mkh ist eine Losung.

x fest , hy =%

y(x,h) =Mz —-x, h—0
S M=1

= (1) =0(1)

= Konsistenz

13 Beweis (Abschnitt 1.3.4):

er betrachten das Verfahren
ZazykJrl _hzbfk+la as =1

er nehmen an dass die Startwerte yg, ..., ys—1 gegen die exakte Losung konvergieren:
Yj — y(l’])— ()7}1’*)07 .]_07"'7571

Wir definieren eine Hilfsfolge ¢
c) —= 1
c1 +as_1cg=0
cy Fas—1c1 +as—2co =0

cs +as_1c1+ ...+ agcg =0
und fiir [ > s:
c+as—1+c¢1as—2+ ... +apc—s =0

{¢;} ist die Losung einer Differenzengleichung mit dem charakteristischen polynom p
= ¢ ist beschrinkt (Wurzelbedingung)

l s s—1

D Cl-k Y GiYk+i = Yirs + > Bjy; B; beschrinkt.
k=0 =0 =0
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l s
In der Tat: > ¢k Y aiYp+i =
k=0 i=0
c(aoyo + a1yr + ... + asys)
+c—1(aoyr + ary2 + .. + asys+1)

+ co(aoys + a1yis1 + - + QsYsii)

= qapyo + (a1 + ¢—1a0)y1
+ (¢as—1 + ... + c1a0)ys—1
+ (¢as + ¢j—1as—1 + ... + c—sa0) Ys
=0
+ (4105 + Cas—1 + ... + C1—5+100) Ys+1

=0

+ (c1as + coGs—1) Yi+s—1
—_—

=0

+ as co Yy +s
—~
=1 =1

l s 1
= >k Y QY+l = Yits +
k

0 =0 'Zoﬁjyj
= 1= Jj=
Bj sind beschrinkt

l s l s—1
Yo Ck Y AiYkyi = h DS gk Y bifrg
K=0 =0 =0 =0

! s—1 s—1
Yst1 =h Dk D bifuri — > Bjy;
}=0 =0 =0

Fiir die exakte Losung gilt:

s s—1
Zbaz‘y(kaﬂ') =h Zb bif (Tpris y(Trti)) +
l l

S s—1
Yok s aiy(Tryi) = h Y gk Y bif (Xpri, y(xpyi)) + O(1)h
k=0 =0 }=0 =0

l s—1 s—1

Y(xigs) = hkzo Cl—k Zo bif Ty, Y(Th1i)) — Zoﬁjy(%‘) +O(1)h
= 1= J]=

Fiir globalen Fehler:

€l+s,h = Yi4+s — y($l+s)

l s—1 s—1
= thO Cl—k Z% bi(f (@ktis Yo+i) = f (@hteis Y(Thra))) — Zo Bj +0()h
= 1= J=

I+s—1
= lerrsnl SAM - el +0O(1)
=0

1=
Mit einer Konstante M.

Nach Lemma (Anfang d. Vorlesung):

lenn] < S 0(1) 50, h—0

14 Beweis (Abschnitt 2.2.2):

Induktion in j:
Induktionsanfang: j =1
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li1 = /a1

_ an
lo1 = 74

lp1 = 9= (immer so)

Induktionssschritt: j =g—1— j=¢
Nach Induktionsannahme ist die Besetzungsstruktur fiir die ersten g-1 Spalten erhalten.

aijO = lkao fﬁrlgqu—l

q—1
Zu zeigen: Y lgily =0

i=1
Der Baum ist monoton = Fiir jedes ¢ ,1 <7 < g — 1 gibt es genau ein k; mit i +1 < k; < n,
sodass (i, k;) € K

Seig+1<k<n
1) lg; 0 fireini, 1 <i<g-—1
=ar #0 = (i,k) € K (k ist ein Elternknoten) = (i,q) ¢ K
:>aqi:O = linO
2) Analog: l; #0=1; =0
q—1

Es folgt, dass ) lkilgi =0
i=0

15 Beweis (Abschnitt 2.3.1):

Notwendigkeit, siche Numerik 1!
Sei also o(H) < 1, also lim H* =0
k—o0

Damit gilt dann:
zp=Hfzo+ (H 1+ H 24 4+ H'+ HOV

=(I-H)~'(I-(H"=0))

Also gilt dann:

Jim = (1 - H ' V=I-H'V=I-P'N)'Plb=P-N)"b=41
—00

16 Beweis (Abschnitt 2.3.1):
Sei A € 0(H) EW von H, Z.z.: |A\] <1, denn dann ist o(H) < 1.

Sei v EV von H zu A, dann ist
Hv= (P 'Nyy=(P Y P-A))v=(-P1Av=
Multipliziere dies von links mit P, dann folgt:
(P—A)w = APv
& Pv—APv = Av
< (1-ANPv = Av
Da A pos. def., insbes regulér ist, folgt A # 1.

Weiter:
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R3vTAv =(1- %\)UTPU

=(1- v Po
Es folgt:
(2 + p)vT A =oT(P+PT — A
= |11:|§; mit A = ), da alle Werte rell.
2
= 11_|§7,UTAU =T (P+ PT — A

>0 >0

17 Beweis (Abschnitt 2.3.2):

Sei j Ordnungsvektor und iy = Jx(k), ™ Permutation. Wihle 7 derart, dass i1 < i9 < ... < ip.
Dann ist i kompatibler Ordnungsvektor fiir PAP~!.

18 Beweis (Abschnitt 2.3.2):

H =tLo+ t~'Ry — sD hat bzgl. Ordnungssprektren die gleiche Besetzungsstruktur wie A
= H hat auch kompatiblen OV.

H = (hi)i—
g(s,t) =det(H) = > (=1 .l;Ilhi,w(i)

7€l ],
hij = —{%i-J Slf‘gi*ﬂazj
0 ,m=20
om=4+1 ,m>0
-1 ,m<0

g(s,1) = (1) 3 (—1)llgde () =dn(m) gn—di(m)=du(m) [T a
mell, i=1

dr(m) = {I|l > m(1)}]

dr(m) = {I|l <m (D)}

Zu zeigen: dp(m) = dg()

dr(m) = 22 Ji—Jrq)

I>m(l)
=1
dr(m) = D2 Jaqy = Ji
l<m(l)
=1
dp(m) — dr(m) = ZZ g1 — ZZ Jxy =0
=1 =1

19 Beweis (Abschnitt 2.3.2):

det(Lo + Ro — pD) = g(u, 1) "2 g(p, ~1)
=det(—Lo — Ry — uD) = (—1)"det(Lo + Ro + uD)
det(D~Y(o+Ro) —puI) =0
=det(D7Y)det(Ly+ Ry — uD) =0
= (=1)"det(D~ ") det(Lo + Ro +pD) =0
= (=1)"det(D™Y(Lo + Ro) +ul) =0
=B

Sei p € o(B), d.h.

= —p € o(B)

Fiir 2. bzw. fiir die SOR-Matrix det(/ —wLg) =1
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det(Ly, — M) =det((I —wLo) " (wRo + (1 —w)I) — AI)
=det(wRo + (1 —w)I — A(I —wLy))
= det(wRy + AwLo — (A +w —1)I)

A =0 (Fall 1):
Fiir A =0 muss det(wRy+ (1 —w)I) = (1 —w)" = 0.
w=1: Gleichung A+ w — 1 = wpv/A gilt firw —1 =X =0

A # 0 (Fall 2):
det(L,, — \I) = det(wRo + ALy — (A +w — 1)I)
Mit ¢t = v/\ und unserem Lemma gilt:
det(Ly, — \) = det(wVA(zRo + VALo — A+wf11))
Nach der Voraussetzung von 2. )
o = det(WVA(JzRo + VALg — pl))
= det(wf(RO +Lo—ul)=0 = puco(B)

20 Beweis (Abschnitt 2.3.2):
Mit w = 1 wird SOR Verfahren zum Gaufi—Seidel-Verfahren:

A=V (A=0)

p=vx A= p € o(B)

21 Beweis (Abschnitt 2.3.2):
Q( ) = {)\1,)\2, .. /\ }
T_I el = | det(Le)| = |1 -l

B n 1/2
o(L.) = max [\ > <H m) — -y
k=1

Ist o(L,) <1 = [1-w|/<1l = 0<w<?2

22 Beweis (Abschnitt 2.3.2):

peEo(B), pn<p
A w—1=wuv/\

Losung: A2 = §(wp £/ (wp)? — 4(w — 1))?

Betrachte A\ = iF(w, |u])?
F(w,t) = wt+ /(wt)? — 4(w — 1)

F(w,t) wichst streng monoton in t:
. Twi+ w22 —4w—1)) , 0<w < wop
Q(Lw) =
w—1 Wopt Sw < 2

nante w?i> — 4(w — 1) negativ, dann [Ay o = |3 (wp +iy/4(w — 1) —

2
M 2)

Fﬁrw:woptzl—i—(H —

sind w — 1 und
H(wii + /w2 — 4(w — 1)) gleich.

2
und zwar o(Ly,,,) = Wopt — 1 = <1+M1_u2>

o) = w — 1]

Fiir wept < w < 2 ist die Disktrimi-
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Sei A ein Eigenwert und & der dazugehorige Eigenvektor mit ||Z]| = 1.

23 Beweis (Abschnitt 2.3.3):

(Al = IMIIZ] = [lAZ]] < [All[lZ] = [1A]

Fiir jeden Eigenwert gilt: [A| < ||A]|

= o(T) < [|A]

Induktion in n:
n=1: offensichtlich

24 Beweis (Abschnitt 2.3.3):

n;1: Wir entwickeln det(A) nach der ersten Spalte:
det(A) = E(—l)iaﬂ det(Aﬂ) 7é 0

i=1
= Jk:ap; #0und det Ag; #0
Vertausche die erste und k-te Zeile!

*
x %
PA= x PA
x  reg.

Die Aussage gilt fir PAy; € R~D*("=1) per Induktionsannahme.

*
*
*

25 Beweis (Abschnitt 2.3.5):

{J(O), d_(l), e J(”_l)} bilden eine Basis des Raums R™.
n—1 )

e = ‘Zo (5jd(9) mit J§; wie folgt:
]:

n—1 .
<d®) @0 > 4= 3 §; < dF) dD) > 4= 8, < dF),dP) >,
7=0

k—1
<d® g0 4 3 A dD>

5 _ <d_(k),é‘(0)>A _ i=0 _ <d_(k),é’(k)>A
k= 2qm J > , <d®) dk) > 4 T <dR) 4R > ,
0 — z(0) _ p*
ak) — k) _ g
Z®) = 7O 4 \gd®) 4 4 Ny g dFTD
(k)
~ =
<d® s, @)T AeR) N
T AR dR s, @Taam Ok
n—1 o
&0 = — 37 \ud(k)
k=0

Insbesondere gilt ™) = 0
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26 Beweis (Abschnitt 2.3.5):
i—1 ‘
7 =é&0 4 Z §;d\)

=— AJ(J +Z§J(J
jO 7=0
i—1

=S ) - Z — 8;)dV)
j=i

n—1 n—1 .
1Z1% = X2 AF + Z:O()‘j = 8?2 Y AT = [le@|
J=1 7= 7=

27 Beweis (Abschnitt 2.3.5):

) ) n—1 n—1
) = A6 = A [ = T Apd® | = — 3 A, AdW

k=j k=j

n—1 n—1
(FNTAD = — ST M\ (AdMNTAD = — x5 (d9)T AdY) =0
k=j

k=j

28 Beweis (Abschnitt 2.3.5):

k=1 — k) + /\kACZ(k
(HT7 (k1) _ = (FD)YTHE) 1 2\, (AT AGW)
(%Z))T%J) =0 firj=0,1,...,i—1

n—1
weil A9 = — 37 A AdP)
k=i

und ()T = — Z Ae(d*)T A
= (FNT A —0:>BU_O

i) i (ﬂ(l))TAd_“ b i—1)
9 = —t) — (dli—D)T Aqli— 1)J(

Dabei gllt (F(J))T'F(J) =0, i=0,1,...,5—1
i—1

k=0
(FNT ) = —(FNTH) Z Bir, (FNT )
T k=0 T
= (FINTHD =0
J0) — _0)
) — i) _ MJ{Z D i=1,2,..,n—1

(dl-D)T Adl—1 ’

29 Beweis (Abschnitt 2.3.5):

oL

) e &0 4 span{F, AFO), .. A=1#0)}
&0 1 pan{Aé(O A2e0) A0}

4

J=1

>

n
el0 = 3™ ¢4 (einer Linearkombination von @, ..., @

J=1

—.v(
e = (I+ Z ;A7) mit irgendwelchen Koeffizienten 1),

) = P;(A)&®) mit einem Polynom P; vom Grad i mit P;(0) = 1

Seien A1, ..., A, > 0 die Eigenwerte und 1, ¥s, ..., U, Orthonormale Eigenvektoren.
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el = p(A)e0 = ; & P,(A)v;
= Zlijj(Aj)ﬁj
J:
18015 =3 &
1892 = ZfQIP( PP < max [Pi(y)? - @)%

.7
1€ 4 < mAaX!Pz‘( A - ]1et

J

le]la < max IPi(A)!'Heo)HA

[ miny)\maz

D)4 <  min max |P;(\)]||é9]|4 Chebyshew-Polynome 1. Art.

Pi v. grad i)\ep\mina)‘maz}
mitP;(0)=1

T;(t) = cos(i arccos(t))

=5((t+VE -1+ (- VE2-1)), te[-12]
i Nullstellen im Intervall (—1,1)

i+ 1 Extrema im Intervall [—1, 1]

Ti(cos(¥)) = (-1)F , k=0,1,...,i

Problem bei |P;(A)|: Min wird erreicht fiir

.(Amazﬁ’)\min*Q)\)
Pr(A) = Z

Amaz _)‘mzn
£ (0) =
Amaz —Amin )

(Amaz +Amin )
T Amaz—Amin
* . — l( )‘maﬂc_/\mzn —
P’i ()\mzn) - ( Amaz+Amin ) - T( Amaz+Amin )
i Amaac—)\mzn "N Amaz —Amin
min—Amaz
Z(>\7na:c—)\m7,n) Ti(fl)
Amaz+A T o AmaztAm;
O rrrres N SIS v vy

Ti(1)

P'*()\mam) —

(2

P’ 16st die Minimierungsaufgabe.
Beweis: Sei @; ein Polynom Grad i mit Q;(0) =1

d ()| < P\
o Ae[ﬁjﬁmaz]’q’< ) Ae[ﬁfﬁm]' ]

R;i(A) = Bi(A) — Qi(N)

Ri(0)=1-1=0

und R;(A) hat i Nullstellen im Intervall [Apin, Amaz]
R; hat ¢ 4+ 1 verschiedene Nullstellen = Widerspruch.

min max |P;(A)]|=A
Pl v grad { )‘G[Amzn Amax}
P;(0)=1
I ( ‘(condz(A)—l—l))_l
Ty (2mazFiminy T AT condz(A)—1

7 .
Amazx 7>‘7n7,’n

) N —1
=9 ((t—|— VE 1)+ (t— V= 1)@)
. __ conda(A)+1
mit ¢ = condz(A) 1

t‘i‘\/; conda(A)+1 + \/(condz(A)+1)27(cond2(A)71)2

conda(A)— conda(A)—1
_ conda (A)+1+1+2 condg(A) _ (conda(A)+1)? _ v/ conda(A)+1
conda(A)—1 (\/conda (A)+1)(y/condz(A)—1)  /condz(A)—1
12 — conda(A)+1
condg(A) 1

N —1 N —1
A=29 conda(A)—1 + v econda(A)+1 ! <9 conda(A)+1 ! _
condz(A)+1 \/conda(A)—1 - \/conda(A)—1

:»||e*<i>||,4s2<md2“‘ ) 170

conda(A)+1

! )‘min

conda(A)—1 )1

conda(A)+1

)\max

30 Beweis (Abschnitt 2.3.5):
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Sei A ein Eigenwert von M ~'A mit dem Eigenvektor .
Dann ist A auch ein Eigenwert von H~'AH T mit den Eigenvektor H7.
(HYAHTYHTG) = H'At =HT"H TH ' Ao = H" M~ Ag = \(H"?)
1 A
M- v
Statt AZ = b 16sen wir H*AHT§ = H~'b und dann H'Z = .

31 Beweis (Abschnitt 3.1):
1),2) ppr(x) >0, € (0,1) = offensichtlich.
3) pn,k(‘r) ( ) (1 - x)n
Prgl@) = (ke 21— a)" ® = ()ak(n — k)1 — 2)m
= (" 1A —a)" (R - 2) - (n— k)2)

= O 7(1:' = %
= (Z):Uk_l(l - m)n_k_l(k - TLSL') >0 T € (07 %)
<0 ,ze (k1)
4) Lineare Unabhéngigkeit
n
Z akpn,k(x) =0
k=0
Zu zeigen: a, =0, k=0,1,....,n
n
kzo ap(Pa*1—z)" k=0, z€(0,1) [ (1—2a)"
n k
> a(p) (5) =0, we@1)
Variablentransformation: s = 5 = s € (0, 00)

i ap(P)sk =0, s€(0,00)

{s*}n_, sind linear unabhiingig.
=a,=0,,k=01,...,n
{Pn, k}}_y sind n + 1 linear unabhéngige Polynome vom Grad n, dimP =n + 1
= {Pn,k}—o bilden eine Basis.

32 Beweis (Abschnitt 3.1):

1) Pni(x) = (z)svk(l )" F=(z+(1-z)" =1
k=0 k=0
2) Y Epagle) =3 E(Q)at(1—a)nh
k=0 k=0
=Y &t (-t
k‘io
n—1 n—
B k; Uc—l)!(((n—l)) () A GO R
= g;kzl (- }) ~1(1 — g)(n=D=(k=1)
n:l n—1
=z (";l)mk(l — )R = S p, k() =2
k=0 =

- ,;0 Sgi:?) et (L= 2t
S n—2)! ne2)— (e
TS s (=) )
n-2 n—2
= g2 (nkZ)xk(l x)(n—z)—k = 72 Z pn—Q,k($) — 42
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(5 = k(e =) +0y = 22 S+ 5
5 (5) P (@) = 22 S By @)+ 2 3 Epap(a) = 25ta? + Lo
k=0 k=0 k=0
33 Beweis (Abschnitt 3.1):
Bezeichnung: M = || f]].
e > 0 fest, z € [0, 1] fest.
f ist stetig auf [0, 1].
= f ist gleichméBig stetig.
=30>0: ’f(tl) — f(tg)‘ < %
Fiir alle t1,t9, € [0, 1] mit ‘tl - t2| <0
(Lo f)(2) = f(@)] = [(Lnf)(2) = f(2)(Lneo)(x) + f(x)(Lneo)(z) — f(2)eo()]
< |(Lnf)(2) = f(2)(Lneo) ()] + [f(2)] - [(Lneo)(x) — eo(2)]
= [Lalf() = f(@)eo())(2)| + M|(Lneo)(x) — eo(x)]
< Lo(lf() = f(@)D(2) + M|[Lneo — el

34 Beweis (Abschnitt 3.2):

n
p(t) = > Bipnk(t)
k=0
Fiir ein festes t nehmen wir Ay, = py, ()

n
Fir ¢t € [0,1] gilt: p, p(t) > 0und Y ppr =1
k=0

35 Beweis (Abschnitt 3.2):
pai(t) = (1)th(1 —t)n*

pn,k(o) =

n
p(0) = > kan,k(()) =Py, t=1 entsprechend.
k=0

36 Beweis (Abschnitt 3.2):

p(y) (t) = (/n%‘y)‘ Z Ayﬂkpnfu,k(t)
—1

P'(0) =n Z ABkpn—1%(0) = nABy = n(B1 — Bo)
t=1 entsprechend

37 Beweis (Abschnitt 3.4):

BRI = R B () (1 - DD
n+1—k)(n+1)! n— k+1)(n+1 n—
- W%tk(l O 1) + (Tl-‘r(l)(k-)‘r(l) (n) k)! it (=)

= moomt (0 =) k(l—t)—i—k,(n it (1 =) "
= Pnk(t)(1 =t +1) = pni(t)
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38 Beweis (Abschnitt 3.4):

n n
k;o Brpnk = k,;o Bre ((1 — )Ptk + %pn—i-l,k-i—l)
n n
=3 Bl = L )pni1k®) + X B poi1 e (2)
k=0 + =0

n n+1
= ];0 Bre(t — %)Pnﬂ,k + k; Br—1 niﬂanrl,k
n
= Bopn+1,0+ 2 <5k(1 — £+ Bra n%l) Ptk + BaPrt1nt1
k=1

n+1
= > BrPn+ik
k=0

39 Beweis (Abschnitt 3.5):

seC: ﬁn,o = 6071 /f)n,o = ﬁO,l .
s€ Cl:s(1=) = s(14)  Bno = bou . .
S(1-) = £'(1-)

Fiir ¢ € [0,1):

() =n'S Abopn-1a(t)
s'(t—) = Z:Aoﬂn—l,o

Fir ¢t € [1,2):

s'(t) = n:Z; ABgapn-1k(t+1)

s'(1+) = nAfos
seCl© Bho =P
ABn—1,0 = ABo1

Pra

Bn-1,0 n,0N= 50,1

40 Beweis (Abschnitt 3.6):

d, = 25%1 - /8142

dp =2Pk—12—Br-1, v=0,..,k—1

Sind die Anschlussbedingungen, die die Stetigkeit der 2. Ableitungen in (0, k) sichern, gleich-
wertig zu

dy =2B8y-12—Py-11, v=1,..,k—1

Einerseits gilt dann d,—1 +2d, = 38,12, v=1,...,k
und andererseits 2d, + dy41 =36,1, v=0,..,k—1
Durch Addition folgt:

dufl + 4du + dVJrl = 3(51/71,2 + Bl/,l) , V= 17 cey k-1
stetigkeit der 1. Ableitung ergibt:
Bu—12+ Bui = Bu—13+ Buo

also:
dl/—l + 4d1/ + du+1 = 3(181/,3 + BI/,O) , V= ]-7 o) kE—1

Mi den Stetigkeitsbedingungen 8,13 = 8,0, v =1,...,k — 1 folgt schliefllich:
dy—1+4d, + dl/+1 = 651/,0 , v=1,..,k—1

Die Anschlussbed. fithren also auf das Glng. System:
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2 1 0
1 4 1
1 4 1
0 1 2
Man sieht leicht, dass das Gleichungssystem diagonaldominant und folglich eindeutig 16sbar
ist.

Zu gegebenen Sy 1, 81,05 -5 Br—1,0, Br—1,2 erhélt man HlfsgroBen dy, ..., d;. Daraus ergibt sich
dann die iibrige Bézier—Koeflizienten aus

,31,_172 = %(du—l + 2d1,) , V= 1, ...,k

Boi=32d,+dyi1), v=0,...k—1
AuBlerdem kann man o und 8513 frei wéhlen, da sie von dy, ..., d;, unabhéngig sind.

41 Beweis (Abschnitt 3.6):

1. Angewendet auf S(t) =1, t € [0, k] ergibt sich mit:
k+1
S(t) = > aufus(t) kubische B-Splines, ganzzahlige Knoten
v=1
Dann gilt:
a_1 =28(0) + 25”(0) — S(1) + £5”(1)
a, =S(v) — %S”(V) , v=0,...,k
app1 = 25(k) + 35" (k) — S(k— 1)+ £S"(k — 1)
k+1

=1= Z Bu,3(t)

v=—1

2. S(t)=t, tel0.k], S"(t)=0

a_y =28(0) — S(1) = -1
p1 =25(k) —S(k—1) =2k — (k—1)=k+1
=t = kg_:ll l/,Bmg(t)

3. 8(t)=1t*, te[0,k], S"(t)=0

a, =S(v) — %(V) =12 —% , v=0,..,k
a_y = 25(0) + 257(0) — S(1) — £5"(1)

=(-1*+3
a1 =28(k) +25"(k) — S(k—1) + 25" (k — 1)
=(k+1)>—%
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