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Aufabe 1

U ⊂ Rp, f : Rn × U → R, λ∗ ∈ U

1) ∀x ∈ Rn gilt f(x, ∗) ist stetig bei λ∗

2) ∀λ ∈ U gilt f(∗, λ) ∈ L1(Rn)

3) ∃g ∈ L1 mit ∀λ ∈ U : |f(∗, λ)| ≤ g

Z.z.: ⇒ F : U → R, F (λ) :=
∫
R
f(x, λ)dx ist stetig in λ∗

Sei λn → λ∗, (λn) ⊂ U . Z.z. F (λn)→ F (λ∗)

Sei gn := f(∗, λn)

Nach 2) ist (gn) ∈ L1. Mit 1) gilt gn(x) = f(x, λn)→ f(x, λ∗) =: h(x)

Und mit 3) ist |gn| = |f(∗, λn)| ≤ g ∀n ∈ N
Mit dem Satz von Lebesgue gilt: h ∈ L1 und

∫
gn →

∫
h

⇒ F (λn)→
∫
f(∗, λ∗) = F (λ∗)

Aufabe 2

Seien U ⊂ R offen, f : Rn × U → R mit

a) ∂2f ex. auf Rn × U

b) ∀λ ∈ U gilt f(∗, λ) ∈ L1

c) ∃g ∈ L1 so dass ∀(x, y) ∈ Rn × U gilt |∂2f(∗, λ)| ≤ g

Z.z. ⇒ U → R, F (λ) :=
∫
Rn

f(x, y)dx diffbar in U,

mit F ′(λ) =
∫
Rn

∂2f(x, λ)dx

Sei λ ∈ U. I ⊂ R, so dass λ+ h ∈ U ∀h ∈ I

G : I → R, G(h) :=

{
1
h
(f(x, λ+ h)− f(x, h)) , h 6= 0

∂2f(x, λ)dx , h = 0

G→ f aus Aufgabe 1

Bleibt z.z. 1)-3) gilt für G.

Aufabe 3

t > 0, x, y,∈ R. p(t, x, y) = 1√
4πt
exp(− (x−y)2

4t
)

a) t > 0, x ∈ R,
∫
R
p(t, x, y)dy = 1 (Substitution x−y√

4t
= z)

b) u0 ∈ L1, u(t, x) :=
∫
R
p(t, x, y)u0(y)dy

uxx(t, x) = ut(t, x) ∀t > 0, x ∈ R
Zu überprüfen sind a)-c) aus Aufgabe 2 für x ∈ R fest

t 7→ p(t, x, y)u0(y) (f(t, y) = p(t, x, y)u0(λ))
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a) ∂tf :

∂tp(t, x, y) = 1√
4πt

(−1
2

1√
t3

)e... + 1√
4πt
e... · (− (x−y)2

4t2
(−1))

= p(t, x, y)( (x−y)
2

4t2
− 1

2t
)

∂tf(t, y) = p(t, x, y)( (x−y)
2

4t2
− 1

2t
) · u0(y)⇒ a erfüllt

b) f(t, ∗) = p(t, x, y)︸ ︷︷ ︸
mbar

u0︸︷︷︸
∈L1

∈ L1 ⇒ f(t, ∗) mbar

|f(t, ∗)| ≤ 1√
4πt︸ ︷︷ ︸

konst

·1 · |u0|︸︷︷︸
∈L1

∈ L1

⇒ b erfüllt

c) |∂tf(t, y)| = |p(x, y, t)|︸ ︷︷ ︸
∼e−y2

(
(x− y)2

4t2
+

1

2t
)︸ ︷︷ ︸

∼y

|u0(y)| ≤ c(t, x) |u0(y)|︸ ︷︷ ︸
∈L1

∈ L1

⇒ c erfüllt

⇒ ∃∂tu(t, x) =
∫
R
∂tp(x, y, t)u0(y)dy

Genauso sieht man: ∃∂xU(t, x) =
∫
R
∂xp(t, x, y)u0(y)dy

Wieder so: ∃∂x∂xu(t, x) =
∫
R
∂x∂xp(t, x, y)u0(y)dy

∂xp(t, x, y) = 1√
4πt
e...(−2(x−y)

4t
)

∂x∂xp(t, x, y) = 1√
4πt
e...(−2(x−y)

4t
)2 + 1√

4πt
e...(− 2

4t
)

= p(t, x, y)( (x−y)
2

4t2
− 1

2t
) = ∂tp(t, x, y)

⇒ ∂tu(t, x) =
∫
R
∂tp(t, x, y)︸ ︷︷ ︸
∂x∂xp(t,x,y)

u0(y)dy = ∂x∂xu(t, x)

Aufabe 4 φn

φn+1

1

-1/n -1/(n+1)

ϕn ∈ C∞c (R)

1 = ϕn(0) =
∫
R
ϕn(x)δ(x)dx

0 ≤ ϕn ≤ 1, ϕn(0) = 1, ϕn(x) −→
n→∞

0, ∀x ∈ Rn \ {0}(ϕn · δ)(x)→ 0pw.

|ϕnδ| ≤ |δ| ∈ L1

⇒ Lebesgue ⇒ 0 =
∫

0← ϕnδ = ϕn(0) = 1 (Widerspruch)

Aufabe 5

1

1

y

0
x

y

f : R2 → R2, f(x, y) =


− 1
y2

, 0 < x < y < 1
1
x2

, 0 < y < x < 1

0 sonst∫
R

∫
R
f(x, y)dxdy

?
=

∫
R

∫
R
f(x, y)dydx∫

R

∫
R
f(x, y)dxdy =

1∫
0

(
y∫
0

− 1
y2
dx+

1∫
y

1
x2
dx)dy =

1∫
0

(−1)dy = −1

y∫
0

− 1
y2
dx+

1∫
y

1
x2
dx = − 1

y
+ [− 1

x
]1y = − 1

y
+ (−1) + 1

y
= −1
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∫
R
f(x, y)dy =

x∫
0

1
x2
dy +

1∫
x

− 1
y2
dy = 1

x
+ [ 1

y
]1x = 1

x
+ 1− 1

x
= 1∫

R
(
∫
R
f(x, y)dy)dx =

1∫
0

1dx = 1 6= −1 =
∫
R

(
∫
R
f(x, y)dx)dy

Ungleich da f /∈ L1:

f ∈ L1 ⇒ |f | ∈ L1 ⇒ ∞ >
1∫
0

1
x
dx (Widerspruch!)

Tipps für Blatt 6

Aufgabe 1/3∫
0≤f

f <∞,
∫
f 2 =∞

f = 1√
∗1(0,1]

!
∈ L+

Aufgabe 2

EDIT:
”
total abwesend“ ⇒ ungültiger Tipp f̃ ∈ L1, f̃ 6= 0, f̃(x) = 0 (x <

0)

f = f̃ + f̃(−, ∗)
f̃n ∈ L+, f̃n ≤ f̃n+1, f̃n → f̃ pw.

fn(x) =

{
f̃n/2(x) , n gerade

f̃n−1
2

(x) , n ungerade

⇒ ||fn − f ||1 6→ 0

Aufgabe 4

a) M offen testen

b) Mj = [0, 1
n
]× R testen
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