
6. Übungsblatt von Analysis 4 zum Mittwoch, den 25.5.2011

Aufabe 1

Zuerst sei λ(Ω) <∞.

Z.z: ∀q ≥ p ≥ 1, Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω)

Hölder-Ungleichung: f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lp′(Ω) ⇒ 1
p

+ 1
p′

= 1

⇒
∫
Ω

| f · g︸︷︷︸
∈L1

|dx ≤ ||f ||p · ||g||p′

|f |q1Ω = (|f |p)( q
p

)
1Ω mbar.

λ(Ω)⇒ 1Ω ∈ Ls(Ω), 0 ≤ s ≤ ∞
q
p
≥ 1, r := (1− p

q
)−1

(|f |p)
q
p = |f |q ∈ L1(Ω)⇒ |f |p ∈ L

q
p (Ω) Weiter: 1Ω ∈ Lr(Ω)

Hölder⇒ 1Ω|f |p ∈ Lq(Ω) mit

∫
Ω

1Ω|f |pdx︸ ︷︷ ︸
<
∫
Ω

|f |pdx

≤ ||1Ω||r · || |f |p|| q
p︸ ︷︷ ︸

=||f ||q

= ||1Ω||r · ||f ||q

1Ω|f |p = |f |p ∈ L1 ⇒ f ∈ Lp(Ω)

Im Fall Ω = R ist weder L2(R) ⊂ L1(R) noch L1(R) ⊂ L2(R), denn

Im: Betrachte f : R→ R, f(x) := 1(1,∞
1
x

1

f

nn+1

Beh.: f ∈ L2(R)undf /∈ L1(R) (⇒ L2(R) 6⊂ L1(R))

fn : R→ R, fn :=



1
x

, x ∈ [1 + 1
n
, n]

n
1+ 1

n

x− n
1+ 1

n

, x ∈ [1, 1− 1
n

− 1
n
x+ 1 + 1

n
, x ∈ [n, n+ 1]

0 , sonst

⇒ fn ∈ Cc(R), fn ≤ fn+1, fn → f pw
∫
R

f 2
ndx =

n∫
1+ 1

n

1
x2dx+

1+ 1
n∫

1

(
n

1 + 1
n

x− n

n+ 1
n

)︸ ︷︷ ︸
‘1

dx+

n+1∫
n

(− 1

n
x+ 1 +

1

n
)︸ ︷︷ ︸

≤1

dx

= [ 1
x
]n
1+ 1

n

+ 1 · (1 + 1
n
− 1) + 1

n
(n+ 1− n) = − 1

n︸︷︷︸
→0

+
1

1 + 1
n︸ ︷︷ ︸

→1

+ 2
1

n︸︷︷︸
→0

−→
n→∞

1

⇒ (f 2
n)FFmitf 2

n → fpw.

⇒ f 2 ∈ L+ ⊂ L1 = L1(R)

Beh.: f /∈ L(
R): Angenommen, f ∈ L1 ⇒ |f | ∈ L1

Nun ist fn ∈ L1 ∀n ∈ Nmitfn ≤ f

⇒
∫
R

fn ≤
∫
R

f <∞

∞ >
∫
R

fndx ≥
n∫

1+ 1
n

1
x
dx = [ln(x)]n

1+ 1
n

= ln(n)− ln(1 + 1
n
) −→
n→∞

≥ ln(n)→∞ ⇒ Widerspruch.

Jetzt zu L1(R) ⊂ L2(R)
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g : R→ R, g(x) = 1(0,1)
1√
x

11-

Beweis analog zu Beweis von f ∈ L2(R), f /∈ L1(R)

Aufabe 2

(fj) ∈ L1, fj → f pw. f.ü. ∃g ∈ L1

|fj| ≤ g f.ü. ∀j ∈ N
Beh.:

∫
R

|fj − f |dx→ 0

fj → f pw f.ü.: ∃N ⊂ R
n Nullmenge mit

fj(x) −→
j →∞

f(x) ∀x ∈ Rn \N

|fi| ≤ g f.ü. ∀j ∈ N ⇒ ∀j ∈ N∃Nj ∈ Rn Nullmenge mit

|fj(x)| ≤ g(x)∀x ∈ Rn \Nj

Sei N :=
⋃
j∈N

Nj.

Dann ist Nj wieder eine Nullmenge mit |fj(x)| ≤ g(x)∀j ∈ N und x ∈ Rn\N
|fj(x)| −→

j →∞
|f(x)| ⇒ |f(x)|‘g(x) ∀x ∈ Rn \N

⇒ |fj − f | −→
j →∞

0 pw. f.ü.

|fj − f | ≤ |fj|+ |f | ≤ g + g = 2g f.ü. ∈ L1

Lebesgue⇒
∫
R

|fj − f |dx→
∫
R

0dx = 0

Aufabe 3

Gesucht (fj), (gj) ∈ L2(R) ∩ L∞(R) mit

||fj||∞ → 0, ||fj||2 →∞
||gj||∞ →∞, ||gj||2 → 0

Setze gj : R→ R, gj(x) = j1[0, 1
j3 ]

Dann ist für j ∈ N, gj ∈ L1:

||gj||∞ = ess sup
x∈R
|gj(x)| = ess sup

x∈R
j = j −→

j →∞
∞

||gj||2 =
∫
R

g2
jdx =

1
j3∫
0

j2dx = j2

j3
= 1

j
→ 0

Setze fj : R→ R, fj(x) := 1√
x
1[j,j2]

Wie in Aufgabe 1 sieht man fj ∈ L1∀j ∈ N

j

f

Es gilt für j ∈ N

||fj||2 =
∫
R

f 2
j dx =

j2∫
j

( 1√
x
)2dx

=
j2∫
j

1
x

= [ln(j)]j
2

j = ln(j2) + ln(j) = ln(j) −→
j →∞

∞

||fj||∞ = ess sup
x∈R
|fj(x)| = ess sup

x∈[j,j2]

1√
x
≤ 1√

j
−→

j →∞
0
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Aufabe 4

a) Immer:
⋂
Uε(M) = M 6=

M offen
M

M(0, 1) ⊂ R

b) Mj = R× [0, 1
j
]⇒ λ(Mj) =∞ ⇒ inf

j∈N
λ(Mj) =∞⋂

j∈N
Mj = R× {0} (echter Unter-Vraum von R

2)

⇒
Blatt 1.5

λ(R× {0}) = 0

Geht auch schief: Mj = [j,∞)

Aufabe 5

(i)⇒(ii) ∃(fk) FF. mit fk(x)→∞∀x ∈ N
k, l ∈ N, Mk,l := f−1

k ((l,∞)) ⊂ R
n offen

(fk stetig (∈ Cc(R)) und (l,∞) offen in R)

Ml :=
⋃
k∈N

Mk,l offen in R
n

Sei f := R
n → R ∪ {∞}, f(x) := fk(x) =

 lim
k→∞

, falls lim
k→∞

fk(x) ex.

∞ , sonst

⇒ f ∈ L+ mit ∞Rfdx = lim
k→∞

∫
R

fkdx und speziell f(x) =∞∀x ∈ N

N ≤Ml ≤ fn−1([l,∞))

Sei
∫
R

fdx =: x ∈ R. Es gilt N ≤Ml.

Ml ist die Vereinigung der offenen Mk,l, k ∈ N und es gilt

λ(
⋃
k∈N

Mk,l) = λ(Ml) =
∫
Ml

1dx ≤
∫
Ml

f(x)

l︸ ︷︷ ︸
≤1∀x∈Ml

dx ≤ 1
l

∫
R

f(x)dx = c
l

Zu ε > 0 wähle nun l ∈ N mit c
l
< ε⇒ (ii)

(ii)⇒(iii) Zu ε > 0, Uε wie in (ii) gibt nach Blatt 2.1

(Qk)k∈NmitUε =
⋃
k∈N

Qk und

λ(Qk1 ∩Qk2) = 0, ∀k1, k2 ∈ N k1 6= k2

(Qk1 ∩Qk2 ⊂ ∂Qk1 , λ(∂Qk1) = 0)

⇒ N ⊂ Uε =
⋃
k∈N

Qk∑
k∈N

λ(Qk) = λ(
⋃
k ∈ NQk) = λ(Uε) < ε

(iii)⇒(i) Notation wie im Hinweis auf Aufgabenblatt

(fN)N∈N ⊂ Cc(R
n) mit fN ≤ fN+1

x ∈M ⊂ R
n mit (iii):

fN(x) =
N∑
k=1

N∑
l=1

f
(k)
l ≥

N∑
k=1

N∑
l=1

1Ql(k)(x)︸ ︷︷ ︸
≥1

≥
N∑
k=1

1 = N −→
N →∞

∞,

(M ⊂
⋃
l∈N

Q
(k)
l )
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∫
R

fNdx =
N∑
k=1

N∑
l=1

∫
R

f
(k)
l dx

︸ ︷︷ ︸
≤2λ(Q

(k)
l )

≤ 2
N∑
k=1

N∑
l=1

λ(Q
(k)
l )︸ ︷︷ ︸

≤ 1

2k

≤ 2
N∑
k=1

1
2k
≤ 2 · 1 = 2

⇒ (fN)N→N FF mit FN(x) −→
N →∞

∞∀x ∈M
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