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Aufabe 1

Z.z.: Fhn = chn
Beh.: h′n(x) = xhn(x)− hn+1(x) ∀n ∈ N0

Beweis:

Hnx) = (−1)nex
2
[e−x

2
](n)

hn(x) = e−x
2/2Hn(x)

h′n(x) = (−x)e−x
2/2Hn(x) +−x

2/2 H ′n(x)

= (−x)hn(x) + e−x
2/2((−1)(2x)ex

2
[e−x

2
](n) + (−1)nex

2
[e−x

2
](n+1))

= (−x)hn(x) + 2xhn(x)− hn+1(x) = xhn(x)− hn+1

Wir haben auf Blatt 8 Aufgabe 4 gezeigt: Fh0 = h0

Damit gibt es ein n ∈ N0 und ein cn ∈ C mit Fhn = cnhn
Es folgt mit c := 1√

2π
:

Fhn+1(x) = c
∫
R

hn+1(y)e−ixydy = c
∫
R

(yhn(y)− h′n(y))e−ixydy

= 1
−i

d
dx
c
∫
R

hn(y)e−ixydy − ixc
∫
R

hn(y)e−ixydy

= iĥ′n(x)− ixĥn(x) = i(cnhn)′(x)− ix(cnhn)(x)

= icnh
′
n(x)− ixcnhn(x) = icn(h′n(x)− xhn(x))

= −icnhn+1(x) = cn+1hn+1(x) mit cn+1i = (−icn) = (i)n+1c0 = (−1)n+1

Aufabe 2

F : [0,∞)→ R, F (λ) = UR−
∞∫
0

e−λx sin(x)
x
dx

Für λ > 0 ist F (λ) = LI −
∞∫
0

e−λx sin(x)
x

=
∞∫
0

e−λx sin(x)
x
dx

a) Sei λ0 ∈ (0,∞) und f : (λ0
2
,∞)× (0,∞)→ R, f(λ, x) := e−λx sin(x)

x

i) ∂f
∂λ

(λ, x) = (−x)e−λx sin(x)
x

= −e−λx sin(x)

ii) f(λ, ∗) mbar. ∀λ ∈ (λ0
2
,∞)

|f(λ, x)| ≤−λx≤ e−
λ0
2
x ∀λ ∈ (λ0

2
,∞), x ∈ (0,∞)

[x 7→ e−
λ0
2
x
1(0,∞)(x)] ∈ L1

⇒ f(λ, ∗) ∈ L1 ∀λ ∈ (λ0
2
,∞)

iii) ∀λ ∈ (λ0
2
,∞), x ∈ (0,∞)

|∂f
∂λ

(λ, x)| ≤ e−λx ≤ e−
λ0
2
x︸ ︷︷ ︸

unabh. v λ

[x 7→ e−
λ0
2
x
1(0,∞)(x)] ∈ L1

F diffbar mit F ′(λ) = −
∞∫
0

e−λx sin(x)dx

|F (λ)| ≤
∞∫
0

e−λxdx = [− 1
λ
e−λx]∞0
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= 1
λ
−→
λ→∞

0

Weiter gilt:

F ′(λ) = −
∞∫
0

e−λx sin(x)dx

= −[e−λx(−cos(x))]∞0 +
∞∫
0

e−λx(−λ) · (− cos(x))dx

= −1 + [e−λx sin(x)]∞0 − λ
∞∫
0

e−λx(−λ) sin(x)dx

= −1 + λ2
∞∫
0

e−λx sin(x)dx

= −1− λ2F ′(λ) ⇒ F ′(λ) = − 1
1+λ2

= − arctan′(λ)

⇒ F (λ) = − arctan(λ) + c, c ∈ R
0 = lim

λ→∞
F (λ) = −π

2
+ c ⇒ c = π

2
und F (λ) = π

2
− arctan(λ)

b) Wir wissen aus a):∫
e−λx sin(x)dx = [e−λx(− cos(x))− e−λx sin(x)]− λ2

∫
ee

−λx sin(x)dx

= 1
1+λ2

[e−λx(− cos(x))− e−λx sin(x)]

Sei R > 0, λ ∈ [0, 1]. Dann ist
∞∫
0

e−λx sin(x)
x
dx = [ 1

1+λ2
(e−λx(− cos(x))−e−λx sin(x)) 1

x
]∞R +

∞∫
R

1
1+λ2

(e−λx(− cos(x))−

e−λx sin(x)) 1
x2
dx

⇒
∣∣ ∞∫
R

e−λx sin(x)
x
dx
∣∣ ≤ 2 1

R
+ 2

∞∫
R

1
x2
dx = 2

R
+ [− 2

x
]∞R ≤ 4

R
−→

R→∞
0

Sei ε > 0. Dann gibt es ein R1 > 0 mit∣∣ ∞∫
R

e−λx sin(x)
x
dx
∣∣ ≤ ε

3
∀λ ∈ [0, 1], R ≥ R1

Weiter gibt es ein R2 > R1 mit∣∣UR− ∞∫
R

sin(x)
x
dx
∣∣ < ε

3
∀R > R2

Jetzt gibt es noch ein 1 > δ > 0 mit∣∣ R2∫
0

sin(x)
x
dx−

R2∫
0

sin(x)
x
e−λxdx

∣∣ < ε
3
∀λ ∈ [0, δ)

Insgesamt ist jetzt∣∣UR− ∞∫
0

sin(x)
x
dx− F (λ)

∣∣
=
∣∣UR− ∞∫

R2

sin(x)
x
dx+

R2∫
0

sin(x)
x
dx−

R2∫
0

e−λx sin(x)
x
dx−

∞∫
R2

e−λx sin(x)
x
dx
∣∣

≤ ε
3

+ ε
3

+ ε
3

Insbesondere gilt:

ε > lim
λ→0

∣∣UR− ∞∫
0

sin(x)
x
dx− F (λ)

∣∣ =
∣∣UR− ∞∫

0

sin(x)
x
dx− π

2

∣∣
Aufabe 3

a) Sei f ∈ L1. Dann ist für −x
2

2

f̂(x) = c
∫
R

f(y)e−ixydy = c
∫
R

f(y)ei(−x)ydy

y 7→−y
= c

∫
R

f(−y)eixydy = [f ◦ (−id)]∨
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b) Für ϕ ∈ S :

F
2ϕ = F(ϕ̂) = F([ϕ ◦ (−id)]∨) = ϕ ◦ (−id)

F
4ϕ = F

2(ϕ ◦ (−id)) = ϕ ◦ (−id) ◦ (−id) = ϕ

Für f ∈ L2gibtes(ϕn) ⊂ Smitϕn → f ∈ L2

⇒ ||F4f − F4ϕn||L2 = ||F3f − [Fϕn||L2 = ... = ||f − ϕn||L2 −→
n→∞

0

||F4f − f ||L2 ≤ ||F4 ϕn︸︷︷︸
→0

−F4f ||L2 + ||F4ϕn − ϕn︸ ︷︷ ︸
=0

||L2 + ||

underbracevarphin→0 − f ||L2 −→
n→∞

0

⇒ F
4f = f

c) Aus Aufgabe 1 wissen wir Fhn = (−i)nhn
(−i)n sind EW von F

Aus b) wissen wir für einen EW λ ⊂ C von F mit EF f ∈ L2 :

f = F
4f = λ4 · f ⇒ λ41

⇒ λ ∈ {±1,±i}
Damit gibt es nur ±1 und ±i als EW von F

Aufabe 4

fn : R→ R, fn(t) =
√
~∇ sin2(nt)

(nt)2

g : R→ R, g(t) := sin2(t)
t2

g ∈ L1 (Blatt 9, Aufgabe 2)

Mit Transformationsformel für Lebesgue int. Fu’ erhalten wir, dass fn ∈ L1

mit

||fn||1 =
∫
R

fn(t)︸︷︷︸
≥0

dt =
√
n
∫
R

sin2(nt)
(nt)2

dt = 1√
n

∫
R

sin2(t)
t2

dt

= 1√
n

∫
R

g(t)dt −→
n→∞

0

Sei h : R→ R, h(x) :=

{
2− |x| , |x| ≤ 2

0 , sonst

L
1 3 h = ĝ, f̂n ∈ L1. Wieder mit Transformationssatz erhalten wir∫

R

h(x)dx =
∫
R

(
1√
2π

∫
R

g(t)e−ixtdt
)
dx

=
∫
R

(
1√
2π

∫
R

ng(nt)e−ixntdt
)
dx

= n√
n

∫
R

f̂n(xn)dx = 1√
n

∫
R

f̂n(x)dx

⇒ ||f̂n||1 =
∫
R

h(x)dx
√
n −→
n→∞

∞

Aufabe 5

QM: u(x, t) ∈ R : ∂u
∂t

= u′′(x), u(x, t) = u1(x)u2(t),

{
ü2...

u′′1(x) = cu1(x)

mit u(x, y) = u1(x) · u2(y)

u′′1,2(x) = cu1(x), c ∈ (0, a) bzw. (0, b)

u1(0) = u1(a) = 0, u2(0) = u2(b) = 0,
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u1 = sin(nπ
b
x), u2 = sin(mπ

d
)

∆u = cu, u|∂Ω = 0
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