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Aufabe 1

f : [0, π]→ R, fx) =
∞∑
k=1

1
k3

sin(kx)

Satz 14.1:

(un) k-mal st. diffbar.

un → u∗ lokal glm. konv. in M (M ⊂ Rn offen), dann

(a) u∗ stetig

(b) ∀ Multiindizes α, |α| ≤ k

(∂α) lokal glm. konv.⇒ u∗ Ck mit ∂αu∗ = lim
n→∞

∂αun (bzgl. lokal

||.||∞ (1))

zu (1): ∀x ∈M∃δ > 0 mit sup
y∈B(x,δ)

(|(un → u∗)(x)| → 0

a) Seien un : [0, π]→ R, un(x) :=
n∑
k=1

1
k3

sin(kx),

n ≤ m : |(un − um)(x)| =
∣∣ m∑
k=n+1

1
k3

sin(kx)
∣∣ ≤ m∑

k=n+1

1
k3

∞∑
k=1

1
k3

konv., d.h. zu ε > 0∃n0 ∈ N mit
m∑

k=n+1

1
k3
<∞ ∀n,m ≥ n0

⇒ ||um − um|| ≤ ε ∀n,m ≥ n0

Satz 11.1 liefert: f stetig.

b) (∗)

{
∂tu(t, x) = ∂x∂xu(t, x) ∀t ≥ 0, x ∈ [0, π]

u(0, x) = f(x) ∀x ∈ [0, π], u(t, 0) = 0 = u(t, π) ∀t ≥ 0

Idee: Die Fkt. u : [0,∞]× [0, π]→ R, u(t, x) =
∞∑
k=1

αk(t) sin(kx)

mit αkC1, k ∈ N könnte vielleicht (∗) lösen.

Vermutung ∂tu(t, x) =
∞∑
k=1

α′k(t) sin(kx)

∂x∂xu(t, x) =
∞∑
k=1

αk(t)(−k2) sin(kx)

Ist u eine LÖsung von (∗), dann gilt für l ∈ N:

< ∂tu(t, x), sin(l∗) >L2= αl(t) · || sin(l∗)||2
L2

< ∂x∂xu(t, ∗), l∗) >L2= αl(t)(−l2)|| sin(l∗)||2
L2

⇒ α′l(t) = −l2αl(t) ⇒ αl(t) = αl(0)e−l
2t

Wegen u(0, x) = f(x) ∀x ∈ [0, π] gilt für k ∈ N
< u(0, ∗), sin(k∗) >L2= αk(0)|| sin(k∗)||2

L2

=< f, sin(k∗) >L2= 1
k3
|| sin(k∗)||2

L2

⇒ αk(0) = 1
k3

⇒ u(t, x) =
∞∑
k=1

e−k
2t

k3
sin(kx)

Sei nun u(t, x) =
∞∑
k=1

e−k
2t

k3
sin(kx)
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Wir zeigen nun, dass u (∗) löst.

Dazu wenden wir den Satz 11.1 auf u mit l ∈ {0, 1, 2} an.

l = 0: Sei (t, x) ∈ [0,∞)× [0, π]. Dann ist für (s, y) ∈ [ t
2
,∞)× [0, π)

un[ t
2
,∞)× [0, π]→ R, un(s, y) :=

n∑
k=1

e−k
2s

k3
sin(ky)

n ≤ m : |(un − um)(t, x)| ≤
m∑

k=n+1

e−k
2s

k3
≤

m∑
k=n+1

1
k3
< ε

für bel. ε > 0 und n0 ∈ Nu,m ≥ n0
Satz 11.1⇒ u stetig in (x, t) ⇒ u stetig..

l = 1: nach t: ∂tun(t, x) =
n∑
k=1

(−k2) e−k
2t

k3
sin(kx)

Sei (t, x) fest gewählt, (s, y) ∈ [ t
2
,∞)× [0, π]

n ≤ m : |(∂tun − ∂tum)(s, y)| ≤
m∑

k=n+1

e−k
2s

k
≤

m∑
k=n+1

e−k
2 t
2

e−k
2 t
2 = 1

ek
2 t
2
≤ 1

k2 t
2

⇒ |(∂tun − ∂tum)(s, y)| ≤ 2
t

m∑
k=n+1

1
k3
< ε

Satz 11.1⇒ ∂tu(t, x) = −
∞∑
k=1

e−k
2t

k
sin(kx)

Genauso sieht man: ∂xu(t, x) =
∞∑
k=1

e−k
2t

k2
cos(kx)

∂x∂xu(t, x) = −
∞∑
k=1

e−k
2t

k
sin(kx)

∂t∂xu(t, x) = −
∞∑
k=1

e−k
2t cos(kx)

∂t∂tu(t, x) =
∞∑
k=1

ke−k
2t sin(kx)

e−k
2t ≤ 1

k2t
, ke−k

2t ≤ k 2
k4t2

= 2
t2

1
k3

Satz 11.1 ⇒ u C2 mit

∂tu(t, x) = −
∞∑
k=1

e−k
2t

k
sin(kx)

∂x∂Xu(t, x) = −
∞∑
k=1

e−k
2t

k
sin(kx)

⇒ ∂tu(t, x) = ∂x∂xu(t, x)

u(0, x) =
∞∑
k=1

1
k3

sin(kx) = f(x)

u(t, 0) = u(t, π) =
∞∑
k=1

e−t
2π

k3
sin(0) = 0

⇒ u löst (∗)

Aufabe 2

a) Mit Aufgabe 3 von Blatt 1 erhält man

π 2π

f

π

a0 = π

ak =

{
0 , k gerade

− 4
k2π

, k ungerade

bk = 0

b) Idee: u : R× [0, 2π]→ R
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u(t, x) = a0(t)
2

+
∞∑
k=1

αk(t) cos(kx) +
∞∑
k=1

βk(t) sin(kx)

Annahme: u löst (∗)
f(x) = a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos(kx) +
∞∑
k=1

bk sin(kx)

= u(0, x) = a0(0)
2

+
∞∑
k=1

ak(0) cos(kx) +
∞∑
k=1

bk(0) sin(kx)

Wie in Aufgabe 1 sieht man:

π = a0 = ao(0), bk(0) = bk = 0 ∀k ∈ N

∀k ∈ N : ak(0) = ak =

{
0 , k gerade

− 4
k2π

, k ungerade

Annahme: utt(t, x) = ∂t∂tu(t, x) =
a′′0 (t)

2
+
∞∑
k=1

a′′k(t) cos(kx)

= uxx(t, x) = ∂x∂xu(t, x) =
∞∑
k=1

(−k2)ak(t) cos(kx)

⇒ a′′0 (t)

2
= 0, a′′k(t) = (−k2)ak(t)

⇒ ∃λk, µk ∈ R, k ∈ N0 mit a0(t) = λ0 + µ0t, π = a0(0) = λ0 ⇒
a0(t) = π + tµ0

ak(t) = λk sin(kt) + µk cos(kt) ⇒ ak(0) = µk)ak

⇒ u(t, x) = π+t
2
µ0−4

t

∞∑
k=1

cos((2k−1)x)
(

1
(2k−1)2 cos((2k−1)t)

)
+
∞∑
k=1

cos(kx)·

λk sin(kt)

0 = ∂tu(0, x) = µ0
2
− 4

π

∞∑
k=1

λkk cos(kx)

⇔ µ0 = 0, λk = 0∀k ∈ N
⇒ u(t, x) = π

2
− 4

π

∞∑
k=1

cos((2k−1)x)
(2k−1)2 cos((2k − 1)t)

c) i) Für t ∈ R fest:

x 7→ u(t, x) = π
2
− 4

π

∞∑
k=1

cos((2k−1)t)
(2k−1)2 cos((2k − 1)x)

g ∈ L2 ⇔
∞∑
k=1

∣∣ cos((2k−1)t)
(2k−1)2

∣∣2 ≤ ∞∑
k=1

1
k4
<∞

ii) (x, t) fest, δ > 0

un : [t−δ, t+δ]×[0, 2π]→ R, un(s, y) := π
2
− 4
π

∞∑
k=1

cos((2k−1)t)
(2k−1)2 cos((2k−

1)x)

n ≤ m : |(un − um)(s, y)| ≤ 4
π

m∑
k=n+1

1
(2k−1)2 < ε

(bel. ε > 0, n0 ∈ N, ∀mn,≥ n0)

Satz 11.1 ⇒ u stetig.

iii) u ist partiell nicht diffbar, weder nach x noch nach t.

∂tun(s, y) = −
n∑
k=1

sin((2k−1)t)
(2k−1) cos((2k − 1)x) ∼

n∑
k=1

1
k
−→

k →∞
∞

genauso ∂xu(s, y).
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Aufabe 3

a) P0(x) = 1√
2

P1(x) =
√

3
2
x

P2(x) =
√

5
2
· 1
2
(3x2 − 1)

b) P0(x) = 1√
π

P1(x) =
√

2
π
x

P2(x)
√

2
π
(2x2 − 1)

c) P0(x) = 1

P1(x) = x− 1

P2(x) = 1
2
√
11

(x2 − 4x+ 2)

d) P0(x) = 1√
2π

P1(x) = x√
2π

P2(x) = 1√
2 4√2π (x2 − 1)

Aufabe 4

a) I kompakt, ω > 0. Z.z.: L2(I, ω,C) = L(I,C)

L
2(I, ω,C) = {f : I → C

∣∣ f mbar und ω|f |2 ∈ L1}
L
2(I,C) = {f : I → C

∣∣ f mbar und |f |2 ∈ L1}
I kompakt, ω stetig ⇒ ∃maxω︸ ︷︷ ︸

=:c

, minω︸ ︷︷ ︸
=:d

ω|f |2 ∈ L1, f messbar ⇒ |f |2 mbar, |f |2 ≤ 1
d
· ω|f |2︸ ︷︷ ︸
∈L1

∈ L1

⇒ |f |2 ∈ L1

|f |2 ∈ L1 ⇒ |f |2 mbar, ω stetig ⇒ ω mbar

⇒ ω|f |2 mbar, ω|f |2 ≤ c|f |2︸︷︷︸
∈L1

∈ L1

⇒ ω|f |2 ∈ L1

b) – I = [1,∞), ω(x) = 1
x
, f(x) = 1√

x
, x ∈ [1,∞)

|f(x)|2 = (f(x))2 =
1

x
/∈ L1︸ ︷︷ ︸

⇒f /∈L2(I,C)

, ω(x)|f(x)|2 =
1

x2
∈ L1︸ ︷︷ ︸

⇒f∈L2(I,ω,C)

– I = [−1, 1], ω(x) = |x|, f(x) =

{
1
|x| , x ∈ [−1, 1] \ {0}
0 , x = 0

|f(x)|2 = 1
|x| /∈ L

1(I,C) ⇒ f /∈ L2

ω(x)|f(x)|2 = |x|
|x| = 1 ∈ L1(I,C) ⇒ f ∈ L2(I, ω,C)
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