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Aufgabenblatt 7

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es sei A = D — L — R eine Matrix mit positiven Diagonalelementen a;, i = 1,...,n, und A =
D™'V2AD~/? = [ — L. — R die zugehérige skalierte Matrix mit Diagonalelementen a; = 1. Man zeige,
dass die Spektren des Jacobi-Verfahrens (H ;) und SOR-Methode (Hgogr) durch die Skalierung nicht
beeinflusst werden, so dass gelten

o(H;)=0(H;), o(Hsor(w))=o(Hsor(w)).

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Sei

A= mit ¢ € (0.5,1).

S~ =

t
1
t

— S

Zeigen Sie, dass das Jacobi-Verfahren divergiert und das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Sei A symmetrisch. Das symmetrische Gauf$-Seidel- Verfahren ist definiert durch

P=(D-R")DY(D—-R)und N=R'"D'R.
(a) Zeigen Sie, dass es eine Cholesky-Zerlegung P = LL von P gibt und geben Sie L an.

(b) Zeigen Sie, dass fiir die Matrix

1 =b 1 0
ae (1 Poosenio (4 9).

condy(LAL™T) < condy(A),
wobei die Gleichheit genau dann gilt, falls A = I = L ist.

gilt:

Abgabe: Dienstag, 11.06.2013, bis 12:15 Uhr in/vor Raum 149 HRZ oder in der Vorlesung,.
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1.1 Aufgabe 1

Fiir die Matrizen des Jacobi— und des SOr—Verfahrens gilt:
A=D—-L—-R
H;=DYL+R) Hsor = (D —wL) (1 —w)D + wr)
sowie f.d. skalierte Matrix A:
A=I-L-R
H;=(L+R) Hgor = (I —wL) (1 = w)I +wR)
mit L = D~Y2LD7Y2 wnd R = D~'2RD™1/?

1. Jacobi det(H; — M) =det(D™Y(L+ R)— \I)
_ det(Dfl/QDfl/Z(L + R)D*1/2D1/2 _ D*1/2D1/2)\D*1/2D1/2)
= det(D~Y?)det(D~?(L + R)D~/? — D=1/2A\D~1/2) det(D'/?)
= det(I(L + R) — )
= det(H; — \I)
= 08H;) = o(H;)
2. SOR Sei X € 0(Hgor). Dann gibt es v € R™ \ {0} mit
det(Hsor — M) =det((D —wL) (1 —w)D +wR) — \I)
— det((D1/2D1/2 _ wD1/2I~/D1/2)71((1 _ w)D1/2d1/2
_l_le/QRDl/Q) _ AD_1/2D1/2)
= det(DY2(I —wL)'D~Y2DY2((1 — w)I + wR)D'Y? — A\D~1/2D1/2)
= det(D~Y/?)det((I — wL) (1 — w)I +wR) — ) det(D/?)
= o(Hsor) = o(Hsor)

Julian Bergmann, 19.6.2012
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1.2 Aufgabe 2

Zeige Divergenz des Jacobi—Verfahrens, indem wir zeigen o(B) > 1. Mit Matrix A
ergibt sich:

0t t
B=H=-|1t 0t

t t 0
X(B) = =A(A2 —t3) +2t(tA — %) = —(t — A2)(2t + \)
=ANpg=t = Ma<tund \3=-2t = [A\3]>1
=o(B)>1

Zeige konv. von GauBi—Seidel mit o(L) < 1

1 1
D—L0)= t 1 = (D—Lo)_lz —t 1

t t 1 22—t —t 1

1 0 —t —t\ /0 —t —t
L=H=(D-Ly) 'R=| —t 1 0 —t|]o0 t2 t2—t
22—t —t 1 —t)] \0 =342 —34¢2
X(H) = ... = = A2 + A3 - 3t2) +13)
= )\1 =0
AZ — _t3—23t2 + (t3_jt2)2 _ t3
. 3_ 342 (t3—3t2)2

Az =t 2 = - 4 — 3

Julian Bergmann, 19.6.2012
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Nach Voraussetzung % <t<1gilt:

(t3—3t2)2
1

—t3<0

d.h.A\o 3 € C und es gilt:

Paf? = Pl = (=55 + iy /55 =)~ i)

_ (13—3t?)2 3 (t3-3t2)
-4 v T a

=-t3<1

1.3 Aufgabe 3

a)

7.7. P symm. und pos definit.

-Pl=D-R'D'D-R"Y =(D-ROD'D-R =P = P

symmetrisch

— Gilt: 2TRT"D 'Rz = 2R"D~Y2D~'12Rz = 2(D~Y?R)T(D~Y?2R)x > 0
< D > 0 komponentenweise
Folgt: xfPr =a2T(D - RT)D™Y(D — R)x
=27 (DD Yo — 2T(DD'R)x — 2"RTD"'Dz + 2T R D' Rx
=2"(D—-R— Rz +2R"D 'Rz
=27 Az +2RT"D 'Rz >0
< A pos definit.
Die Cholesky-Zerlegungs ergibt sich aus L = (D — RT)D~1/2
P =LLT = (D - R")D"Y?((D - RT)D-V/*)T
= (D - R")D"Y2D-Y2(D — R)
=(D-RYDYD - R)
A symm. und damit auch L='AL~" d.h. es geniigt nach Numerik 1, die EW
von A bzw. L*AL~T zu betrachten, da condz(A) = minseq(a) Al

max/\el,(A) ‘)\|
Zunichst fir L=1AL~T .
1 —b
A:( >,L=(1o—b 1)
—b 1

:>L_1AL_T:<1 0 b 1) (1 b —b 1) (1 b 0 1)=<(1) 1_052>

= o(L7TAL™T) = {1,1 - v}

= condy(L~YAL™T) = 1—1b2

Fiir A folgt:
1= —b 2 2 2 2
det(A —\I) = b1 =1=N"=b"=X—-2\-b"+1
Nullstellen: A\j 2 = 1 £ b, also:

2
conda(A) = %Z = (14_'2

womit Beweis folgt.

Julian Bergmann, 19.6.2012
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