
+l ,rr 3 ft€clro{a,{,v q=p

a/tl :

:

Lü3= füJz= 7

(5)

(8)

- 1;
O : Urt * 1ws€s .

Nun ist jedoch die Nutationsfrequenz gleich der Projektion von d auf i entlang äs und somit

F:+,mOs OsV

,o{I + ((1 - i' - 1)cosz o

,o

Bei kleiner Auslenkung aus der Hantelachse ist r.r3 = asbzw. coso 
^, 

1, und man findet

,*:rr\ffi:a.ro(l -t) : v-uo
Im Klartext: die Nutationsfrequenz im Laborsystem ist einfach die llequenz im körperfesten
System minus die Roationsfrequenz des Körpers selbst.

Ua{n{|öD'z-(.'

a) Tbegheitsmoment um die Hantelachse: 04 : 2OKug.t - !mr2. Tbägheitsmomente um zwei
'Achsen in der Ebene senkrecht dazu: Os : Oa * |nra" (Steiner). Man findet also Or :
01 < Qf : Or : Oz, d,h. es handelt sich um einen symmetrischen Kreisel. I

b) Die kräftefreien Eulerschen Kreiselgleichungen lauten Orrirr-(Oz-O3)ar2c.l3 : 0 und zyklische
Permutationen, Man findet also

ült - 'yuzwe - 0, wz * "yLr)sut: 0, üg : 0,

mit
, Oa (. . 8r'\ -t

"t:r_6;.:\r*BA)
Stabilitätsanalyse: Es sei der momentane Drehvektor d nahe der Hantelachse ä3, d.h. u,rs :
&/o * ds, a,l : dl, az:62 mit kleinen d;, Die linearisierten Kreiselgleichungen für die Kom-
ponenten senkrecht zur Hantelachse lauten also:

ih- tuoöz : 0

öz +^ woü : o

Die Zeitableitung der einen eingesetzt in die jeweils andere Gleichung ergibt

ü+fu\öi:o' i:L'2
und beschreibt somit eine stabile Schwingung mit v :'ywo.

c) Die allgemeine Lösung von (5) ist a.rs : cst: tr.locosc, und

a1 : rr.r1 cos (lrst + Ö)

a2 _ u.r1 sin (lwgt + Ö)

mit wB : w2g + uT, d.h. u) L : a.rs sin c.

Dann gilt im körperfesten Systern

E - gd : Osd1 + @aurs ös: Os(c^, - lwsäs)

nach Definition von 7.

d) In der Zerlegung (8) ist der Koeffizient von i in Richtung der
Hantelachse €3 negativ, da t ) 0, d.h. im Laborsystem liegt der
momentane Drehvektor zwischen dem raumfesten Drehimpuls-
vektor und der Hantelachse (s. Skizze). Hantelachse und momen- a
taner Drehvektor beschreiben also einen Kegel mit der Requenz
ü/ry uri den Drehimpulsvektor. Aus (8) folgt

(6)

(7)









6+.,**Ktl* { ,
n.*rno$,i* 3

= r?e.J
i

a)

c'7

C=)

gxr g'*
&

.

I

-I^-'^ ( 1,"{-,1luÄLl k)he-a
I r. '-,-'- 7I?:: e

I-_a,. t Ii) 
n

lr,*ft,J* {A^üio,

7oh*t/L "fuI
d /^ryt-tk^,

h) Seyf/,J-;

l;
tiy^ , 

,

h;r--qo*J", I = Q* 
h{ i ";,gr'}t' i

,

irg*r+ote*t*.,O .t) lt- Za2

.!&. 61 : d= Ae{T,( { E€-tTt tdU
n{ryh|. xb'), qt i6t*o

x(o)'Aeo+' 8eo' A+3 Ja-

trq'ÄJF-$JF=ro r?,{l

enj ll:rr:,*l =g tu ä ,T'f
K= i"'F{ + f e 

W+

T ä\*P = ä.S!,iz
[= *flh F $-J^-t -.fg S xl

/--FV -- tf{;' + ätrSxz

$tr-+so
sür Ai 6r

# ß!*\\ .,lx = o

i

I

i!
- --L -.' -... J

i

ätrl 6t-14-fg

a

;lConf,r

$r''i{ x')

r: O{
Ie



19< r-

U
*rr.t

a

I

r\
lK) I .-<)
IT'I 

'I 
-r 

u/t\t\

*J ur..V?h4 ) '
,L

u*Trl**fi-

\ + ä (4-r) = a

\- + ä (Lxt-1-$) = o

Ä+ä(25-\) ? o

0
,e
lt-

t4,-r.tt
t-

I Z7-.,L
I

| -E
\'|-
\s

r . '/

ot^t !r.t/h Tt'"tdr, hDl . g$ il* h^*. ( -.nE ==t
0

-7 A - t ) .f r+t,r q,4, .l*Ätlt er*f ii-:3,
t,

t" = L*^

-blt-

-'L L
4f^:- u

-Lt^i.-

t kt -yt'fr Z,li*)" J e 
",

(trt- a

z
kf 1=

@
j"l
.;u-I

,-r
q

,b- *
-Ft-(-. lh

= 2( ?, r 17'!
L

,\

mi' LkJ-

?Lbrb , ..f c (zrrflJ +- -E ,(,2-fe ). ä



I

9-....-...''.4....--.'.'..-...I.i
oOoi/l



q-= ^, -o qE -S+ r t --h; 
su-._._1,_qlt v,\

lrL l ,-..+{ F
L.orr*.rcfk-r 6g-st kr.r: aL = l-*,tZ I o 'tb I\^8- I

o -_t zh;f?-.1-zr)ä l_ s

IW _^ 6 | ot4 t

qL-lr-ütlg I ..,

la*A J:t -l -.r

FI

lle ]-

l_G -t Id I

.l

I

aoqlq t'* --

F
I



l-
a*..1 Ofe-tr- etrn^*t [L't*t-\"|-riX

---

- obo AT-;"do " Ä+ l,h-*0"-{"u'" - r: "e: "äi;ilät, i. -

ilh
H;

/\ii,;tu

{ k e --:vra

I^L
\ "i :-l* y;

--t ' v

tt. rttv



I

rt+-"htlt,' 
6^^-t*. qrr i*.Unt]

t?
I

-4
I

lo

;hclr

'- ' I

^

r*.*

s

^-'T

U^.SJ

.ltl
tlII

\

t-t*.{

[?., -Ä

!.
ttl

AIS

Z.k

ItA

rrl

4t1

I

id.

Jtt

.'\
V

s

I dg

-s-'()

rl:

tt*

k

6lutLtu

L
tl

d*tT

0t*-

Lb

:

s-9t.



?**r.g^r- A' \ h oti\t",-$J*ft ü(- T-@ir"

L,,^, ks cr-r €hcrl<-- e+ k.c{s ol:^6o..-l | 0\.4*!u* 
trt*1I

A'i r."-l-J*fL d;t- {-ll.Ht\i+- "qy,-(J

I drc
A
T

t; Lf- Aä ; ä8" ::F,(,(,- trjlHffi 4;fri.fut ) ".ä{r ;-är / " -

futt:-
'tt

Ir-
f7>-'

' trr- ..1'ö .-t'

!-(ar€)ä;(zt'T')ä) : :: - ;



ta (uE)ä t = o:=D &- -t :p

a,

vC,t, -5

F
t.

o.\*fa\.t\ = -ä( ü-Lre)-ä(na'ä*-#or ) - g(t-är 
)

-

--



JL
di

,fr

f-_ rdi = d{[?r, t,, ?., ?; ,+]
dt73df,$fE).=#

bfiu ?*f :

q

!*{4** {g.,$, {

ls
lP

,?- --
t^a
I ril t17 | ii

I rno / d+i

- 

a

F

t{u*,;/ to*

$) qf-!s.

:0

+ $,{n,{} \ L ft" ,g,, j,,l'r,&Fdt*cät+b

Ss.5h+t+l-sQl

$,,tq,.ffi {qr

fi* ,r- P,

{r

$o, ,*,,{4.

q, r L (4,,1,,i,j,,,äL? ,TI,&
ü{,



,d" l1*t<-

}/ats"'

xif)

l-

Sg(rr^rLL

et;5.Lr-,

lüt= lo

)
-

v=
fl t/=

Ir = 5\v 
A.

\r

ruqe<?wJ^,'t,.4e xn(+) = 4'sÄ -rlt

Ä rtl =ko t[> +

rf> = !.-ur{
A-If czs-nt

tl'sÄ

+ l-l usl

I
I

t r t)
(YY\ r
- or =
'\vL

LAl.tr*
,0-D{

,4 
t-ltt

rt A
frlL I

= - 
|r-\ (es

1 t- ft.v\t 

^ 
tul

- pr*a !_ + bI

/th- /*5 ,( . gn'y>\ . D#

Ä: I-- 7({}
I. UL ceßl\ = -

L=| .-V = TLtzJz\rr'-n lr;(..-{'*

* = '^ (- A.tr @sJ2t i sül -;

du = n^^ !-L I + fin h,L Jt ul=fr t c,,( f)1 
t"'* l ' 3r"tt'r - 'ib \YJ

o( a( 8.' +' 4- 
^n\ 

+ I-*lLLsÄ -rtt as{iirfr = nn^r{.{ 4-^n\+I-Jt-s

d ,L r_ *= o {ä fl.r*'_ A Ln s 
^JLt

a?.dt )l 
.:l a 

-'^* 
', 

^r'7-!i + t s,; | -- 
Ys,r,^ ;rf c^l

2.!* : e;f Kl
ur{ x4

k]^a"^- [* ( Ä!^otn'Sr'^t ) rz-(. {;
,1'+ ${=o











?rtt
tr^)

I The apparent velocity at any time t is

drldt =
At time t _ 1 this is 2i 6j + 12k.

The true velocity at any time t, is
fuldt + orXr

At time t- 1 this is

2i 6j+12k+

From Problem (4 we have'

Coriolis aceeleration

From Problern (") we have'

'CentriPetal acceleration

zti 6j + L2t2k

tzj + (2t + 4)kl x l(t, + l)i - 6rj + 4r3kl

34i 2i + 2k

+ [zti

iik
2 -1 6

2 -6 4

(b) The apparent acceleration at any time ü is

# = *(#) = fterr- 6i + Lztzk) = zi + zntk

Ät time ü = 1 this is 2i * 24k.

The true acceleration at any time t is

ffi+z'*fi*ffXr*oX(o,Xr)
Attime ü=l thisequals

2i + z$k + (4i-2i+ 12k) x (2i-6i+12k)

(.)

+ (2i -2i+ 2k) x (2i-6i+4k)
+ (2i,-i + 6k) x {(2i-i + otrl x (2i- 6i + 4k)}

= 2i + 24k + (48i-24i-20k) + (4i-4i-8k) + (-14i+212t+40k)

= 40i + 184j + 36k

2o Y dxld"t = (4i - 2! +12k) X (2i - 6! + tzk)

48i- 24!- zok

o X (o X r) -- (12i-i + 6k) X (32i + 4! - 10k)

-14i + 2r2! + 40k

Magnitude of

Magnitude of

Coriolis aceeleration

centriPetal acceleration

11,ogn
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iffi,i..f,ii',:;,,: ,.' :Choose the fi?lz coordinate system of Fig' 4

Suppose that the origin o is the equilibrium position

of the bob B, A is the point of suspension and the

length of string AB is L If the tension in the string
is T, then we have

r 
=1i;il1älifw). I

x'/ \I/r \ I /
since the net foree acting on B is T + ffig, the equa-

tion of motion of B is given by [see Problem 6.14]

dzrrnAF : T + rng Zm(a X v) cttTa X (' X r) (21 Fis 4

If we neglect the last term
form as

g - -gk and use (r), then (g) can be written in

-T(n/l) + Zmrü cos tr

-T(a/I) Zma(& cos tr +
f (l - z)/l - rng + Zmuü

in (g), put

ooInu =
q.tnA =
?ornz

ä sin I)
sin l,

cornponent

(s)

u)
(5)
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Eine Perle gleitet auf einem geraden Draht, der mit konstanter

winkelgeschwindigkeit ol in der horizontalen Ebene rorierr. stelle
die Hamiltonfunktion auf und berechne r(r).

Lösung:

DieZwangsbedingung ist rheonom. Wegen V = 0 gilt:

L = T = *e, + 12 tr21= Eperre2'
)

=) n=F-*r'a2*Eperl"2rn 2

Wir sehen, daß Lagrange- und Hamiltonfunltion bei rheonomen

h?ingig sein können. Die allgemeine Lösung r(r) der Bewegungsgl.

r(t) - cl €tt I c2e-@t

Yl {
=

Abb. 1134 Perle rutscht

auf rotierendem Draht.

Zw angsbedingungen zeitunab-

f = @2 r lautet:

wobei c1, c2 die beiden Integrationskonstanten sind. Einsetzen von r(r) und pr(r)
die Hamiltonfunktion liefert nach kurzer Rechnung: .

m i(t) in

I/ = const

Dieses Ergebnis ist natärlich auch direkt - ohne Rechnung - aus der expliziten Zeitunabhängtgkeit

von Z bzw. H zu entnehmen.

ßerechne die eindimensionaren schwingun_
gen eines dreiatornigen, Iinearen Moleküls
mit zweigreichen Federkonstanten D.
Lösung:

Die Hamiltonfunktion des Morehils lautet
Abb. l5.3-l Dreiatomiges Molekül

H = r *v = Abl * o?). + p? * t[o, _ xz)2 + (xs _ *)rf
mit x' = die verrückungen aus der Gleichgewichtslage. Die kanonischen GIn. Iauten:*,=E-L ; aH' öh mt Pr=-*, =-D(xt-xz)

=+ fr\i1 =-D(xt_xz)

*2=g= A .dpz ry Pz=

=) ry,x2 = _D(2xZ_X1 _X3)

= -D[kr-xr)+ (xz_x)f
AH

ö*,

Auf die gleiche weise erhiilt man die dritte Bewegungsgl.:
rfl1 x3 = _D(xs _ xz)


