
9 Hausaufgabe zu Theorie der höheren Mechanik zum Montag, den 21.6.2010

H16

a) T = 1
2m(ẏ2 + ẋ2) = 1

2%xẋ
2 + 1

2%(l − x) ˙(l − x)
2

= 1
2%(xẋ2 + (l − x)(−ẋ)2

= 1
2%ẋ

2(x+ l − x) = 1
2%ẋ

2l

V = mxg dx = %xg dx = 1
2%gx

2

⇒ L = T − V = 1
2%ẋ

2l − 1
2%gx

2

b) d
dt

∂V
∂ẋ −

∂V
∂x = 0 ∂V

∂ẋ = %ẋl

d
dt

∂V
∂ẋ = %ẍl

∂V
∂x = %gx

⇒ %ẍl − %gx = 0⇒ ẍ− g
l x = 0 ⇒ ω = ±

√
g
l ⇒ x(t) = Ae

√
g
l
t +Be−

√
g
l
t

c) ẋ(0) = A
√

g
l e
√

g
l
·0 −B

√
g
l e
−
√

g
l
·0 = 0⇒ A−B = 0⇒ A = B

x(0) = Ae
√

g
l
·0 +Ae−

√
g
l
·0 = 2A = a⇒ A = a

2

⇒ x(t) = a
2 (e
√

g
l
t + e−

√
g
l
t) = a cosh(

√
g
l t)

9.1

a) qi = xi − xi0, i = 1, 2, 3

T = 1
2m(ẋ21 + ẋ22 + ẋ23) = 1

2m(q̇21 + q̇22 + q̇23)

V = 1
2k((x1 − x10)2 + ((x1 − x10) − (x2 − x20))2 + ((x2 − x20) − (x3 − x30))2 + (x3 − x30)2) =

1
2k(q21 + (q1 − q2)2 + (q2 − q3)2 + q23)

⇒ L = T − V = 1
2m(q̇21 + q̇22 + q̇23)− 1

2k(q21 + (q1 − q2)2 + (q2 − q3)2 + q23)

d
dt(

∂L
∂q̇1

)− ∂L
∂q1

= mq̈1 + kq1 + k(q1 − q2) = mq̈1 + 2kq1 − kq2
d
dt(

∂L
∂q̇2

)− ∂L
∂q2

= mq̈1 + k(q2 − q1) + k(q2 − q3) = mq̈2 + 2kq2 − kq1 − kq3
d
dt(

∂L
∂q̇3

)− ∂L
∂q3

= mq̈3 + kq1 + k(q3 − q2) = mq̈3 + 2kq3 − kq2

b) ⇒ m

 q̈1
q̈2
q̈3

+ k

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 q1
q2
q3

 =

 0
0
0


det

 2− λ −1 0
−1 2− λ −1
0 −1 2− λ

 = (−2 + λ) + (2− λ)3 − (2− λ) = −2(2− λ) + (2− λ)3
!

= 0

⇒ λ1 = 2⇒ −2 + (2− λ)2 = 0⇒ 2− 4λ+ λ2 = 0⇒ λ2,3 = 2±
√

2

⇒ ω2
1 = 2 k

m , ω2
2 = (2 +

√
2) k

m , ω2
3 = (2−

√
2) k

m

⇒ ω1 =
√

2 k
m , ω2 =

√
(2 +

√
2) k

m , ω3 =
√

(2−
√

2) k
m

mit Ansatz: qj = Aje
iωjt, j = 1, 2, 3

c)

 2− λi −1 0
−1 2− λi −1
0 −1 2− λi

 vi1
vi2
vi3

 =

 0
0
0


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⇒

 2− 2 −1 0
−1 2− 2 −1
0 −1 2− 2

 v11
v12
v13

 =

 0
0
0

⇒ ∣∣∣∣ −v12 = 0
−v11 − v13 = 0

∣∣∣∣⇒ v1 = 1√
2

 1
0
−1


(m2 ruht, m1 bewegt sich entgegengesetzt mit gleicher Amplitude zu m3.)

⇒

 2− (2 +
√

2) −1 0

−1 2− (2 +
√

2) −1

0 −1 2− (2 +
√

2)

 v21
v22
v23

 =

 0
0
0


⇒

∣∣∣∣∣∣
−
√

2v21 − v22 = 0

−v21 −
√

2v22 − v23 = 0

−v22 −
√

2v23 = 0

∣∣∣∣∣∣⇒
∣∣∣∣∣∣∣
v21 = − 1√

2
v22

(
√

2− 2√
2
)v22 = 0

v23 = − 1√
2
v22

∣∣∣∣∣∣∣⇒ v2 = 1√
2


1√
2

−1
1√
2

 =

 0.5
− 1√

2

0.5


(m1 und m3 bewegen sich in die selbe Richtung mit gleicher Amplitude, m2 bewegt sich entgegen-

gesetzt mit größerer Amplitude Faktor
√

2.)

⇒


2− (2−

√
2) −1 0

−1 2− (2−
√

2) −1

0 −1 2− (2−
√

2)


 v31

v32
v33

 =

 0
0
0

⇒ v3 = 1√
2


1√
2

1
1√
2

 =

 0.5
1√
2

0.5


(siehe v2, m2 bewegt sich nun jedoch in die gleiche Richtung wie m1,m3)

d)
ATA =


1√
2

0 − 1√
2

1
2 − 1√

2
1
2

1
2

1√
2

1
2

·


1√
2

1
2

1
2

0 − 1√
2

1√
2

− 1√
2

1
2

1
2

 =


1
2 + 1

2
1

2
√
2
− 1

2
√
2

1
2 −

1
2

1
2
√
2
− 1

2
√
2

1
2 + 1

2
1

2
√
2
− 1

2
√
2

1
2 −

1
2

1
2 −

1
2

1
2 + 1

2


=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


e) T = 1

2m(q̈21 + q̈22 + q̈23) = 1
2 ~̇q

TT ~̇q ⇒ T = m

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


V = 1

2k(q21 + (q1 − q2)2 + (q2 − q3)2 + q23) = 1
2k(2q12 − 2q1q2 + 2q22 − 2q2q3 + 2q32) = 1

2~q
TV~q =

1
2~q

T

 v1 v2 v3
v4 v5 v6
v7 v8 v9

 ~q

= v1q
2
1 + v2q1q2 + v3q1q3 + v4q1q2 + v5q

2
2 + v6q2q3 + v7q1q3 + v8q2q3 + v9q

2
3

⇒ v1 = 2k, v2 = −k, v3 = 0, v4 = −k, v5 = 2k, v6 = −k, v7 = 0, v8 = −k, v9 = 2k

⇒ V =

 2k −k 0
−k 2k −k
0 −k 2k


f) (V − ω2T )~a = ~0⇒

 2k −mω2 −k 0
−k 2k −mω2 −k
ß −k 2k −mω2

 = k

 2− λ −1 0
−1 2− λ −1
0 −1 2− λ

 = ~0

(gleich, siehe b)!)

g) ATVA =


1√
2

0 − 1√
2

1
2 − 1√

2
1
2

1
2

1√
2

1
2


 2k −k 0
−k 2k −k
0 −k 2k




1√
2

1
2

1
2

0 − 1√
2

1√
2

− 1√
2

1
2

1
2


= k


1√
2

0 − 1√
2

1
2 − 1√

2
1
2

1
2

1√
2

1
2




2√
2

1 + 1√
2

1− 1√
2

0 −1− 2√
2
−1 + 2√

2

− 2√
2

1 + 1√
2

1− 1√
2

 =

 2 1√
2

+ 1
2 −

1√
2
− 1

2
1√
2
− 1

2 −
1√
2

+ 1
2

1√
2
− 1√

2
1
2 + 1

2
√
2

+ 1√
2

+ 1 + 1
2 + 1

2
√
2

1
2 −

1
2
√
2

+ 1
2 −

1
2
√
2

+ 1√
2
− 1

1√
2
− 1√

2
1
2 + 1

2
√
2
− 1√

2
− 1 + 1

2 + 1
2
√
2

1
2 −

1
2
√
2
− 1

2 + 1
2
√
2

+ 1√
2
− 1

 =

 2 0 0

0 2 +
√

2 0

0 0 2−
√

2


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h) X =


1√
2
q1 − 1√

2
q3

1
2q1 −

1√
2
q2 + 1

2q3

−1
2q1 + 1√

2
q2 + 1

2q3


Aus a) folgt: q̈1 = k

m(−2q1 + q2), q̈2 = k
m(−2q2 + q1 + q3), q̈3 = k

m(−2q3 + q2)

Ẍ1 = 1√
2
(q̈1 − q̈3) = 1√

2
k
m(−2q1 + q2 + 2q3 − q2)

= − 1√
2

k
m(2q1 − 2q3) = −

√
2 k
mX1 = −ω2

1X1

Ẍ2 = 1
2q1 −

1√
2
q2 + 1

2q3 = k
m(−q1 + 1

2q2 −
1√
2
q1 + 2√

2
q2 − 1√

2
q3 + 1

2q2 − q3)

= k
m(q1(−1− 1√

2
) + q2(1 +

√
2) + q3(−1− 1√

2
))

= − k
m(12q1(2 +

√
2)− 1√

2
q2(2 +

√
2) + 1

2q3(2 +
√

2))

= −(2 +
√

2) k
mX2 = −ω2

2X2

Ẍ3 = 1
2q1 + 1√

2
q2 + 1

2q3 = k
m(−q1 + 1

2q2 + 1√
2
q1 − 2√

2
q2 + 1√

2
q3 + 1

2q2 − q3)

= k
m(q1(−1 + 1√

2
) + q2(1−

√
2) + q3(−1 + 1√

2
))

= − k
m(12q1(2−

√
2)− 1√

2
q2(2−

√
2) + 1

2q3(2−
√

2))

= −(2−
√

2) k
mX3 = −ω2

3X3

⇒ Ẍ1 + ω2
1X1 = 0, Ẍ2 + ω2

2X2 = 0, Ẍ3 + ω2
3X3 = 0

Nun sind die Schwingungsgleichungen ungekoppelt.
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