
8 Hausaufgabe zu Theorie der höheren Mechanik zum Montag, den 14.6.2010

H14

L = T − U = Ttran + Trot − U

Ttran = M
2

3∑
k=1

Ẋ2
k = Ttran(Ẋ1, Ẋ2, Ẋ3)

Trot =
1
2

3∑
k=1

Ikω
2
k = Trot(φ, ψ, θ, φ̇, ψ̇, θ̇)

⇒ U = U(X1, X2, X3, φ, ψ, θ)

Also gilt für alle k: d
dt(

∂T
∂Ẋk

)− ∂T
∂Xk

= − ∂U
∂Xk
⇒MẌk = − ∂U

∂Xk

d
dt(

∂Trot
∂ψ̇

)− ∂Trot
∂ψ = −∂U

∂ψ = d
dt

∑
k

∂Trot
∂ωk

∂ωk
∂ψ̇
−
∑
k

∂Trot
∂ωk

∂ωk
∂ψ

∂ω1

∂ψ̇
= ∂ω2

∂ψ̇
= 0, ∂ω3

∂ψ̇
= 1

∂ω1
∂ψ = φ̇ sin(θ) cos(ψ)− θ̇ sin(ψ) = ω2,

∂ω2
∂ψ = −φ̇ sin(θ) cos(ψ)− θ̇ cos(ψ) = −ω1,

∂ω3
∂ψ = 0

⇒ d
dt(

∂Trot
∂ψ̇

)− ∂Trot
∂ψ = d

dt(I3ω3)− (I1ω1ω2 − I2ω2ω1) = I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2 = −∂U
∂ψ

M(t) =
N∑
k=1

rk(t)× Fk

⇒

∣∣∣∣∣∣
I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 =M1(t)
I2ω̇2 + (I1 − I3)ω1ω3 =M2(t)
I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2 =M3(t)

∣∣∣∣∣∣
H15

a) Zykloide: x = a(θ − sin(θ)), y = a(1 + cos(θ)) (0 ≤ θ ≤ 2π)

kinetische Energie:

T = 1
2m(ẋ2 + ẏ2) = 1

2ma
2θ̇2((1− cos(θ))2 + sin2(θ)) = ma2(1− cos(θ))θ̇2

Potentialle Energie:

V = mgy = mga(1 + cos(θ))

⇒ Lagrangefunktion:

L = T − V = ma2(1− cos(θ))θ̇2 −mga(1 + cos(θ))

b) d
dt
∂L
∂ϑ̇
− ∂L

∂θ = d
dt(2ma

2(1− cos(θ)θ̇))− (ma2 sin(θ)θ̇2 +mga sin(θ)) = 0

⇒ d
dt((1− cos(θ))θ̇)−

1
2 sin(θ)θ̇

2 − g
2a sin(θ) = (1− cos(θ))θ̈ + 1

2 sin(θ)θ̇
2 − g

2a sin(θ) = 0

θ̈ + 1
2

sin(θ)
(1−cos(θ)) θ̇

2 − g
2a

sin(θ)
(1−cos(θ)) = 0

c) u = cos( θ2)⇒
du
dt = −1

2 sin(
θ
2)θ̇

⇒ d2u
dt2

= −1
2 sin(

θ
2)θ̈ −

1
4 cos(

θ
2)θ̇

2

(1− cos(θ))θ̈ + 1
2 sin(θ)θ̇

2 − g
2a sin(θ) = 0

⇒ θ̈+ 1
2

sin(θ)
(1−cos(θ)) θ̇

2− g
2a

sin(θ)
(1−cos(θ)) = θ̈+ 1

2 cot(
θ
2)θ̇

2− g
2a cot(

θ
2) = θ̈+ 1

2

cos( θ
2
)

sin( θ
2
)
θ̇2− g

2a

cos( θ
2
)

sin( θ
2
)
= 0

⇒ d2u
dt2

+ g
4au = 0

⇒ u = cos( θ2) = C1 cos(
√

g
4a t) + C2 sin(

√
g
4a t)
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d) Mit t = 2π
√

4a
g k (k ∈ N) ist u = C1 cos(

√
g
4a · 2π

√
4a
g k) + C2 sin(

√
g
4a · 2π

√
4a
g k)

= C1 cos(2π · k) + C2 sin(2π · k)

Da Sinus und Kosinus mit Periode 2π schwingen, osziliert die Perle mit 2π
√

4a
g
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