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1 Hausaufgabenbesprechung 7.11.12
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1.2 Aufgabe
1. natiirliche Matrixnorm ||.|| ist Norm!

a) positiv definit: VA € R™*" \ {0}; 3= € R™\ {0}, so dass
Az #0 < ||Az|| #0 (klar: ||z|| # 0)

1. Fall A > 0:= [|4]| = sup{ 142l € R\ {0}}

&l

2.Fall A=0:= Az =0:Vx € R"\ {0} = ||Az|| =0,V € R"\ {0} = ||A|]| =0
b) Homogenitit:
Sei « € R, A € R™*" z € R"\ {0}, sodass
— (cd)z | _ lof||Ax|| | _
oAl = sup { || G4 } = sup { =ligell — o) {

c¢) Dreiecksungleichung:
Seien A, B € R™", z € R™\ {0}

LAt = ol Az
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[] [[]] IE
_ [|Az|| | ||B=|| | _ |Az|| [[Bz|| | _
*SUP{ Tl T T }*SUP{ Bl }+Sup{ ol }* Al + [IB]|

= n-Matrixnorm ist Norm!

||A+ BJ| = sup{w} = sup{w} < SHP{M}
\

2. n.M. submultiplikativ:
Seien A, B € R"" z € R"\ {0}
|A = B|| = sup { HABrH} — sup {HAB:;:H || B||

El oo U Tl [1Bal]
_ |ABz|| ||Bx||\ _ | Az|| [|Bz|| | _ || Az Bz||\ _

= sup { b= sup { b= sup {42} sup {42} = |ja)) B
oo U Bl Tl = 200 UMl Tell f = 0D UTRell S o0 U

3. Warum ||Al|r ¢ n.M.?
Es sei A = E,, die n dim Einheitsmatrix n € {1}

. 1/2 . 1/2
= [Allr=1| X I\ajk!2> = X1 =Vn
Ji.k=1 g.k=1

Aber fiir jede Vektornorm |[|.|| : R™ — R gilt:

sup ||Az|| = sup ||z||=1# /nVn > 1
|lz[|=1 |lz[|=1
= ||A||F keine n.M.

1.3 Aufgabe

a) Berechne Operationen f.d. Schritt A©) — A
© O 0

a1y Qi in
af) afy - af)
' i W
(o
~ | 0 aglz) aé}f — AW
: 0 aSQ) agg
mit

oD _ L0 _ ey ()
2¢ — 721 a(O) ay;

11
USwW.

Operationen: (n-1) Divisionen und (n-1)(n-1) Multiplikationen.
AuBerdem kommen fiir 5©© — b(1) noch dazu:

b% — bg “;1 bO

etc.

Insgesamt im 1. Schritt: 2(n-1) Divisionen +(n — 1)? Multiplikationen.

Analog im i-ten Schritt: 2(n-i) Divisionen + (n — i) Multiplikationen.
Damit also insgesamt fiir die Umformung A©) — Alp — Dundb® — v~ 1

n—1 n—1 n—1
2 =)+ (=) =23 (n—i)+ X (n—1i)?
i=1 i=1 i=1
- n—1
—9 2 ; _ 2n(n271) + n(n71)6(2n71)
n;_ n2 _5
=3 Tz g
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Berechne x durch Rx=c:
n—1 (nfl)

(n—1)
11 p) T Gy T1
0 o s
0 0 0 - amV) \a,
bt
Operationen:
1 Div: z,

1 Div und 1 Mult: z,,_1
1 Div und (n-1) Mult: x;

insgesamt: Zz n("H)

fiir die GauBehmlnatlon

n2 n(n n3 n n3
%+7—%7’L+ (;1) =7+n2—§:§+0(n2)
GauB-Algorithmus anwenden auf [A|I] =: [A©)|1(0)

ai; o+ ain 1 .-+ 0
= : 0o . 0
apl --- Gpn 0 1

Zunichst eliminiere A. Nach (a) benétigen wir im i-ten Schritt (n-i) Div und
(n — )% Mult.

AuBerdem iiberfithre 70~ nach I® durch (n — i) Mult. in i Spalten.

Wir erhalten [AQ|1O)] — [A(=D)|[(r=1)]

n—1 n—1 n—1 n—1
Sh—i)+ > (-2 + > nh—di= > i+ Ez —i—nZz— Zz =
i=1 i=1 i=1 i=1
n(n2—1) _|_nn2(7;—1) _ % _%
n mal Riicksubstitution f. d. Losung [z(D, ..., (V)]
’I’anll nn(n+1) _n
= 2T

3 3

)+ (5 +5) =0+ 5 =g =0+ On?)

=1
n

Insgesamt: (%5 +

03

1.4 Prasenzaufgabe

Cholesky-Zerlegung:

Fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix A ex. eine Zerlegung in eine linke

untere Dreiecksmatrix L mit

A=

LLT

Fiir die Losung des LGS Ax=Db gilt LTz =be Ly=bund LTz =y
Betrachte die pos. def., symm Matrix:
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lhn 0 0 I iz s
Gesucht ist Zgl l~22 0 0 l~22 i23 =A

31 32 33 0 0 Is
Anschaulich:

Bi=an=2 = lu=v2
Fiir die erste Spalte von A gilt nun:

5:21l:11 =ag =—-1 = ) Iy = _%
lsilii=a31=3 = I3 = %
2. Spalte:
Isiloy + I3olpo = azo = =1 = Izp = \/%
3. Spalte:
Z§1+[§2+Z§3:a33:5 = [33: %
V2 0 0
R
3 1 /2
V2 V10 5

1.5 Tipp firr Blatt 3

Im Falle allgemeiner regulérer Matrizen gilt mit ||.||o:

max |A(A*A
condy(A) = W

A*: konj. Matrix zu A.
A(A*A): Elgenwertspektrum von A*A

0 2
Fir B = folgt:
11

det(B*B)\I):|<0 1) (O 2><A 0)
2 1)\1 1 0 A
:|<1 1>_<’\ O):A2—6x+4

15 0 A

:>)\1:3+\/5und)\2:3—\/5
= condy(B) = 4/ 3:+/5] ~ 2,618

IR VREEVE
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