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1 Spezielle Relativitatstheorie

F = m7 invariant unter Galilei-Transformation:
P =F+V.-t(Vconst). =7 =0 =rF+V=0+V

= F = m# (Galilei-Invarianz)

1.1

1.2

1.3

Michelson-Experiment

Laufzeit auf Weg 1:

t; = o b 2he 9l 1U2 (c £ v: Galilei)

c—v ctv T c2—v2 T “¢ 1_v2
2
g =21 =_1
- c? 7= /1752
=1t = 2%’)’2

Laufzeit auf Weg 2:
L =2/(%2)2 412,413 + (vt2)? = (ct2)?
S =4542 5 0ok
s =437 =12=2%y

At = tQ — t1 = %(lg"}/ — ll"yZ); At, = %(ll"y — lQ’)/2)
At — At : keine Anderung auf dem Schirm!

(P+A— o+ 7" (7° bewegt sich ca. mit 0,95¢ und strahlt

27 ab),

Genauigkeit 107 = ¢ konstant in allen Bezugsystemen)

Einstein’sche Postulate

SF1

Halbdurchlasziger SP

Licht -
quelle

] |l

SPZ2

HsF

1. Lichtgeschwindigkeit hat zahlenméfig gleichen Wert in allen Bezugsystemen.

2. Naturgesetze sind in allen Intertialsystemen gleich.

Konsequenzen

Gegeben:

Ein Stock (z.b. 1m), an dessen einem Ende eine Lichtquelle und ein Schirm,

am anderen Ende ein Spiegel ist. Die Lichtquelle sendet in regelméfigen Zei-

tintervallen Lichtimpulse, die iiber den Schirm ,,getickt* werden.

Ein anderer Beobachter mit der gleichen Ausriistung befindet sich im System

S’, das sich im Gegensatz zu ihrem System S in z-Richtung bewegt.

Die Zeitdauer zwischen 2 Ticks:

Der Beobachter in S: t = 2%7 (Zeitdauer zwischen 2 Ticks auf bewegter Uhr in S)

_ 1

’y = L =
i B

Zuriickgelegte Strecke in den Inertialsystemen:
‘ Emission ‘ Absorption

S t=0a"=0¢y=02=0|t'=2L 2/=0,y/=0, =0

S |t=0,z=0,y=0, 2z=0 t:Q%'y,x:O,y:O,z:vt:Qlﬂfy

Wi,
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1.4

1.5

1.6

S AR — (As) = *(2L)? — 0) = 42
St A(2L7)2 = (287)? = (32 = B*7)
N———

1
= 2At? — (As)? invariant!

Beispiel

2 Ereignisse in S am gleichen Ort: At = 3s; At von S’ aus = 5s

052 - 2 £ 2552 - 2 — (As)? = (As)?2 =16s%- ¢ = As=4s-c~1,2-10%m

Aus dem anderen Bezugsystem finden beide Ereignisse an vollkommen unterschiedli-
chen Orten statt!

Zeitdiletation und Langenkontraktion

Figenzeit: gemessene Zeit einer Uhr, die in System des Ereignisses ruht. e I <F
L

L =

Lichtuhr ruhe in ', parallel zu ¢, Linge I’ (Eigenlinge) in S’ gemessen.

At = 271/ = At = 271/7 = yAt' (Zeitdiletation)

Hi : At - l/ At ’ ’
mwegs e =UAVARL A LA 4 Aty Lo L
Riickweg: cAt; =1 — vAty
= 2% : ﬁ = 2%72 # vAt' = andere Linge!
ly=U=1= %l’ = /1 — p?I' (Léngenkontraktion)

Lorentztransformation

. . . . ¥ x%i-:-'% ::n:::l1 -1-:-'::|1
Absténde und Betrige von Vektoren bleiben bei Transfor- 2= Ric}
mationen der Koordinatensysteme gleich. i arthogonal,

linear
Bei griechischen Indizes wird ab 0 gezéhlt, bei lateinischen

ab 1.

Vierervektor: z# = (ct,Z) = (ct,z,y,2) ,Kontravarianter
Vierervektor®

Gesucht: Transfo.: x# — 2'#

1. Einstein’sche Aquivalenz = Transfo. linear! = 2’ = Lz (L: 4 x 4-Matrix)

2. P2 =2 + 2 + 22 & At? =2 + y? 4 2?2 = 212 — 7?2 invariant unter L!
242 _ 2

Def. kovarianter Vierervektor: z, = (ct, —Z) = Skalarprodukt: z 2" = c¢°t* — &

(Pseudo-euklidische Metrik, Invariante)

Rehenfolge und Position von Indizes oben und unten fiithren zu anderen Matrizen/Elementen
und sind zu beachten!
Wenn in einem Term ein Index mehrfach vorkommt, wird iiber diesen Index mit allen

moglichen Indizes summiert.
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Ty = g;ule/ = Guv = (metrischer Tensor)

o O =
|
—_

—1
0 O 0 -1
T = Gy Ty = Gury = 3 = g Ty = gty
Wichtig: Bei Kontraktionen (Skalarprodukten) 1 Index unten & 1 Index oben.
g"2g,, = 1 = 6", (4D-Kronecker-Delta)

Lorentz — Transfo. : o' = LF,z"; gesucht: LY, = LM°g,, mit 2’ z), = xFz),
Bewegung der Bezugssysteme entlang der z-Richtung!

o't =LF2%; L= L(v); L(0) =1

Bewegung in z-Richtung: =’ = z, 3 =y = 2’ = 2!, 2? = 22
L% 0 Lo
0 1
L= (L) = ; aat L z
0 01 O
L3, 0 0 L3
aha't =L}, DHa® = LY LY, 22 = (LT), LFyx,x,
0
x =

N
= (LTL)" ,xpa? = zyz)

Tryv _— sv Trywv —
(L*L)¥, = 6", = orthogonal = (L"L)", =1
det(LTL) = +1 = det(LT)det(L) = 1

det(L) = +1: eigentliche Lorentztransformation

0% = 1= LT L% = L% L% + LTS L% = (L%)* — (L%)?
L% 0 0 —LY%
—L3% 0 0 L%

0% = 1= —(L%)* + (L%)?

6% = 0 = LOLY — L3 L3,

det(L) = +1 = Lo L% — L3,LY%

Lo% = 1+ (L%)?% L) = L%; L% =L
t =t = OQwennz' = z=0: z =t (Nullpunkt von K’ in K) = 2% = g20, 2/ =0=2"
Allgemein: 23 = L3 2¥ = L320 + L3203 = (L3, + BL%)2° =0
= L3 = —BL% eingesetzt in L3; = /1 + (L%)2 = /1 + (L3%)2 =~
v 00 —pBy

0 10 0
=L, =

0 01 0

—By 0 0 ~

o =Lz, =L =LT'; L7' = L mit —By — B~

Transo. — Galilei, Transfo. — Grenzgeschw.
v—=0 v —c
2z)

=y =y, = —t), ' =9t -2z



1 Spezielle Relativitétstheorie Theorie der héheren Mechanik

4 - 29

1.7

1.8

1.9

Beispiele

1. Stab der Linge 1 entlang z-Achse ruhend in K. Linge in K'=? Az =1
Naiv: Az =~vAz 4
21— zm=1= (2] —25)y = Az = A2y

2. Ruhende Uhr in K sei z; mit ¢; von K" aus 7] = ~(t1 — %zl),Té =v(ta — %zl),
At = yAt > At (bewegte Uhr langsamer)

Experiment

pu~ ,schweres Elektron“, py~ = e~ +v+v, P+ X » r4+a* 71— p+v,T1 =2,2-1076
2
Weg des p (nr): s & ¢ x T% =3-10°%2 % 2,2-1075s ~ 0, Tkm
T, =v-2,2-107% = 10 tut es!
2

Additionstheorem der Geschwindigkeiten

K’ bewegt sich mit v gegeniiber K. Teilchen in K’ mit w'. w in K=?

1 _ dZ _d
w'=%, w="%2
Lorentz: 2" = ~( —gz)
= dz' = vy(dz — wdt), dt’:’y(dt—%dz), dz = wdt
r__dy . w—
= w _T?_lligl;
:>w:Lwl,w—>v+w’, w —s vte = 348 — ¢ (obere Grenze!
I+ B0 w=c'"P H ( )

1.10 Artigket

3 Ergebnisse betrachten: 1. z = 0, t = 0. sonst noch 2. und 3. (siche Zeichnung)
2 mit Lichtimpuls erreichbar, 2’ nicht.

Zeitartig: As? = c2At? — (Az)? > 0 = 3 System mit Az =0

. Lichtartig: As? = 0 fiir Az = cAt; liegen auf dem Lichtkegel.

Raumartig: As? = c2At? — (Az)? < 0 = 3 System mit At = 0.

Artigeit ist Lorentz-invariant! (Wird durch Transformation nicht geéndert)

Nur gleichartige Ereignisse konnen kausal verbunden werden.

1.11 Lorentztensor und Rechenregeln

a’ Quadrupel mit a* = L, a¥ — a* Vierervektor.

b Vierervektor — ab = atb, = agby — ab

atb” (Tiriadisches Produkt)

— a'M" = L“QagLV)\b’\ = L“Qagb)‘L”)\ = L“gagb)‘(LT)/\V = (LabLT)w

T = L”QTQ/\(LT)A” = (LTLT)* , dann nennt man T Lorentztensor.
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2 Relativistische Mechanik

2.1 Grundlegende Begriffe

2.2

2.3

Aquivalenzprinzip — Grundgleichungen (Bewegungsgleichungen) miissen gleich sein
(kovariant).

Kovarianz — beide Seiten der Gleichung muss sich gleichartig tranformieren kénnen.
Skalar — Invariant (Betragsgleich transformiert).

a' = ¢ (n. kovariant), a*bu = ¢ (kovariant), a* = b* (kovariant), T = b* (n. kovari-

ant), T"a, = b* (kovariant)

x#(t); Eigenzeit: in Ruhesystem : (As)? = c2(At)? = ?(At')? — (Az’)? L-invariant.
= At Lorentzinvariant At = A1 (Eigenzeit).

(= (A1)2( = (55)?) = AP - ) = A(A)2 )

Definition

a) Vierergeschwindigkeit: u# = % = %f;—i = (¢, V)

b) Viererbeschleunigung: a* = dé‘: = d;f: = %% = 7‘15—: = yﬁ(v(t)(c,v(t)))

c¢) Viererimpuls: p# = mou* (Ruhemasse mq Skalar)
p* = ptp, = mdutu, = md(uOug — @*) = md(v?c? — v*v?)
= mo’Y(C2 - U2) = 02m372(1 — %;) m002 Zeitartig!

Bewegungsgleichung

Ay — pudy WL por
ap* _ o dp’ — 1lpu
Y4 dt = Ft = 7F
*FZ — Fim"
N ~~
Newton
Mznkowskl

o — F (i =1,2,3) = Ft = (FO,~F™)

Frr = 3(7;5') = E(’ymov) = E(mv) (mg: geschwindigkeitsunabhéngige Masse)
m = mop7y = Mo %ﬁ?
FO = 4p0 = 44 (ymye) = 4 (me) nach Def!

FH = d’l | up ) = u " = uudfu = uu%(mouﬂ) = mo(d%u”)uu = mo%(u’*u#)
o

= motu?

Ly? = (utu,) =L =0

= ut =0 =ugF’ + u; F* = FO = — L (u; ")
FO = E'ykv (Leistung)
F = vé(m{)’) = ’y(m%’ + v%), (m = ~(t)myp)

Kovariant Definition: p* = mout, ut = df: = 7% = (¢, V)

= pt = ymg(c, T) = m(c,¥); p? = p'p, = mic?
~—

m
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2.4

2.5

Vlererkraft FH = ‘%L = dp " (Minkowski-Kraft)
%F b= dt " (kovariant, mcht mehr manifest kovariant, da nicht offensichtlich kovariant)

i=1,23 Kl =1p="% =4 (’ymov)vjlﬁ(movi)

0__ dp® _ _ _ d 1 _ 1 1 d mo =2
FO =92 = 48 — yd(y(tymoc) = ymock —A— = L —1—— 4 mey
Ji-2 (1-22e?)

FO = Jyk:v k=—Vv— kit = -V =4 =

= Efykv =y (ymoc) = =1y = L(ymoc? +v) =0

Energie und Impuls

2

Energieerhaltung mit T' = ymgc? = =
ez
1

- 2 2 23\ ~ 2 2y 2 4 1 2
T = ";Oczg =moc* (1 — % %) Zmoc* (1 + 555) = mZ + 3mv
B =
T =T —moc* = pt = (1T,ym = ©)
p? =mic? = 1 LT? — (ymo?)? = T? = p?c® + v2miv?c® = m3ct + m2vtc?

T=\/p c+m%c4(Tm——
belmg,ﬁ—>oo:T—>pc.
mo = 0, T' = [p]c nur moglich fir v = ¢!
5 dp 7 dp S
F:d—f,F:0:>d—€:0:>pconst.undpozfymoc:%

Dopplereffekt fiir Licht

E = pc = hw, h—%, w =27

Vierervektor des Photons: p* = (%E’yﬁ) = (%, ~p) im Ruhesystem der Lichquelle.
Py = Do, Py =Dy, V. =702 — B), pf = v(—Bp- + po)
E' =y(E—uvp;) = w =7(w— £p:)
1) Photon bewegt sind in z-Richtung: p, = £ = o' = y(w — fw) = yw(1 — B)
2) Photon unter Winkel ¢ zur z-Achse: p, = [plcos(¢) = w’ = wy(1 — Beos(p)) (sol-

p=F=2>w=qw= g (transversaler Dopplereffekt).
che Winkeldnderung zur Projektion auch Abaration genannt.)

3 Systeme von Teilchen

3.1

Innere und duBere Kraft/Impulserhaltung

mk#’k = ﬁke + F}i (k:1,...,n) e = %ﬁk
(innere Kraft: zwischen Teilchensystem; duere Kraft: von aufien auf das Teilchensys-
tem)
o N
i= > 7
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3.2

3.3

3.4

%ﬁ:O:ﬁe+ﬁi:O: P constant

Newton: ﬁlzk = _ﬁlil
F=YF=YF. =0
k k 1
I#k
= % = F° = P erhalten wenn F° =0

Drehimpulserhaltung

f:FXﬁ:%:L'xﬁ—i—f'xﬁ:f’xﬁ:ﬁiﬁlkonstant
Ik =7 X Py L=SIk
2
W= 3B = (7% x p) = (7% x Fr) = Y (% x (B + FY))
k k k k

=L erhalten, wenn M€ = 0 und innere Kraft Zentralkraft.

Schwerpunkt

——
Pems
L=Y(fkx pr) = S((R+7%) xp) = Rx P+ 7% X p
k k

Kinetische Energie
T =Y "2 = LSy (R+ )2 = L S my(R2 + 2R, + 77)
k e %
= %MR? + %%m;ﬁ% + kaﬁ_f‘lk
k

N’
I?Zmﬁ’k
k
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3.5 2-Teilchen-System
SP: R = ﬁ

=7 =R- mW”, o

Betrachte V(F ) — A

MiT) + math = 61‘/(7“) — €2V(r) =0=mR

ViV(r) = ViV ([i = ) = =VaV ()

= freie Bewegung des Schwerpunktes.

A
31
31 +
3
no

F=r-rf= LR LR =—(L- L)V V(r)=(E+L)F=

mima2

mit reduzierter Masse p1 = ;7472

—

Fo= = = = pr=gm82 (i = 71) = 50 — 55 # > —

Fiir mg >> my gilt: p = my

4 Kontinuumsmechanik

4.1 Dichten und Dichteverteilung

kark A Zrkdmk = N—> [Fdm = [ o(F)Fd>r

M f dm = f o(7
[ o(F)™d3r: ntes Moment der Dichteverteilung.
1. Moment: Schwerpunkt

2. Moment Abwechung vom Schwerpunkt etc.

Jo(x)dz = M, _T @ zdz =0

=gerade (o(—z)=0(x))
_ Lo
= T o
P=% mm, — [ o(P)(F) dr
k S~——
Impulsdichte

DTk X karkka—fgf')rxv())dg
k ~———

Drehimpulsdichte

=]

4.2 Beispiel zum Schwerpunkt

Halbkugel mit Radius a und konstanter Dichte gg

[ o(F)Fd®r = gy [ TFdPr

HK HK
J xd®r = i yd3r
HK HK
a 27 0(2) a o(2)
[ zdr= [ [ [ zododedz=2r [ [ zodoedz, o(z) = Va?
HK 00 0 0 0

— 2




4 Kontinuumsmechanik Theorie der héheren Mechanik 9 - 29

Draht in x-y-Ebene mit kleiner Dicke

Oberflachendichte: o = f&’}, Léngendichte T= %—T )
MY = [ rydl=7 [ ydl = Toafsm Yadp = T9a?[—cos(p)]5 = 27pa®
L3

HK HK ‘ 3
M = nydl:Tg f dl:mﬂ'a:Y:—
HK HK

4.3 Gravitationskraft im SP

il mmi  r1—T
Firom = G it

7, —7
= Fom = Gm ) G 2w im=

= Fm _GMfd3 ’TQ,%S(W—F)

F = —V¢ mit ¢(7) = —GZ ‘mm’“ ——Gm [ & o 2 43y

Beispiel homogene Kugel:

. o0 r<R
o(r) = ; R
0 >R
o) 13,0 _ 1 3. F
I{\F—md r —QOf i
f‘ F|T 2dr’ sm(ﬁ')dﬁ'dgp = [ _,‘dF’dr (mit dQ) = ) r'
dQ2 f,

do(7) = —Gmoy [ 255 = —Goodr’ [ %
(Betrag einer Kugelschale mit Diche d’r und Radius 7’ zum Potential)

’ 12 . ’ ! don! /
f ‘dF _ f r’ 8177(;37);1"9 do’ _ [ 2’" 52”‘(’9 )dv'dig! (qp (¥, ") kompliziert!)
K (r24r'2—=2rr/ cos(q,/)

¢ =', wenn z-Achse||F’ = f ‘ElF:,‘ = 277[ % sin(9')dd"

(2412 =277’ cos(¥)) 2 2
Substitution mit u = 005(19’) = du = —sm(ﬂ’) “
-1
=o' (=) [ ——du
( ) { (r2+r’2+2r7"u)%
Substitution mit v = 72 + % + 2rr'u _.

(r—r")? ,
= 2772 f T dv( 277 )27”"/2( zm« 7)[20] E::/)i ‘
(r+r")2 v2 )

= —2((r =) (r+ )

= do(r) = —Goodr' (—2m)=((Jr —1') — (r +17))

a)r>r do(r )——Gd—M
)

b) r <1 do(r) = -G = const
¢(r) = [ do:
a) aufen: r > R 1>/ fiir alle v’ = ¢(r) = =G [4Y4 = _CM — L GoynR?
b) innen: r < R ¢(r fd(Z)—f—fd(b——Gfdy—Gfdy
r<r! r>r! r<r! r>r/

R 12 3.1
— _GQ0f Anr /d'r _ GlMo
(M Masse innerhalb Kugel mit Ratius r/, M = 37r'r 30)
= —47rGQQ(R7 — %) — G% = —4rGoo3(R? — %) — §7TT3GQ()%
=Mk - B
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F= —quzS = —mffé}
2
< - 852755275);)(;5_%—’—3?[?Wenn¢:¢(r))
a) aufen: V?¢ = —GMV?21

- - 1

V1= VvVl =VV
51 _9_ 1 _ 3 1 on_ 3
Vis =V e 203 T T
— 5 — 7’2
=—((VEH)i+ 5(Vr)=35% -3 =0 .

T

”Laplace-Gleichung”
b) innen: V¢ = VV¢ = GM%@@TZ
Vir? = V(a2 +y? + 22) = 27
= V2 = GM 555 - 6 = Goo3mR? 45 - 6 = 4700G

) 0 r>R . )
= Vop =
drGoy 7 < R
V2¢ = 4rGo(r), ( ) = 000 (r — R) ”Poisson-Gleichung”
= o(r) = GMf = w| + ¢o(r) mit ¢p Losung von V2¢y = 0
»

5 Bewegung starrer Korper

5.1 Drehung eines starren Korpers um feste Achse 7

L= [ o(A) (7 x #(r))d®r ~n
L=L-ii= [o(Ff x 0)d®r x i = [ o(fi x F)Td*r = [ oFsin(¥) Td*r = [ od?>d*r¢
d

= L= /Qd2d37“o_j = & (I:Tragheitsmoment)
—_—
=:1
(wdd = pi)

Kinetische Energie: T = L [ ov?d®r = Linto(#? + 42)d®r = L [ od®d*r = L Iw?
——
I

_ _ 1,2 __ 17, 2
Impuls=mv, T' = smv* = 5Iw

5.2 Beispiel: Tragheitsmoment einer homogenen Kugel mit gy, R

I = [ ood*d*r = Qofg ododpdz = 2o f dzf\/R2 — 220%do
R

= 27 f dz(R*—2%)% = Z oy f dz(R*—2R?22+24) = %Qo(R42R—2R22%3 —1-2%)
-R

ZEQO(2R5_%R5+%R5)_2Q 12R5—% M16R5 QMR2

5.3 Steinersche Satz

P =g+ 7= I'= [o@)"?d®* = [ o(F)(R + 7)2d?r
:MR2+/Q(F')7“2d37‘+2R/Q(7‘)rd r=Isp+ MR?

Isp 0 da SPS
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5.4 Beispiel: Tonne auf schiefer Ebene

Energie d. rollenden Zylinders: £ =TV = %Iw2 + %mfufr + mgz
(I: TM der Zylinderachse)
vtr = $, Abrollbedingung: v, = Rp = E = 1 51+ MR2)¢2 — MgRypsin(a) + Mgh

4 — 0= LI+ MR*)2¢p — MyRsin(a)f = 0= ¢ — 258 sin(a) = gsmgg =
MR

5.5 Physikalisches Pendel

(Mathematisches Pendel: w? = 2)

M =1¢ =% = —Mghsin(p) = I$ + Mghsin(y) =0
(kleine Ausschlage: sin(¢) = ¢, Bogenmaf!)

=@+ Mtp=0

= harmomscher Oszillator mit w? = Mfgh

Lénge des dquivalenten mathematischen Pendels: [, = Mih

Anderung von w bei Anderung von h: dw? = d( Mgh) I=1Isp+ Mh?

Mgh Mgh \ (Isp+Mh2)—2Mh
= d(7F7) = dl535m) = Mo o dh

dw? :OfﬁTISP+Mh2—2Mh2:0:>ISP:Mh2:>h:1/ISWP

6 Drehung um einen Punkt

2Ks: 1. Laborsystem, 2.Korperfestes System
. . 3
1. Lab: 7= R+ 7 = R+ > z.é, (€ karth. Einheitsvektor im korperfesten System)

=1

T = %kavi = %ka(ﬁ—i—wxr k)2 = %MR2+EkaQ X ﬁk +%ka(wxﬁk)2
k k & k
0 wenn in KfS, SP=0

(@ x b) - (¢ x d) = (ac)(bd) — (be)(éd)
= (@ x 772 = @7y — (74@)?
Ty = %%mk(cﬁ X 7)) = %%mk(w%"k — (r'1)?)

592 N 3
G2l — (Mp@)? = S w2 ? — (2 o ;)2 = Z wlr)? Za: x;“ Wi,

/ /
Iij —kaZ(rk i — xF x?)

Kontmuumsdarstellung Ii; = f@ _2513 - wkle/)dgr
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6.2

6.3

6.4

(3 x 3-Matrix, Tragheitstensor)
T = %]\JR2 + % Zfijwiwj
ij

fg(y2 + 22)d>r —fga:yd3r —fgmzdgr
I = —fgya:d37“ fg(a:z + 22)d3r —fgyzd3r
— [ ozxd®r — [ozyd®r [ o(a® +y?)d*r

(Tragheitstensor, Symmetrisch, 6 unabhéngige Komponenten)

Drehimpuls des starren Korpers

L= [o(Fx D)d3r = [ o(F x (3 x P)d>r = [ o[@r? — #(& - vor)]d3r
Li = [o(rPw; — ;Y wizj)d®r = [ 0(r?6ij — wix;)d3r = Ljw; = L=1I3
J J

L im allgemeinen nicht nicht parallel zu &

Bestimmung der Haupttrdagheitsachsen

Angenommen es gibt korperfestes System, sodass EHJ} = L = I,& mit Iy Zahl.

L; = Lijjw; = Ipw; = Lijjwj — Iow; = (I;j — Iodij)wj = 0

(Summe iiber j: 1 bis 3 [Einstein-Summen-Konvention])

Lineares homogenes 3d. Gleichungssystem fiir Unbekannte: w1, we, w3

Nichttriviale Losung< |I;; — Ind;j| = 0 = Iy Eigenwert des Tragheitstensor.

3 Eigenwerte I} = (I;; — Ié“dij)w;? = 0 nicht trivial 1osbar fiir &* (Eigenvektor von I)
= Triigheitstensor diagbar durch Achsenwahl ||&*

[ o(y? + 2%)d*r 0 0
= 1= 0 [ o(x? + 22)d3r 0
0 0 [ o(a? + y*)d*r

Aber: Sind w’ senkrecht aufeinander? Sonst kein karth. Koordsys.
Ik = Iya® |- &t
ISt = Lt |- "

=&l ek — bl = (I — 1) = (IFIDGke =0

1y 3 2] Jv 0+0/Wk™l
—

— = GG — GRIE = (IF — ISk

=0, da diagonal
= (J; orthogonal aufeinander, wenn alle Eigenwerte verschieden.

Beispiel: quadratische Platte in x,y-Ebene

Seitenlénge a, keine z-Ausdehnung, daher oq :Flachendichte.

Ly Lo Iz

Lij = [o0(r?6;; — xixj)dF = | Iy Iy Ip
I3y Isp I33

oo [y*dF —oy [xydF —o¢ [ zzdF

= Iy = 119 Jofl'QdF —aofyzdF

Iy =TLs Isp=1Is oo [(2*+y?*)dF
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4 4

a _a” 1 2 1 2
005 007 0 sMa iMa 0
— a a* _ 1 2 1 2
= —00g 0'0§ 0 = —ZMCL gMCL 0
0 0  Z2o00a* 0 0  2Ma?

Nun sei |I] = 0, also

(3Ma® — Ih)?(3Ma® — Iy) — (s Ma®)?(3Ma* — Iy) =0

los = %Maz = (%M(ﬂ —Iy)* — (%Maz)Q =0= oy = %MC& Io2 = %M(IQ
Gleichungssystem fiir ersten Eigenwert: (I;; — Ind;j)w; =0

(§Ma? — EMa*)wi — Md*w) =0 = w] = w)]

—IMd’w} + (3Ma? — kr12Ma?®)w} = 0 = w] = w}

(2Ma* — 5 Ma*)wi =0=wi =0

= &' = (wo, wo, 0)

2. Eigenwert:

2 _ 2

w? = —w? w2 =0= vow?

= (WOa —wo, 0)

3. Eigenwert:

—%wi”—%w%zO, —%w?)—%w%:ij?:wg’:O
2 2y, .3 _ =3 _

(3 — §)w3 =0= & =(0,0,wp)

Also Achsen orthogonal zueinander!

Drehung um eine w;-Achse: &||L I im neuen Koordinatensystem diagonalisiert!

6.5 Rotation eines starren Kérpers um einen Festen Punkt

T = %Zlijwiwj; f: I(Ij; (Lz = Iijw]') Iij = f Q(F)(TQ(SZ']' — xixj)d3r (KF KOOI‘d.)
J

EH(D’ = I;; = Ipw; = L; nur nichttriviale Lésung, wenn Iy EW von I ist!
Drehung um Achsen, die parallel sind zu den EV von I: L||@ = ,Haupttrigheitsachsen®
I;; reell, symmetr. = diagbar. durch geeign. Wahl des Koordinatensystems.

L 0 0
I' = 0 I, 0 (I;: Eigenwerte von I;;, Haupttrégheitsmomente).
0 0 I3

Neues Koordinatensystem muss Achsen parallel zu @' haben!

6.6 Beispiel: Fortsetzung Platte

Eigenwerte einer Matrix &ndern sich nicht durch Transformation!

(im Korperfesten System)

5 0 0
12

Nach Drehung ist I = (...) = I' = Ma* | 0 5 0
0 0 2

(Diagonalelemente/Eigenwerte I; heifen Haupttrigheitsmomente)

Symmetrieachsen sind immer auch Haupttriagheitsachsen!
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6.7 Koordinatentransformation

— —
/

Rotation des KS: 7(x, )—> (« y’), r = Arxl = Ajjx;

3
Immer gilt: r? = 7" =l =2 Z]xzxj) ZZZAijxinkxk
i= i g
= %A'finkxj;pk = Zk( A)jpzjzy = Zxk, also (AT A)j, = (5]k = ATA=1
v J

= AT = A= = A orthogonal. Drehung ist orthogonal: ATA = AAT
= [of (r26; —x’:c’ d3r = ol 251] AzkxkAjlxl)d3r— fg (AT A)— AikxkAﬂxl)d?’r:
[ o(r? Ay Ajj— A Ajzex)dr = [ o(r?Ay—Apapx)d®r = [ o(r Zk:Aikakz—Xk: Aikiﬁkﬂfl)d?”'”AlTj =
Aig, [ 0(r?0p — wpa)dPrAf; = Al Af; = (ATAT),;
Forderung: I" diagonal = (AIAT);; = I;6;; = Bestimmungsgleichung fiir A.

6.8 Beispiel: Fortsetung Platte

cosp  sin(p) 0
A= | —sin(p) cos(p) 0 | fiir Drehung um Winkel ¢
0 0 1
' = Aljzj = ccos(p) + ysin(p), y = Agjz; = —xsin(pp) + ycos(pp)), 2 =
cos(¢p) sin(p) 0 % % 0 cos(¢p) —sin(p) 0 0
AIAT = | —sin(p) cos(p) 0 —% % 0 sin(¢) cos(p) 0O 0
0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 I3
= @ = 45°
frEIErlkrEISEI
. |
7 Kreisel <p |
schr_ Kreisel !
7.1 Bewegungsgleichung nicht n Vorlesung |
mg 2
M = ‘% = %(I&}) im Labor.

_':ZLZ-é’,-, Cé% Z dtzez (Labor)
1

= dL d T -
L =3 L, ‘éf = Z ‘el + Z % L 15 (Korperfestes System)
(2

Cdt
Ar—’ W
'L GxL
dt
- ur d dL
_dL _ -\ -
Mf—tf£(w)—ﬁ+w+va
Labor KS

Korperfestes System (KS): M; = % + (@ + L);

Wiihle KS so, dass Hauptachsen. = I diagonal = L; = I;jw; ([;; zeitl. konstant im
KS)

= M;=I%0 4 ey Ly,

Ihw=A, Inpo =B, I33=C, &= (p,q,r) (Euler)

My = Ap+ qLs —rLy = Ap + (C — B)gr,

My = Bg+ (A—C)rp,

Ms =Cr+ (B —a)pq

(Eulerische Kreiselgleichung)
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7.2 Kraftefreier, symmetrischer Kreisel

Kriftefrei: M = 0, symmetrisch: A = B ‘
1)Ap+ (C — A)gr =0, 2)A¢g+ (A—-C)rp=0, 3)Cr+0=0
(3) = %(Lz) =0= L, = const, w, = const.

x,y,z: KS, X,Y,Z:Labor

(1&2) = p = A;fcqr, (2) = 4= —%rp

(1&2) = pp+q¢d=0= %(p2 + qz) =0= wg + wg zeitl. konstant
= Wi +wp +wl=a?=const (1) == Al gr = —AZC . A2y 2y = const

(2)p+ (455r)*p =0
p(t) = posin(Qt), Q = %r, q(t) = pocos(2t) = glm. Prézession von & um die

Figurenachse z mit Winkelgeschwindigkeit (2.

Problem: Bewegung im Labor?

r=const, p?+q¢*> = const = A(p*+ ¢*) + Cr? = const = Ixy (W% + w?) = const
=T = %Iijwiwj, wj = %[_:u_}, dann L; = L;jw; = L& = const

= freier Kreisel: M = 0 = L konstant im Labor, (Labor so, dass L||é%)

2 — const

= L& = const, L = const= |E| =const, PP+ +r’=w
= |w| = const = EJJ’ = const z =
Beispiel: 45¢ = - = T =28 =27. 300 = 27.300- £ =300d 2%

(Erde dreht um Figurenachse)

o
M

Kl

7.3 Eulerische Winkel
1) Drehung um z-Achse um v -
) 5 Vo

2) Drehung von 0-N-Achse (Knotenlinie) um 6
3) Drehung im neuen z-Achse um ¢ &=

R(,0,¢) = Rz(¢)Rn(0) Rz () X N
= R(¢,0,¢)7. Momentane Drehachse: J = &1 + Jy + &3
(&; = Drehung um Euler-Achse 1)
1) % p=psin(®)sin(@), q=sin(6)cos(@), r=1cos(f)
2) 0:p=~0cos(p), q=—0sin(¢), r=0
3) ¢ '

= Gesamtvektor @ : p = 0 cos(¢))+ sin(0) sin(0), ¢ = —0sin(¢)+v sin(6) cos'(gb), r = 1 cos(h)

' Drehimpulsachse 1F
Figurcnachse A
) I _~ Rastkegel
y ~ .
— ¥ sin(@)
/ ©
a0 -
fmomentane 7 & -
// Rotationsachse Z'
g ';,3 N
T~ \/ O 0

Gangkegel Y2 s [g)
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7.4 Anwendung auf Kreisel

&.||L = L. = lr = const = cos(f) = const
p = sin(f) cos(phi) = wy sin(Qt), ¢ = 1) sin(f) cos(p) = w, cos(Qt), r =1 cos()+¢
(Nur fiir diese Art von Kreiseln!)

Q= 238, p?+¢* =wl =4?sin’(0) = const = § = # = const

= 1) = wt — 7“;?&‘ VI + (AR, mmbmmat) = 6=0t 6=9
8 Lagrange-Theorie

—

F=mi= Fr=mi, F,=m(—rd?—rsin?)e) 4

1) Gleiche Gestalt fiir alle Koordinanten

2) Generalisierte Koordinaten ¢;, so dass zwischen diesen keine Zwangsbedingung existiert.
(Zwangsbedingung: e.g: d*> = (x 2 —21)% 4+ (y2 —v1)? + (22 — 21)?)
= Lagrange Fu’ L(¢;, i), S = fL qi(t), ¢;(t))dt (Wirkung)

8.1 Hamilt’sches Prinzip

S ist stationér fiir die wahre Bahn.

Bild: % = 0 an stationdren Punkten. f(x) = f(z;) + (z — xi)%\wi + 3z — $z)2di2 l;
= f &dndert sich kaum, daher stationir.

Hat man die wahre Bahn bereits gefunden, #indern kleine Anderungen an dieser Bahn
S nlcht'

58 = fL ¢ +0q;,Gi + 8¢;)dt — [ L(gq; — ¢;)dt < 0 fiir wahre Bahn.

<

(Q”L + 5%7 gi + (5%) = (Qu QZ) dqi 6% %5% +

Fix)
= 08 = f 9L5qs + $eo¢i)dt, 0 = 0% = 4(5q;)
t1
=88 = f 9L 5, 4+ 4L 4 5.\t = [(DLog; + 4(%Lsq) — 4 (4L) - 5q)dt A .
‘ L -
t X

f(jci it ))6QZdt+fdt i dai)

to
Fixierter Anfangs und Endpunkt' 0qi(to) = dqi(t1) =0

d ,dL dL
=05 = f*—a(dq )oq;)dt = 0 = ﬁ(diqi)_diqi
———

Lagrangesche Bewegungsgl.

= 0, da dq beliebig.

F=%=%_ Fp=g

konservative Kraft: F' = —d—v = % (— ‘fl‘;) =0= gtm:v (- =0= %%(%mfv?)—
(-X)y=0=>L=T-V= 2me—V

allgemeine Lagrange-Funktion

= L(gi,¢) =T -V

Zwangsbedingungen: F(z1, ..., 2Zn,t) = 0 heilen holonone ZB.
Beispiel: dZ. Z(:U —22)2=0
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Nicht holonone ZB sind beispielsweise Ungleichungen.

Fi(x1,...,t) = 0 heiflen auch rehonone, Fy(z1,...,x,) = 0 skleronone ZB.

8.2 Holonone Zwangsbedingungen

QiZQi(xly"-axn7t)v i1=1 5. ’fa N — f: Zahl der ZB. y L :Zﬂi(iha- aQnat)
. d; d dxy d d; d. d
T:%§mkxi:%%mk(dﬁq (Zk) %%mk(lz dgf; deQQJ+2Z dzllq (Zk"‘( xk) )

8.3 Skleronone Zwangsbedingungen

T = gzmkzi;gf( )92 (q:)dnds = ;%au(qi)akj(qi)q‘zq’j

T=3 ;mlj(Qi)QZQj G5k — 4k = &5 (mijay) — §E + &
J J

. d
:ZmlJQJ 22 ml]i]%‘i'dq _07 = a"'af? V:V(QLan)
J

|| GM

8.4 Betrachte: kart. Koordsys. zu Kugelkoordsys.

dav

kart: mxz = FZ — du

Kugel:
) . ) . v _
m(# — r9% — rsin?(9)p?) + o =0
. . ) : v

mir (1 + 27 — rsin(9) cos(9)p?) + Gy =0 :

mr sin(9) (r sin(9)@ + 2sin(9)rp + 2r cos(9) o) + g—‘; =0
T = Imv?=2(%)2 ds? = dr? + r2d9? + r? sin? (1) 0>
(45)2 = 52 4 1292 4 12 sin(0) 2

v

d
L= %(7‘2 + 7292 4 2 sin?(9)p?) — V (1,9, ¢)
d oL _ 9L d 8L)

5 :%— =mr = 5 9 — 9 = dt(mr) S :mi“'—mm92—mrsin2(19)gb+%f‘r/ =0
L=T-V = L(q,qit); T=53 Zmij(%)diq]’
ij

t1
§ [Ldt=0= %(p”?) — % = 0 (Lagrange Bewegungsgleichung)
¢

prq;

8.5 Beispiel: mathematisches Pendel

gesucht: generalisierte Koordinaten.

x = lsin(p), y = —lcos(p)

T = 2(i% +§%) = B12p? = §1w?, V =mg(y +1) = —mgl cos(y) + mgl
L=T-V= %F@Q + mgl cos(p) — mgl = ¢ = q : generalisierte Koordinate.
oL
B
¢ klein: sin(p) =~ ¢ = ¢ = @psin(wt +6), w? = g

= mi?; ‘%Lgo = —mglsin(¢) = mi*@ + mglsin(p) = 0= ¢ + %sin(cp) =0
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9 Normalschwingungen

8.6 Atwood’sche Maschine (Umlenkrollen-Schwingung)

Nebenbedingung' konstante Fadenlinge: 21 + x2 = —I (holonom, skleronom) PHL;%::
2 _ 1, .2 e
L=T-V = mlxl 53MaTy — M1gr1 — Mg ]
= .CE% + B2 (=l —x1) —migxy — mag(—l — 1) = 21 = ¢ : gen. Koord. :
. . . . _ | ey
8L = myiy + maiy = (my 4 ma)i —mig —mag = 0= & = Mg i
Alternative iiber Newton (Seilspannung): my |.
i
miTy = —mi1g+ 8, MaZe = —Meg+ S, T1 = —Ta = ... x] R
i
I
8.7 Symmetrien und Erhaltungssitze mg'
1) L nicht explizit g-abh. = %—S =0= %(%) =0=p= % = const =: generalisier-
ter Impuls
2) L nicht explizit von t abgh.= % = g—{;q'—l— %{;(j—l— % = %(%) ]+ %d (%’;q)

4 (pg) = 4(pg— L) = 0= pg — L (ErhaltungsgréBe Energie!)
mii — Ri*+V =28+V =FE

Allgemein:
pi=5 =50 =% %mqufiz = % ML O (Grdr) = % L (Oirdr + Groir)
= Z g+ E Sl = Emzzm
Zpi(h‘_ :2T—(T—V) =T+V=FE
7

Sei x; = ¢; — qi, gen. Koord.
V(dl) = V(qlo + le dqi lg

9%V
+l Tilj ———=
2 %: " 9G;g; G0

Vij
Gy = =0=V(g) =W+ % > Vijwizy = V(x;)
ij

Im Gleichgewicht ist V minimal = aq

=35 me(a:k)xlxj =L=T-V=3 Zm”a:zx] 5 Zvijxixj, ,j=1,..,f
ij ij ij
Bewegungsgleichung fiir k-te Koordinaten:
F(H) + 5 = 0= S (S myry) + G- = o mi + o = Yomykay + 3 vjag
j j j j
= Z(mjkxj + ijl'j) =0, k=1,...,f
J
Ansatz: z; = Aje™!
2o (myp(—w?) Ajett + Vi Ajelt) = 0
J
= Z(—mejk +Vji)A; = 0 (f Gleichungen fiir f Unbekannte) = lineares homogenes Gleichungs-
J
System

(nicht trivial fiir A; lsbar < det(—w?m;;) = 0 = Gleichungen fiir w fiir f Werte w, (o =

1,..,f))

(mjx und Vj;, Eigenschaften des Korpers!)
= A?
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Allgemeine Losung fir o : zj = ) CaA?ewat = KEigenfrequenzen
a=1
xj schwingt kompliziert mit vielen Frequenzen! Nur Realteil physikalisch relevant.
Fiihre neue Koordinate ein: g, = Cpe™et = z; = Z Ao, J=1,sf = qa = do(z;) linear.

r=Aq, q= At = L(x,%) und L(q,q) gleiche Gestalt da Transfo. linear.
L(Q> ) % Zk:mo(qa aqa)v Qa = \/Maqo = L= 2 E(Qi - w?)zQ?x)

9.1 Beispiel: gekoppelte 2-dim. harm. Oszillator

L="9(3" +5?) — gk(2® + ) + amay, my =

—2am
V11 = k‘, V22 = ki, Vo1 = —2am = v =
—2am
Bewegungsgleichung: #% + wix + ay =0, §* + wiy? + ax =0,
Ansatz: x; = Aje™t, = Ageit
= (—w?+w )Al—aAg—O (—w? +w2)As —aA; =0
wi — w? —a

= n. trivial 16sbar wenn =0

—a wg — w?
:>(w8—w2)2—a2:O:>w%:w8—a, w§:w8+a
Ly M4 A=Ay OURTA) A2 = — A2
Oz(Al - Ag) =0 Oé(Al + AQ) =0

= Allg. Losung: x = Cy Ale™1t + CyA2e™2t y = O ALt 4 Cy Adeiw2t

= AZa eingesetzt: x = C1 Ale™1t 4+ Oy AZe™2t | y = C1 Aje™1t — CyATeiwnt

Schwache Kopplung: o << w? = wiz =wi Fa

_ 2 — ~ a ) _a_

= wig = \/woiFoz—'wo /121111%8 ivwo(lqi 233) =wo 253

= 1 = 0l (C1Afe B0 4 CoAde' ),y =

Anfangsbedingungen so, dass C142 = CoA?  (y(t=0)=0)= z(t) ~ cos(%wot)ewot

Sei nun % s <<wo, @1 = Bie™t gy = Boe™?!, By = ClA%, By = CQA%

fU—Q1+Q2, Z/—Ch—CI2=>Q1=%($+y)» 42 = (93—3/)

Schwingungen sind ungekoppelt und fithren Normal-Koordinaten-Schwingungen aus.
9.2 Beispiel: gek. Oszillator mit 2 Massen und 3 Federn.

[ 1
L= "32 4 7252 V() 1) X0 X X2 Xz
V(z1,m2) = $ki(z1 — 210)? + $ho(z2 — 220)2 + $k3((z1 — z10) — (22 — 320))?
midy + k1 (x1 — z10) + ks((z1 — 210) — (2 — 220)) =0
maio + ka(z2 — 290) — k3((z1 — 210) — (¥2 — 220)) =0
q1 =1 — T10, G2 = T2 — 20
= maGr + kiqr + k3(q1 — q2) = 0, made + kage — k3(q1 — q2) = 0 = mydi + mado +
kiqr + koq2 =0
Seimi =mo=m, ki=ka=k=m(G+¢)+k(qg1+a)=0
X=q+@p=>mX+kX=0=X(t) = Ae™0t, wy= \/%
m(Gy + d2) + k(g1 — q2) + 2ks(qn — @2) =0 =Y = q1 — qa = mY + (k + 2k3)Y =0
= Y (t) = Bet, w = /K2

m
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X und Y sind Normalmoden mit der Normalfrequenz wg, wi

X = ql(Aeiwot 4 Beiw1t> . %’ Y = qQ(Aeiwot o Beiwlt) . %

q = gew()t(l _|_ B i(wl—wo)t% g = geiwot(l _ %ei(wl—wo)t) - Schwebung!
wl—wozwm/l—i-m% wowwo(l—i-%’—i—...)—wofiirkg/k<<1

éwl—woz%wo << wp

10 Bewegungen in beschleunigten Bezugssystemen
10.1 a) geradlinige Bewegung (keine Rotation)

7=V +7,7= R+ (U: Potential, V: Geschw. des Systems, v’:Teilchengeschw. in
System, v:Teilchengeschw.

m~2 77 _ __m__ mi;2 o mA2
= L =737 U—2(‘7+ﬁ,)2_U:2V +mVv + 5 - U

VA A a7 _ d(tp _ A\ _ = dV
V. _Vﬁ_%<v ’I”) T dt

ty
Hamiltonsches Prinzip: § [ Ldt =0, L — L' = L+ £
to

t1 t1
§[Ldt= 6 [L'dt =4[ Ldt+ [%dt =6 [ Ldt+6(F(t1) — F(ty)) = 6 [ L'dt = [ Ldt
to to o~

0

= L ist bestimmt bis auf totale zeitliche Ableitung.
dv
2
— -——=U
5 — mi’ o
L'bew.Sys.

. . . 2
dquivalent L = V= +

10.2 b) allgemeine Bewegungen und Rotationen

T=V+@x7) -7
Eingesetzt in L': L' = 24" — mf’”‘%{ — U (¢": Geschw. in Rotation)
v =@x) -7

v
= BT+ (@x ) —m W U = BRI ) ) A md (@ X ) —mi Y U

10.3 Bewegungsgleichungen

= oL
G =mu +m(D X ), g =T
0

REn (I}xf’):2(<25><f‘)a%i(c3xf)

(B X Pk = Fo=Ehm@iTm = Ektin, = (& X Mz (& X P)p = (& X F)rersiwr

= (& x 7) x &)

a?ciﬁ' (@ x7) = ail UR(& X Tk = Vkgy; O (& X F)g = UkEktmwl 32 T = VEERLW, = (U X @);
= L(5L) — B = L (mw; + m(@ x 7)i) — m((& X 7) x &)y —m(T x &); +me. + 5T
:>mcgjj :fg—gfm%qu(rxw) +2m(U X &); + m((J x 7) X @),

Scheinkraft
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10.4 Scheinkriafte -
w=F

m = VU — m2 (7 x &) + 2m (7 x &) — m(@ x (& x 7))

=il

1) m7 x &= Anderung der Drehgeschwindigkeit
Dx(DxF)

2) 2m¥ x & = Corioles-Kraft

3) —m(d x (& x 7)) = Zentrifugalkraft

Radial nach auflen L& r

|5 % (G x 7))| = w|@ x 7] sin(¥) = wwrsin(p) = w?p

R =R+7 mi=-VU - mR+m( X &) + 2m(F X @) —m(@ X (& x 7))

Corioleskr. Zentrifugalkr.

10.5 Energieerhaltung in beiden Bezugssystemen

%%:():E:pQ—Lerhalten

5

Energie im bewegten System: L' = Zv? + mo (w XM+ 2(@x7)?-U (@=R=0)

p= %Lq/ ipz—%—mmem(wxr) =po (general. Impuls im System 0)
E' = p;¢ — L:m(vi—i—(wxr))w,—5v2—mr—mv(wxf) D@ x4+ U
:%UQ—%((D’XF)'Q—I—U

(Fiir R=0) (th = R' = 0+ & x 7)

E=20-dx )2 - 2@ x )2 +U =202 —mip(@ x7)+U=E —mip(& x 7)

=~

=—&(Fxmio)=—a@

10.6 Beispiel: Gewicht an Faden rotiert um z-Achse

a) Lab Sys: & = (0,w)
Kréfte:

1) Gewichtskraft: (0, —mg)

2) Seilspannung: (7' sin(4), T cos(¥))

3) Zentripetalkraft: (mw?p,0)

F,=T+G (Bedingung fiir stabile Bewegung)
mw?o = Tsin(9¥), 0= T cos(d) —mg

mw?lsin(¥) = Tsin(¥) = T = mw?l = o575 (19 #0), cos(¥) = 1%

OS

— — —

b) Bewegtes System: Gleichgewbew.: Fipq = 0=G + T + F,
Zentrifugalkr.
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10.7 Beispiel: Masse in drehendem Rohr

. . . !
keine Gravitation! wvg = wpa = const

Austrittswinkel: ¢, = % (cos(pg) = %)

% = cos(p) = r(p) = ﬁ, vy = wr = vy cos(p) = woa cos(y)
= Wy = woa cos2(p) = ¢ = wg cos?(p) = Wﬁ@ = wodt
Anfangebedingungen: t =0, ¢ =0 = f 0052 -y = wot = tan(yp)
w(t) = wpcos?(p) = Tt = 1+(U:.)0t) fiir freie Bewegung!
Austrittszeit = Ui = ﬁ = % = g—g

10.8 Bewegung auf Erde
mi'=—VU +m(—K — & x 7 — & x (& x 7) — 26 x ¥)
R = 6,4 - 103km(Erdradius), R = x R, R=0xR=3x(@xR
Komponenten von w im erdfesten System &
R=(0,0,R), R=w?Rcos(®)-(0,sin(e)), — cos(t)))
Annahme: r << R = & x (& x ) vernachlissigbar. (r: Abstand von Erdoberfl.)
Bewegungsgleichungen:
mé = Fg +m(—2& x )¢ = Fe 4+ m(—2w(cos(¢)¢ — sin(1))n))
mij = F, + m(—w?Rcos(1) sin(¢)) — 2wsin(1h)E)
m¢ = Fr + m(w?R cos?(1)) + 2w cos(1h)E)
Annahme: F = (0,0, —mG), @ =0 (ruhende Masse)
mé =0, mij=—mw?Rcos(1)sin(y)), m¢=—mG + mw?R cos?(1)
)

=g=1\/i?+ (2 = /(w?R)2 cos? () sin®(¥) + (—G + w2 R cos?(1)))2

5
WR = (375)%6.4-10%m = (3)% 6,4 10°57 ~ 410252 =4 £05 % ~3-107%%

wlR << G = g= /G2 — 2w2RG cos? (1) ~ G—w? R cos®(¥) ~ (9,810, 03 cos? (1))

: Fey ’R
sin(6) = ‘mg’| = lTG Z‘;ﬂl;%l)‘ ~ 0,003 sin(21))

11 Fall und Wurf auf der Erde

T#0

S
)3,

FZ

F = (0,0,—mG) = (0,0, —mg) (neues KS so, dass z-Achse in Ri. der eff. Grav.) (x,y,z)

mi = Fy +m(—2w(Z cos(yp) — gsin(y)))
mij = F, + m(—2wisin(y)), mz=F, +m(2wicos(y)) (¢~ ¢) A

mi = —2mw(z cos(1p) — ysin(v))) |
= | my = —2mw(zsin(y))
mzZ = —mg+ 2mw cos(1))

11.1 Beispiel: Freier Fall

T,y <<z =mix —2mwicos(y), my~0, mi~x —mg
To=yo=0, zo=h = z(t)=h—3gt> =i = —2wcos(¢)(—gt)
= 2(t) = swgt? cos(1p) (Richtung nach Osten!)

3
2(tf) =0=>ty = ,/% = z(ty) = wgcos(v) - %(%)2
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w="73-10"°L cos(¢)~ 3, h~100m = a(t;)=73-107°-9.81- % %(25}8010)% =1.lem
1. Iteration: & = —2w(Zcos(p)) = —2w(—gt)cos(y)

j = —2w(isin(p)) = —2w(2wcos(p)L sin(y))

Z =—g+2w cos(ga)%

11.2 Beispiel: senkrechter Wurf

2(0) = y(0) = 2(0) = 0; 2(0) = y(0) = 0; 2(0) = vo
¥ =2wcos(p)z, =0, 2=—g

Z=—gt+uvy= z(t) = —%th + vot

Zeit bis Umkehrpunkt: ¢, = 2 = h = z(ty) = %—(Q’

g
&= —2wcos(p)z = —2wcos(p)(vg — gt) = & = 2w cos(go)(g;2 vot)
3 v v
2(t) = 2w cos() (gh 2 — Juat?),  (tu) = weos(p) (9 ()3 — vp(2)2) = 2w cos() %
(Westablenkung!)
v3
2(t5) = 2 cos() (1 (22)8 — vy 1(2)%) = — i cos(ip)

11.3 Beispiel: waagrechter Wurf
&= —2w(2cos(p) —ysin(p)), §=—2wisin(p), Z=—g+ 2wi cos(p) ?ﬁﬂf =
2 << Z,y =1 =2wsin(p)y, §=—2wsin(p)t, Z=—g+ 2wcos(p)r ;
2w cos(p) ~ 14,6 -107° - 11 ~ 7.3.10751
(7.3-107°-3-10*% ~ 21 10- S1Eg)

w, =wsin(p), wy =wcos(p), &=2gw,, §J=—2dw,

Bewegungsfrei (Intertialsystem), wenn dieses mit —w sin(p) auf Erde dreht.
7 > 0 : Ablenkung nach rechts, 3 < 0: Ablenkung nach rechts
# > 0 : Ablenkung nach rechts, & < 0: Ablenkung nach rechts

12 Hamilton’sche Mechanik

4(%) - % 0
Kanonischer Impuls: p = %’ (¢,49) = (q,p)
Def: Hamilton-Fu’: H(q,p,t) = pd — L(q, 4, t)

L(q,q,t) = %Zmz’j(Q)(ii%’ —V(g,t), (ms;(p) skleronome ZB)

Lagrange Bewegungsgl.:

PhaE = kag( )i = p=p(q,q) < ¢ =q(q,p)
= H(q, p, t) = pla,p) — L(q, (g, p), t)

12.1 Zeitabhangigkeit von H(Variation von H)

GH—aqqur 9H gy, + Btdt

- oL, .. .
nach Definition: = 8q g —|— dq + aHdt %—qu +(p— 87q')dq + gdp — %dt
0

3 . OH __ _OL. - _ OH. oH oL
Vergleich der 0H: B0 = "o 4=% MGy =%
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- _0H. . _ _OH OH _ _ 0L
= 4=y P= =3¢ (% = —%%)

n konst=- 2n D-Gleichungen 1. Ordnung

(Hamilton’sche Bewegungsgleichungen)

12.2 Zeitliche Veranderung von H

8q 8]) ap 8q ot — ot — ot
=0
= Erhaltungssatz: Wenn %ﬁl = %’; = ddlg = 0, dann H konstant

H = Zpiq'i — L(qi, ¢is 1) = 32 (Pidi — 5 2 mij(@)did; + V(Qﬂ))
? J

dH __ OH - OH - OH
@ = agd T Pt o = o

_ or
Pk = 8qk kayqj dar,

ijpqu Z fadn = kaijQJ + Vg, t)
= H= 2T T-V= T + V' (Energie fiir skleronone ZB)

12.3 Vorgehensweise

1) L=T -V = L(q,q,1)
2) p=%5; = d=1dlg,p)
3) H=pq—L=H(q,p,?)

12.4 Beispiel 1

1) L= 3imi*—V(z)=L(z,%)
2) p—%—mwém—

3) H=pi—L(z,)=p

3\“5

~ (V) =

= Bewegungsgleichung: & = 2, p= -2V

m? ox

L 4V = H(z,p)

3l

12.5 Beispiel 2

Zylinderkoord: ¢, 2z, = T = %(2 + 0% + 0%¢?)

1) L="5(2+0"+0°¢%) — V(e,z,¢) = L(4,4)

2) pz—‘g—L—mz Po = g— mo, pwzg—é—mgcp (=Drehimpuls)

3) H=paitpedtppé—Llozp) =B+ % ¢ Tog 22 Db p2(beyom
:%4-% %—&—V
AR
éﬁzz_%; pgz_%+n§§3§ pwz—%
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12.6 Beispiel 3: harm osz. auf Wagen mit v=const

FEin Harmonischer Oszillator bedindet sich auf einem Wagen, der sich mit konstanter

Geschwindigkeit vg bewegt. Bewegungen seien 1-Dimensional.

1) Labor: H = & + Tk(z — vot)*> = H(z,p,1)
p:—%—f:—k(x—vot) {/'C:%
Substltutlon =z —vit = i'm=—kr’ = harm. Schwingung

= at 1 £ () = Energieerhaltung fiir konst. Geschw.
Lagrange-Funktion: L =T — V = imi? — $h(z — vot)?

(Galilei)

2
’UO — Ska

2) Bewegtes System: ' =z —vgt = &' =& — vy

= L =1im(i’ 4+ v)? — Lha'? = Zi"? + muoi’ + 2

P = (25 ymi' +mvg = i’ = L(p) — mug) = H = i’ — L(«/, i)
=p - (0 —mov) — B (= (P — mwo))? — muos (p — mug) — Buf +
H(a',p') = prn + 1ka' — vop' = %L = 0 = H=const=Energie
H= (%) + 1ka'? — imovd = H = (w)

ag = 0 = Hzeitl. konst# Energie!

12.7 Kurzwiederholung

L=T-V
d 0 oL __

- — -

F-m v
— -

-

X

1k$/2

+ 5 /-cx’ 2 = gleiche Bewegungsgl.

= n Gleichungen 2 Ordnung fiir n Variabeln und 2n Randbedingungen

2) konjugierte Impulse p; = g—é
3) H(qi; ¢i,p,t) = 2o pidi — L(ai, G, t)
4) ¢ = 4i(q, p,t)
5) H(gi,p,1)
G = gg, P = aq = 2n Gleichungen 1. Ordnung

12.8 Zyklische Variablen

Gn »zyklisch“, falls nicht explizit in L

L= L(Qla "‘7qn—17q.17”7q.n7t) = %(?TL - aq" =0= %pn =0 = DPn = const
H=H(q,.,Gn-1,Giy -, Gn = B,1), 8 = const = n — 1 Freiheitsgrade

12.9 Poisson-Klammer

bel. Fu. f(gi,pi,t)

a _ of 8q; | Of af f f af of 0H
%—21,3(3% ot T 8t>+ —E(aqqlJrappz)Jr —Z(aqiapﬂf

aa]fl gg ) (Poisson-Klammer),

o fy=S (58 - {o.1Y=~{f.9)
= fl]; = at +{f, H} = f Erhaltungsgrofie < dt ={f,H}

of 6H> I %}:

Op; 0q; ot
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f=H=4 90 (g H} =9
9=q]:‘{q]»f}=;(33i§i—gfigfi) XSt = oy
gzpji{pjf}:;(ngggi—gﬁi%)— 5L

G = 90 = {q;, H}, pi=—%% = {p,H}

o} = 5 (G55 - ) =0

o {apet =2 (g%ﬁg%’j - 27‘512%’;) = %:52‘1% = du

(in Quantenmech. Kommutator, Heisenberg. Beweggl.)

12.10 kanonische Transformationen
Zyklische Variabeln vereinfachen H = finde Koordinatensatz mit moglichst vielen von
ihnen. Beispiel: g1 =z, ¢ =y; q =71, g2 = 60; (bei Zentralkriifte 0 zyklisch.
1) Punkttransformation: Q; = Q;(q1, ---, ¢n,1t)

2) in Hamilton’sche Bewegungsgleichung: Q; = Qi(q,p,t), P; = Pi(q,p,1t)
(2n Gleichungen)

Funktionstranf. von Phasenraum , kanonische Transformation®, wenn ¢ = %Iz{’ b= %I;
= Q=9 Pp=-98 K=KPQ1), H=Hpaqk1

12.11 Hamilton’sches Prinzip

to to to .
6 [ Ldt =06 [(3>pedi — H)dt = 0. AuBerdem 6 [ (> PQ; — K)dt =0
t1 t1 1 t1

Also Yopigi = H = Y Qi = K+ G, © = ®(q:,pi, Qi, )
(4n Variabeln, 2n Gleichungen)
Annahme: & = q’(%Q) i qu@- H+K-Y PQ
Andererseits: 42 = Y7 92 e Z QZ + %%’
Vergleich: p; = g—i, P = c’%ﬂ K =H+ 8‘?

1) pi = pi(ai Qi, t) = Qi = Qi(pi, ¢is t)

2) P, = Pi(qi, Qi,t) = Pi(qi, Qi(pi, 4i,t), t) = Pi(qi, pi, 1)
Andere Moglichkeiten: ®(q, Q, t) O(p, P,t), (p,Q t), ®(q,P,t)
Beispiel: & = Z%%,m— — Qi P=—-22-_q
= Bewegungsgl.- pi = Qi = =8, g=-B=9=8
Priifung ob (¢,p) — (Q, P) kanonlsch:

a) direkte Tranf. d. Bewegl. priife ob wieder Hamilton’sche Bewgl.
b) Priife ob es Erzeugende gibt.

H=>pd¢—-L K= ZP-QZ L. Es muss gelten =>"pigi— H — ZPZQZ + K
> =39 dq + Z sz + %dt =Y pidg; — ZPiin (K —t)dt

= E hangt nicht expllzlt von t ab, 0® = > pidg; — > PdQ;
Spidi-H=YPQ;— K+ +% M)l% +> 3‘51622
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S>P=9% p=-85 K=H+%
Sopidi = H = SPOI - K + G2 + X520 GpP - 20T - QR = P =
Gair Q= Gyt K= H 4+ 452
b =d3(P,Q,T)+qp, ®= @4(]), P,t) + gp — QP = Legendre Transformation
12.12 Beispiele

Beispiel 1:

¢=>qQi=d1: pi= %?;j =Qi, P = 3‘3 =q¢, K=H

Alte Begriffe ,,Impuls* und ,,Koordinate“ sind nun hinfillig.
Beispiel 2:

O="qP=0y: p; = %?f =P, Q= 8P}”2 = ¢; = identische Abb. P
Beispiel 3 (harmonischer Oszillator):

2

H=2+ hg = 2 (p? + mA??), wr==%

Uberlegung' p= f( )cos(@), ¢ = f(P ) ()

H = 55 f2(P)(cos?(Q) + sin?(Q)) = ( ), Q zyklisch Q

Ansatz ®(q,Q) = "q? cot(Q), cot = gi’j

_ 0% _ _ 0% 9 cos(Q) _ 1

p= G =mweot(@Q) = P =55 = —%40" 55 5g) = "m0

9 cos(Q) _ cos’'(Q) sin’(Q) cos?(Q) 1

2Q sin(Q) — sin(Q) COS(Q)cos2(Q) =-1- sin?(Q) 1- sin2(Q)

p t= o
0 = /22 sQ), p = may 22 sin(Q) - £ = VEPcs(Q) /h

K=H= (2me COSz(Q) +m2w? - 22 5in?(Q)) = wP

’ Bewegungsgl P = 6@ =0=7P konst— a, P=
" Q:g—g:g—g—w,Q—wt—i—ﬁ,ﬁlstkonstant

wieder eingesetzt: ¢ = 4/ % sin(wt + ), p = v 2amw cos(wt + )

Uberpriifung ob Transfo. kanonisch:

“ Test: ist pdg-PdQ totales Differential?
pdq — PdQ = p( £dP 4+ 3 dQ) PdQ
= V2Pmw cos(Q)(1/ 2L . 2\% sin(Q)dP + /28 cos(Q)dQ) — PdQ

= cos(Q) sin(Q)dP+2P cos?(Q)dQ—PdQ = COS(Q) sin(Q)dP+P(2cos*(Q) — 1)dQ
~—————
cos?(Q)—sin*(Q)

= (3sin(@))dP + P(cos(20))dQ
<§ in(2Q)) = 2(2sin(2Q))dP + £ (4sin(2Q))dQ = Lsin(2Q)dP + £
05(2Q)dQ

% n(2Q)dP + P cos(2Q)dQ = totales Diff d(£ sin(2Q)))

Beispiel 4:
Q = q“cos(bp), P = p®sin(bp), a,b beliebig
{Q, P}y = G292 9098 — g1 cos(bp)qb cos(bp) —q”(— sin(bp))ag® sin(bp)
= abq®*'(cos?(bp) + sin?(bp)) = abg?*~! Z0=a= 1<b=2

Annahme: @ ist unbekannt, Transfo. bekannt: ¢ = /=~ 2P 5 5in(Q), p = vV2Pmuww cos(Q)
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12.13 kanonische Transformation & Poisson-Klammern

o)
= + . H}
{f.g} = 990f _999f _ 99 0f  Og Of

= 9¢p  Opdg _ 9QAP 9P aQ
Poisson-Klammern sind invariant unter kanonischen Transf.

12.14 zeitliche Entwicklung 92107
t — t + 7 ist ebenfalls kanonische Transformation @
Q=q(t+7)=q(q(t),pt),t), P=Pt+7)=pt),p(t)1)
Zeige dass pdq—PdQ totales Differential Q¢
t+7 t+7 Zeitf+v. 7firjede
Wirkung S(¢ f Ldt' = f (pg — H)dt Bahn unterschiedich!
t
P,

t+7 t+7’ t+7 t+7 P f

6S = [ SLdt = 5q +4 5q poq+pdg= [ L (pdq)dt

tf tf (8 ) = { ( | i (pda) @ D)
= p(t +7)dq(t +7) — p(t)dq(t)

=dS = p(t+ 7)dq(t + 1) — p(t)dq(t)

d.h. ® = —S§ ist Erzeugende der kan. Transfo., die die zeitl. Entw. beschreibt.

~

12.15 Phasenraum

qis -5 qniP1s -+ Pn, V= fth ey dqnvdph ey dpn
kanonische Transfo.: (¢,p) = (Q, P), [ dQdP = |D| [ dqdp,

8@1 ... 8Q1 an - 8Q1
oq dqn Ip1 pn
D — 8(Q’P) — B(Q17"‘7QW7P17"'7P71) _ . .
= 0(gp) T 0(q1yqnP1yesPn) : :
[o) < oP, or, .. oP,
Iq1 dgn  Op1 Opn
Figenschaften:

2(Q,P 9(Q,P) 0(Q,
1) D =528 - G@R LA (g p) > (Q.9) = (Q, P)

0Q 9Q
2) 428 - 22 2=, |- 2]
9(Q,p) dq |Q const % %i 0 %i dq | 1@ const
q q

@ ErzeUgendea p= ?9?;7 P = ggy D= ];’Q const * %‘q:const =-1
Somit V = [dgdp = [ dQdP
Das von einem Ensemble physikalischer Systeme im Phasenraum eingenommene Vo-

lumen dndert sich nicht mit der Zeit.

Also auch Dichte konstant: g%t’dg = % + {0, H} = 0 (Liouvillescher Satz)
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my 2 mo 2 1 2 1 2 H’i m; l‘fg mz
L ="+ %2¢3+5kiq — k2q2 5k3(q1 — @2)°, @ = ;i — xi0
N . i
—_7_1y =1 N2 .- [ 1
L=T-V =3 Z; mg? — Z kE(gi+1 — ¢i)*; gi:Auslenkung v. Ruhelage X1p X; X2 Xag
N
b= o B3 Ho( ) o
1= (2
N —>5o00,a—0:2 - ‘3; 7: Materialkonst. K RN
| |

Def. ElastlzltatsmodulE %q L% | a2 | a
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F= ka% = haq —ha = E: Materialkonst

L — [dx(r¢* — E¢?) = [ da(r¢® — E(@ = [ Ldz, L :Lagrange-Dichte
a—0
Bewegungsgl.: %(3%(1}1) - 8TL =0 ]
- mqk+ka(Qk_Qk—1) ha(jk-u Qk) %Qk ka(Qk+1 2qk+% 1) = a—=0: TdtQ E;lzg -0
d d?
(V2—7W)g_0:>qu%Tq:0

e.g f(x,t) = g(x —vt) = Wenn x-vt konst, dann g gleicher Wert = = = const + vt (Welle)

dg _dg(_yy Ly g0
dt = d=x ’ dt2 dx2

. 2
elngesetzt:ng _ T2y g o 2= E

E dz? — T
L=[Lde,L=L(%2,% g4, S= fﬁdth Hamilton.sS = 0

5S:fdxdt< 0L §da 4 OL 5dq 1 5q+8£5t> 20

8(dq) a(d )
d d
5(51) = Lsq, 5(573) = dt5q

dq beliebig = Integrant = 0 = t(a?‘i)) + %( %z)) — <= =0 (Lagrange Gl fur q(x,t))
a@
d dg\2 oL  __ d oL  __ d 8£ _
L=71(5)?-E($)?= ey =277, o1y = —2E 31, 3 =0

thg Ed—q 0 =gleich, daher: Lagrange-Gleichung tut es!
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