2 Hinweis zu Mathematik fiir Physiker 1l zum Mittwoch, den 28.4.2010

Sei X ein vektorraum
Eine Abbildung ||.|| # — R mit

(N1) ||z]] =0 & =0,z € X ||z —y|| Abstand x nach y.
(N2) Vo e X, XA e R: || Az]| = |A] x||z]|

(N3) Vz,y € X gilt ||z — y[| < [[z[| +[|y|| (aufgabel !)
heifit Norm auf X.

ohne N1 — Seminorm

Bsp: z =R?%, || || : R2 > RJ

||z]| = [|(z1, 22)[] = [a1]

Beh. ||.|| ist eine Seminorm

2 = yll = |l < [yl = [l = =l = [ = 1] - [l = |||
2)

st. Funktion, Teilmenge & Seminorm (eing) — ganze Norm

b
0= [ f(z)dt

b
a) f#0,[|fl=0
Riemann-integral (Treppenfunktion!)

b)Punkt nicht stetig, Grenzwert (0 oder 2)
zZ: (N1) gilt.

Bew: Seien z,y € R2, A€ R

zZ: (N2), (N3):

il = 10w, Az2)ll = Pan = Nl ] = [Alllal| = (N2)

|l = yll = [[(z1 — y1, 22 — y2)|| = 21 — wu| < || + |ya| = |Jo]| + [|y]
= (N3) gilt

= ||.|| ist Semiraum

Zz: (N1) gilt nicht:

es gilt: [|0]| = 10| =0

0= [lz|| = [[(z1, 22)[| = [21] <= 21 =0
D.h. |[(0,1)]| = 0] =0

z e R

llz|l2 = 4] > (22) euklidische Norm

i=1

|z]l2 = |z1]? + |22|* = 2T + 23

Beh. [|.|| : R? — R{
2] = [|(z1, 22, 23)|] 1= 2Jaa| + /2] + 25 = 2|aa| +[|(z1, z3)]]2

Satz 1.8: Alle Normen sind auf R™ dquivalent

d.h. sind ||.||, |||-|]| Normen, dann gibt es ¢1, ca > 0 mit
cul[- [l < I < ezll-]]

3)

Bsp: Bestimme ¢g := [|.|]2 < ¢ < |[].||4
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lells = /3" af
||x||4 =.>4 x;l = |$]|
n 9 n n )
el = [ 32 af = ([ 3 |l = | 32 llaill
=1 1 i=1
Vnllzl13) = V(n)l|zlla =: ¢ = ¢(n)

4)
Knobeln
5)
U=<R

U heift offen, wenn Vo € U3r > 0: B(z;r) < U

[a,b] C R ist nicht offen, denn angenommen [| wire offen, dann gibt es r > 0 mit B(a;7) C [a, ]
BEsist firz:=a—-§<alx—a|=la—§—a|=5<r

D.h. z ¢ [a,b] und = € B(a;r). Widerspruch!

(a,b) offen, denn z € (a,b)

r:=min{r —a,b— x}

zZ: B(x;r) C [a,b]

Dann ist fiir y € B(x;r)
=y—a=y—z—(a—z)=x—a—(x—y)>|r—a|—(z—a)=0
-y <lz—yl<r<z-—a

b—y=b—zx—(y—z)>b—az—(b—2)=0
(z—y)<lz—yl<r<b-z

=a<y<b

y € (a,b)

= B(xz;r) C (a,b)
= (a,b) offen

(=D -yl = [(=Dllz —y[ = |z -yl

Zusatz:

Sei xg € R™, r >0

Beh: B(zg;r) = |z € R|||lx — xo|| <7 = |z € R"|||lz — 29| <r:=B
Bew: z € B(xzg;r) = x € B

sel x; : ||z — x| =7

sei 6 >0

y =0+ (1—35)(x— o)

y € B(x;0) € B(xzg;r)

,<“seix cR?\ B

d=||lz —xo|| = B(z;0) <R"\ B
= .- = R"\ BCR"\ B(xg,r)
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