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b b
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Damit ist ||.|| eine Seminorm auf R[a, b].
Da (i) nicht erfiillt ist, ist ||.|| keine Norm.
Ist ||.|| auf stetige Funktionen auf [a, b] eingeschréinkt, so gilt:
xo-i-(s
Jzg €R: fzg) #0 <= 3zo €R : |f(z0)] > 0<= Fzg €RVe, 6 >0: [ |f(z)|dz >0
To—¢€

—

b
Va,b e R: [|f(z)ldr =0 < f(x)|jn =0

a
Da also || f(z)|| im Intervall [a,b] nur dann 0 ist, wenn f(x) im Intervall [a,b] immer O
ist, gilt nun auch das erste Kriterium fiir Normen.
Die Einschréinkung auf die stetigen Funktionen macht ||.|| zu einer Norm.

max (|zg]) < [/ = Z |z;|, da die Summe das maximale Element ohne

ERREE)

Vorzelchen mlt einschliefit und gegebenenfalls weitere Betrdge der anderen Elemente
addiert.
=c >1,als0zB. g =1
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2 Jwil? = Vil = fai]
i=1
n n
=22 =il < 320112 = nll |2
=1~ =1

<[]z
= co>n,alsozB.co=n

oo =

[I-l]2 =

| lloe = max (|ai]) = |z;]
= 17 Ln
I[-ll2 = |l‘z| Vvl = vall s
i=1 ~~~~
<[l lee
= c3 > +/n, also z.B. c3 = \/n
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2.4

b)

2.5

b)

Inneres:

M = {(zo,21,29,23) € K| =1 < 20 < 1,22 > 2?2 + 22 4 22}

Fiir den Teil von —1 < 2z < 1 ist M = {(zo, 1, x2, 23) € K|z} > 22 + 23 + 23} das
innere von M, da es fiir alle Zahlen r mit r = 23 + 23 + 23,r < 22 durch die dichte der
reellen Zahlen ein grofleres rg existiert, sodass r < rg < x%.

Im Randbereich von zg € {—1,1} gilt: fiir jeden Punkt, der von xo r weit entfernt ist
existiert durch die dichte der Reellen Zahlen ein 7o, welches kleiner ist als 7.

Dadurch ist jeder Punkt in M nur von Punkten aus M umgeben und damit das innere
von M.

Rand:

OM = {(wg, 1,79, 23) € RY||wo € {~1,1},28 = 23 + 23 + 23

Fiir den Rand muss gelten: Vo € OMVr € R’B\@\(x’ r)NM #OADBy(z,7) AR\ M # ()
Fiir alle Elemente x aus OM gilt, dass 23 > 25 + 23 + 23 A 23 < 27 + 23 + 2. Da M
so definiert wurde, dass 23 > 23 + 23 + 23, gilt fiir alle von M benachbarten Elemente
mit x3 > 27 + 23 + 23, dass Sie in M liegen und dass fiir alle 23 = 2% + 23 + 23 gilt
Ve > 0: 22+ > 2?2 + 23 + 23, sodass eine Menge dieser Punkte Teilmenge des Inneren
von M wiére.

AuBerdem gilt fiir alle 23 = 2% + 23 + 23 : Ve > 0: 23 — ¢ < 2% + 23 + 23, sodass eine
Menge dieser Punkte Teilmenge von R*\ M wiire.

Dmit hat jede Umgebung aller Elemente von OM gleichzeitig Elemente von M und von
R*\ M, wodurch dies der Rand ist.

Abschluss:
M =0M N M = M, da M abgeschlossene Menge.

Die offene Kugel By |(zo;7) ist definiert als {x € R"|r > ||z — xo||}

Damit diese Menge offen ist, miissen alle ihre Punkte von Punkten der Menge umgeben
sein. Da die Reellen Zahlen dicht sind, gilt:

Va € By j|(zo;7)36 > 0{{|6 = ||z — ol[} C By (wo;7)}-

Daher sind innerhalb einer notwendig kleinen Umgebung um jeden Punkt innerhalb der
Menge M alle Punkte auch innerhalb M.

Der Abschluss ist definiert als M = {x € R"|Vr > 0: By |(z,r) N M # 0}
M ist abgeschlossen, wenn R™ \ M offen.
R*"\ M ={ze€R"3r>0: BHH(IL‘,T) NM= @}
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Da R dicht gilt: Vz € R" \MVT S {TO‘BHH(-T:T) NM = 0}36 > 0|BH||($,T +9)=0.
Also Vz € R" \MHT‘VT‘BHH(%,TJU) =0
und damit ist R™ \ M offen und dementsprechend M geschlossen.

c) (i) = (i)
(1) = (i)

(ii) < (iid)

(i) & (i)

siehe b)

Wenn gilt Vor € R" \ M3r, > 0|B)| | |(z,72) CR™\ M, also B |(z,rz) N
M = () (abgeschlossen), so gilt fiir die Komplimentire Menge die Nega-
tion der Bedingung, also Vo € M|Vr > 0: BN M # () (Abschluss)
Fiir eine Folge (x,) bedeutet |x, — xz|— > 0, dass diese Folge gegen
den Grenzwert x konvergiert. Dies bedeutet dass fiir jedes ¢ > 0 ab
einem gewissen Index n gilt, dass alle Folgeelemente innerhalb der Menge
Byjj(a,¢) liegen und nur endlich viele Elemente aulerhalb.

Da diese Bedingung fiir alle Folgen (z,,) gelten sollen, muss es auf fiir eine
Folge aus M gelten, die gegen einen Randpunkt von M konvergieren.
Fiir diese Punkte gilt im Gegensatz zu allen Punkten auflerhalb von
M, dass die Folgeglieder in der Menge B (a,e) N M bleiben kénnen,
wahrend der Randpunkt der Menge M nur dann Element von M ist,
wenn der Rand von M Teilmenge von M ist. Da aber der Abschluss
einer Menge M = OM N M und M C M , muss M der Abschluss sein.
Fiir den Fall, dass die Funktionsfolge wie eben beschrieben gegen einen
Punkt auf dem Rand von M konvergiert, gilt nur dann wenn der Kon-
vergenzpunkt x zur Menge M gehort, dass die Menge abgeschlossen ist,
da wenn der Punkt x auf dem Rand von M zur Menge M gehort, fiir alle
€ > 0 die Menge D := B)(x,¢) gilt, dass DN M # () und D NR"™ # ()

1st.

d) nach b) ist M abgeschlossen.
Also ist nach ¢) M = M
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