2 Besprechung in Mathematik fiir Physiker Il zum Blatt 2, zum 28.4.2010
2.1
(Wie in R): [|z]| = [|z —y +yl| < [z —yl[ +[ly]|
[zl = [lyll < [l =yl

auch [|y[| — ||| < [[z —yl|
= ||lz]| = |lyll| < ||z — yl||, Einsetzen —y statt y liefert ... + ...

2.2

b b
a) |Iflli = 0 trivial. [|Afllr = [ [Af(z)ldz = || [ |f(z)lde = |A[||f]]x

b b b
If +glli=[1f(z)+g(z)|de < [|f(2)ldz + [ |g(x)|dz = ||f]l1 + [lg]x
a — a a

<If @) +lg ()|
= ||.|]1 Seminorm

Keine Norm, z.B.a=0,b=1, f:(0,1] = R, f(0) := 1, f(x) := 0 fiir z € (0, 1], ||f||1 =
0,f#0
a) Einschr. auf C°([a, b], R) ist Norm.

b
Z.z. Falls fste. [|f|=0,s0f =0
a

Beweis:

Zeig: fste, f #0 — fb\f(x)\dw >0

Sei f ste., f # 0. Dann ex. zg € (a,b],|f(z)| >0
Es ex. § > 0 mit [zg — ;0] C [a, bloder|[zo; zo + d] C [a, b]
I

und: Ve € I : |f(z)] > |f(§°)| (Stetigkeit von x — | f(x)| bei x¢)

b
Somit ||f]l1 = [ |f(z)|de > [ |f(x)] de>{E5>0
>|f(z0)/2

2.3

n

|2lloe = max |ai] < 37 |2if = [[o][1, c1:= 1.

i=1,....n i=1

n
2l = Zl\fvz'l w1 =< (lzi], -y [2n), (1,0, 1) >< lzllz - [[(1, -, Dll2 = V/nllzl|lz (Cauchy
1=
Schwarz)
n 2
>, lmil = v/nlllleo2v/nllz]o
i=1 ~~~

<[zl

[|z[l2 =

2.4

a) K = {(z0, 21, 22) € R?af > 27 + 23}

b) M := {(zg,z1,22,23) € K| —1 <z <1}
M ist abg: Sei ((ac(()n), ...,:Uén)))neN Folge in M die gegen (z§, 27, ...x5) konv., dann:
VueN: (z{")? > )2 + .. + (2[V)?

—1<a{M <1
Folgt: ()% > (23)? + ... + (23)?
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2.5

-1<z25<1,

Also nach A5:

M = {(o, ...,
Beweis:

also auch (), ...,z%5) € M

M abg., M =M
z3)|xd > 23 + .+ 23, -1 <3 < 1}

“C“: Sei (zg,...,x3) € M, dann x € M, also wA>at+ .+ 23, -1<z0< 1.
Es ex. 6 > 0 mit BH||OO($,5) cM
———

Folgt: x¢

($Q—§;IO+5)X($1—6;$1+5)X...($3—6;$3+5)X
¢ {£+1} (Sonst z.b. (1 + %,1‘1,1‘2,1‘3) € BH”OO(:E(),(S) C M,l‘(g) > $% +

.. + 2% Widerspruch)
(Sonst falls 22 = 22 + ... + 23 Widerpruch) ,D“: Sei (o, ...,73) = x € rechte

Seite.

Es ex. § > 0, so dass fiir alle & = (20, ..., #3) € By || (w0;0) gilt:

JZN()2 > T

OM =M

einer der

2y 4732 —1 < g < 1.
Somit BH

e &M
\ M = {(zg,....,x3) € Rz >a2? + ...+ 23, -1 <2 <1 und ,=* bei
drei Ungleichungen}

a) Seiy € B(z,r), p—|lz—y|| >0, B(y;p) C B(z;7)
Beweis: Fiir z € B(y; p);|lz —y+y—2a|| <|| z—vy ||+ ]|ly—=z|| <r, also z € B(z;r).
——

r—|ly—=||

b) M :={z € R*|V§ > 03y € M N B(x;9)}

R"\ M = {z
——

ist offen
Beweis: x € .

S R"Bdo >0: B(l‘;(S()) NnNM= @}

., 60 wie oben, so B(z;d0) N M = ().

Nach a): VyEB(:L‘ d0)3r > 0: B(y;r) C B(x;dp).

Also M N B(y,r) = 0. Somit B(x

. Also M abg
c) (i)=(ii)

(ii) = (iii):

(iii)=(i):

d) M =M

x;00) C R™\ M

Beh: M =M

Bew: ,,C* klar.

, D% Sei x € M. M ist abgeschlossen, also R™ \ M offen.
Wiére x ¢ M, so wiirde 6 > 0 ex. mit B(z;d) C R™\ M.
Sei M = M, (zj) C M, ||lzj — z|| — 0.

Beh: z € M

Bew: Sei § > 0. Es ex. J € Nmit Vj > J : ||z; — z|| < 0. Dann z; € M N B(z; ).

Also = € M. Wegen M = M folgt: Auch x € M.

Sei z € R™\ M.

Annahme: es existiert kein § > 0 mit B(x;6) C R™\ M.
Dann Existiert zu 0; := % ein z; € Mj||lz; — || < %

Also ||z; — z|| — 0.

Nach (iii) dann = € M, Widerspruch!.

Also ex. § > 0, B(z,d) C R™\ M, also R" \ M offen, M abg.

nach b) M abg.
nach c) (ii): M = M
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2.6 Hinweise zum nachsten Blatt

3&5 trivial.
1&2 schwer, aber in den meisten Biichern enthalten.
4 Taschenrechner benutzen!

6 nicht Trivial: B-Kugel in Norm p < 1 (natiirlich keine richtige Norm). Versuche zu
belegen, dass Dreiecksungleichung verletzt wird. Zwischen zwei Punkten (z.b. (1,0) und
(0,1)) Mitte betrachten und sehen, dass die Norm nicht kleiner 1 wird, wenn Sie das
soll...
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