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4.1

4.2

Wenn M Umgebung von x, so 3r > 0: B(z,r) C M.
Da B(zx,r) offen, gilt B(z,r) C M = B(x,r) Cint(M)
Also M Umgebung von x = x € int(M)
Wenn z € int(M), so Ir > 0: B(x,r) C int(M)
Da int(M) C M ist B(x,r) C M. Damit ist M Umgebung von x.
M = {(z,sin(1),z € (0,1]} C R?
Vermutung: M = M U {0} x [-1,1]
M D M U{0} x [-1,1] gilt, da:
M > M Klar.
Sei P(n) = (xmsm(ﬁ)) mit x,, = m
Davon sind die Haufungspunkte P(0) = (0,y) mit y € [—1, 1].
Also ist {0} x [-1,1] ¢ M
M C M U{0} x [-1,1] gilt, da:
Sei(z,y) C M. Dann 3(xy, yx) C M mit x5, — x und 35, — 9.
Dabei gilt 0 < 2 <1 und y;, := sm(ﬁ)
y = limy; = lim sm(ﬁ) Dies eingeschrénkt auf z > 0 ist = sin(1)

Also (z,y) € M. Fiir x = 0 gilt y = limy;, € [—1,1]

Sei f bei z¢ stetig.

Dann gilt Vo € MVe > 036 > 0: ||z — xo|| < 0 : ||f(x) — f(20)||leo < €

Also max | f;(z) — fj(z0)| < e. Damit ist auch jede Komponente von F kleiner als ¢.
J

Also auch alle f; stetig bei zg!
Seien alle f; stetig bei xo.
Dann gilt VjVz € MVe > 030; > 0 : ||z — x| < 6 : | fj(x) — fi(zo)| < ¢
Sei § = min(d;). Dann gilt VjVa € MVe : ||x — xo|| < § : |fj(x) — fj(x0)] < €, also auch
max |f;(x) = fj(@o)| = [|f(z) = f(zo)lloc <.
Also auch f stetig bei xg
f stetig = VM C R™ offen: f~1(M) C R" offen.
Sei f stetig und M C R™ offen. Sei 29 € f~1(M) C R™, yo = f(xo) € M
Also Je > 0: B(yo,e) C M.
Da fst. 30 > 0Vz € R : ||z — zol| < 0 : ||f(z) — f(zo0)]| <€
Folgt f(B(x0,0)) C B(yo,e) € M = B(xo,0) C f~1{(M)
Da dies fiir alle xg aus f~1(M) gilt, ist f~1(M) offen.
f stetig <= VM C R™ offen: f~1(M) C R™ offen. Sei 29 € f~1(M) CR", yo = f(x0) € M
Dann 36 > 0 : B(zg,6) C f~1(M) = 3 > 0: f(B(x9,9)) C B(yo,e) C M,
damit M offen.
Also muss f stetig sein, damit dies fiir alle M offen gilt.
f stetig < VM C R™ abg.: f~1(M) C R™ abg.. Sei g € f~}(M) CR", yo = f(z0) € M
Wiihle M = R\M. Damit M abg. muss M offen sein.
Nach erster Aquivalent gilt: f stetig = VM C R™ offen: f_l(M ) C R™ offen, da
M c R™
Ist also f stetig, so VM offen : ffl(M) offen,
also VM abg. : f~1(R™\ M) offen,
also durch die Stetigkeit der Funktion auch : f~1(M) abg.
Daher muss auch f stetig sein, damit dies fiir alle M C R™ gilt.
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4.3

V ist ein R-Vektorraum, sofern gilt (V,+) kommutative Gruppe, das Distributiv-
gesetz fiir Addition in R und Multiplikation in V, sowie anders herum gilt, die
Multiplikative Kommutivitat in V mit R gilt und das unitire Gesetz gilt.

(V,+) ist eine kommutative Gruppe, da fiir alle f,g € V gilt:
fi g fita g1+ fi
frg=1 + |+ | = : = : =g9+/f

fn In Jn =+ gn In + fn
Mit f; als j-te Komponente von f. Da Kompositionen stetiger Funktionen stetig, ist

f+g=g-+f wieder in V.
Diese Aussagen gelten auch fiir die folgenden Ausfithrungen!

Distributivgesetz gilt, da fiir alle o, 3 € R, f,g € V:

(a+B)fi ax* fi+Bx* fi
(a+ ) f= : = : =axf+px*f
(a+ B) fn ax fn+ B fn
a(fi1+g1) ax fi4+axg
ax(f+g)= : = : =ax*xft+axg
a(fn + gn) ax* fn+ax*g,
Multiplikative Kommutativitéit gilt, da fiir alle f € V,«, 8 € R gilt:
(ad) f1 abfi a(bfr) (bf1)a
(axB)x*f= : = : = : = : =(bx[f)*a
(ab) fn abfn a(bfn) (bfn)a
1% f1
Unitéres Gesetz: 1 x f = : =f
1% fa

Also Vektorraum!

4.4

a) Seizp e R™
Fiir Stetigkeit muss gelten Ve > 030 : ||x — x| < ¢ : |||z]| — ||zo]|| < e.
Ilz|| = [|zol|| < ||z — zo|| < J. Also withle € = ¢, sodass Stetigkeit gilt!

b) Sei (x0,y0) € (R™ x R™)
Fiir Stetigkeit muss gelten Ve > 036 > 0 : ||(z,y) — (o, y0)|| <0 : ||z +y — 20 — wol| < €
Wird die 1-Norm benutzt gilt weiterhin:
lz 4y —z0 —yoll1 = [lz =20 +y —ollr < [lz—zollr + |ly —wollr = [|(z,y) = (w0, yo)l[1 <&
Setzt mal also § = ¢, so gilt die Stetigkeit.

c) Sei (a,b) € R2.
Fiir Stetigkeit muss gelten Ve > 036 > 0: ||(a,b) — (a0, bo)||cc < 0 : ||a* b —ag * by|| < €
lab — agbo| = [ab — aoby + agb — agb| < |ab — agb| + [agb — agbo| = [bl|a — ag| + |ao|[b — bo|
< |1+ bolla — aol + |aol[b — bo| < [|(a,b) — (a0, bo)l|oc (1 + [bo| + |ao]) < (1 + [bo| + [ao|)

Also wihle man § = min{1, m} fiir Stetigkeit.
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4.5

Sei Zielpunkt E := (x0, y0,0) und Ausgangspunkt P := (z,y, 2).
Durch Strahlensatz gilt: ;%> = “® mit r:Radius Einheitssphire=1.
Also zg = 1% Gleiches gilt fiir yo = . 20 = 0.

Also I(z, g, 2) s (<2, 4, 0).

1—271-27

Zur Berechnung der Inversen gilt es z anhand zg und yg zu bestimmen.
2 2 _ x24y? 14z
T +y0 T (1-2)2 7 1-=z

S1+z=(@3+13)(1—-2)=2=

2.2
zgtys—1
a:%—l—y%—&—l

=T = xo(m)a Y= yo(m)

Also T (20,0,0) = (w0( 37557 Yo gy H22)
S0 L0, Yo, PO\ gzrygr1 ) Yo\ 2z ) 2ty 1
Da die einzelnen Komponenten aus Kompositionen stetiger Funktionen bestehen

(eingeschrénkt auf Punkte auferhalb des Nordpols) sind die Funktionen II und
II-! komonentenweise stetig und damit setig.
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