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Teil I.
Gewohnliche Differentialgleichungen

1. Einfithrung

1.1. Einleitung

Newton/Leibniz: mi(t) = F(x(t))
(m: Masse, Z(t): Beschleunigung, F'(x(t)): Kraft)
Gewdhnliche DGL ist ein Gesetz, das Zusammenhang herstellt zwischen einer zeitabh.
Grofle z(t) und ihrer Ableitung @(t) (bzw. Z(t), = (t)).
z.B. (1) (t) = f(z(t),f:R—R
(2) z(t)=g(t,z(t),g : RxR—=R
1(t) = fi(xz1(t), ..., xn(t))
(3) : fiiR" SR, i=1,..n
in(t) = fa(z1(t), ... za(t))

Man nennt

(1) autonome (gewdhnliche) DGL

(2) nichtautonome DGL

(3) System (n-dim) von (1-dim) DGL.en (hier autonom)
Manchmal auch héhere Abl'n Z(t) etc.

Lésst sich aber auf den Fall einer Abl. zuriickfiihren.
Noch allgemeiner: F(z(™(t), 2= D(¢),...,i(t),z(t),t) =0
(implizite DGL., hier nicht)

Weitere Typen von DGL: Diskussion zeigt:
Partielle DGL.en 2B. Ugg +yy =0  (PDE) Y
Funktionaldiffgin. z.B. &(t) = ax(t—1) (FDE)

Hier: Gewdhnliche DG L.en (ODE) af/Blr-f--

1.2. Beispiele

Wachstum falls A > 0 (z.B. Bakterien)
Zerfall falls A < 0 (z.B. radioaktiver Zerfall)

b) #(t) = Ax(t)(N — z(t)), A > 0, N > 0, ,,logistische Gleichung*

a) i(t) = \x(t), Losg: z(t) = z(0)eM,

Ax(N-x)

/ \ Gleichgewichtsl&sungen

/10 N\
/ \

N

oY

c) Rduber-Beute-Modell ( Volterra-Lotka-System):
{ (1) = () = Br(t)y (1)

,o, 3,7,0
§(t) = —yy(t) + sa(tyyry 070
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(z(t): ,Beute“, da Ableitung mit steigendem y verringert, also mit hoherem y

wird x schneller weniger, y(t) also ,Réduber®)

(v: per-capita-Mortalitétsrate Rauber, §: -Geburtenrate Beute)

T =ax — By

y=—vy+dzy

» Gleichgewichtslosgen. (d.h. konstante Losgen):
z(t) =y(t) =0Vt € Rund z(t) = T,y(t) =

Kurzschreibweise: * {

Fiir positive Losgen x(t), y(t) von * gilt: {

Damit (Alog(z)) + (alog(y)) = —Byy + ya + adz — ya = i + By
Also (ylog(z) + alog(y) — dx — By) =0

Also ist F(z,y) = vlog(x) + alog(y) — dz — By, F : (0,00)*> = R
Erhaltungsgrofie oder , erstes Integral®, kurz: Integral des Systems *.
D.h. F ist konst. lings jeder Losg. von *. Falls ¢t — (x(t),y(t)) Losg.
von * so t — F(z(t),y(t)) konstant.

Losgen. verlaufen in Niveaulinien von F.

miy () = ——Mmn (0
ot ﬁg);;a%(t) (Bewegung eines Planeten im Zentralkraftfeld
mia(t) = 20 122) einer viel groferen Masse M) (Kepler-Problem)

$(t) = —rsin(p(t)), (k = ¥) (Pendel)

. o w
Aquivalent zum System 1. Ordnung: * SO )

W = —ksin(p)
(,Jargon“: ,(t)“ weggelassen)

2

* hat auch Erhaltungsgrofie, Energie: %w — kcos(p) =: E(p,w), Losgen. ver-
laufen in Niveaulinien von E.

Phasenportrait hierzu:

o
WO e S e e

1.3. Bem: Modelle oft fragwiirdig

a)

b)

Dgl-Modelle entstehen oft durch Uberlegungen fiir ,kleine“ Zeitintervalle At

und Grenziibergang At — 0

z.B. z(t+ At) — z(t) = az(t)At, Alimojj(t) = ax(t) (x als kontinuierliche Varia-
%

ble, auch wenn ,in der Realitdt“ evtl. nur diskrete Werte auftreten)

Modelle immer mehr oder weniger vereinfachtes Abbild der modellierten Rea-

litdt; grundsétzlich fragwiirdig.
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2. Grundlegende Begriffe

2.1. Def: Losung d. AWP

Sei I C R Intervall, M C R™, f: I x M — R" (zeitabh. Vektorfeld).

Seitg € I, zg € M und J C I Intervall, ty € J. Eine Fu. £ : J — M xR"™ heifit Losung
#(t) = f(t,z(t))
.Z'(to) = X0

und gilt: Vt € J : £'(t) = f(t,£(t)), E(to) = xo-
(Entsprechend falls f : M — R", also zeitunabh.)

des Anfangswertproblems (AWP), { , falls £ differenzierbar ist

2.2. Bem: verniinftige Vorraussetzungen

Verniinftige Vorraussetungen = zu jedem xg € M, tg € I ex. eine eindeutige
maximale (nicht fortsetzbare) Losg. des entspr. AWP. Diese wird oft mit &(x, xg, to)
oder z(x*,zg,ty) bezeichnet. Diese Losg. ist auf einem offenen Intervall J,, ,, C R
definiert.

2.3. Bem/Def: Fluss, Flusslinien und Verzweigung

Betr. jetzt den autonomen Fall, also f : M — R (verniinftige Vor’n)
= Vxg € M3 off Intervall I,;mit0 € I, und eine mazimale Lisung
i(t) = f(z(1))

d(x,x0) : Iyy = M C R™ des AWP
z(0) = xo

I, s
Der ,, Fluss* (auch ,, Stromung® zur DGL & = f(x) (Jargon)) #¢ )
¢: | Inp x {mo} = R™, (t,20) = $(t, z0) x‘;_/_\i(s, #(E, S))
ro€EM =
—_—— $(t+ 5, Xg)
= QCRXMCRXR

Es gilt:¢(t, z0) = ¢(s, d(t,w0)), falls t € Ly, s € Lyt a0)

Kurven t — ¢(t, z¢) heilen auch Flusslinien. Ziel: moglichst den ganzen Fluss ¢ zu
beschreiben. Oft auch noch f von Parameter x € (2 C R™ abh.

Also f: M x Q — R™

Entspr. Fluss ¢(t, 2o, \). Wesentliche Anderungen des qualitativen Verhaltens, wenn
A variiert wird, nennt man auch Verzweigung.

Bsp: 2(t) = Ac(t), x(t) € R, Fluss ¢(t, zg, \) = zoe

2.4. Def: Fluss autonomer DGL

Sei ¢ Fluss zu einer autonomen Dgl & = f(x) auf M C R™ def.
und 7' € RMyp = {xg € M|T € I,,,}

Die Zeit-T-Abb. ist dann ¢(T, %) : Mp — M C R"™, g — &(T, x0)
Man kann zeigen ¢(T', Mr) = M_7 und ¢(=T', %) o ¢(T', %) = idps,
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2.5. Def: stationdre und periodische Losungen

Eine Losg. £ von @(t) = f(t,xz(t)) oder @(t) = f(x(t)) Xo = £0) = &T) = (T, Xo)
- heiBt stationdre Lisung., falls sie konstant ist (Gleichgewichtslosg.)
(Also Vt € R : £(t) = wo, also:Vt € R: f(t,20) =0)

- heiBt periodisch Lisung., falls T > 0 ex. mit Vet € R : {(t + T) = &(t).
Im autonomen Fall bedeutet dies: ¢(T, zg) = xo = £(0).
Also ist z, Fixpunkt der zeit-T-Abb. (Ebenso jeder Pkt. £(t),t € R)

3. DGLn erster Ordnung in Dim 1

3.1. Lineare autonome Gl., homogen (mit ,, konstanten* Koeffizienten*)

(t) = Ax(t), AeR
:L‘(t()) = X0

Mit dem ,, Entwicklungsoperatoren® u(t, s) := e t=5) (¢, s € R) ist offenbar

z(t) = u(t, to)z(to)

= Losg. x(t) = eMt—to)g

3.2. Lineare Gl. mit konst. Koeff., inhomogen

{ @(t) = Az(t) + h(t), (h:I Intervall — R stetig)

x(ty) = xo

t

= Losg. z(t) = Mt0)xg + [ A=9)n(s)ds (Variation-der-Konstanten-Formel)
to

(Verifikation durch Diff., fiir den rechten Term:

t1
Betrache F : R?2 — R, F(t1,t2) = [e*279)ds R — t — (t,t) = F(t,t), Kettenregel)
to
to

¢
%ho fg(t, s)ds = g(to, to) + f81g(t0,d)ds
0 0

t
Andere Schreibweise: z(t) = u(t,t9)z0 + [ u(t, s)h(s)ds
to

3.3. Lineare Gl. mit variablem Koeff., homogen
. z(t) = a(t)z(t), a:I — R stetig
x(to) = X0

Fiir t,s € I sei u(t,s) = exp(| a(r)dr) * x Entwicklungsoperator

n i o

¢
Damit Losung von *: z(t) = u(t, to)xo = exp([ a(r)dr)zg
to

3.4. Lineare Gl. mit variablem Koeff., inhomogen

{ @(t) = a(t)z(t) + h(t)

a,h : I — Rstetig.
(to) = wo

¢
Losg. mit u(t,s) wie in (**): z:(t) = u(t, to)xo + [ u(t, s)h(s)ds
to
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Ausgeschrieben: z(t) = exp(f (r)dr)zo + fexp fa(r)dr)h(s)ds

Bemerkung: 3.4 enthélt 3.1- 3 3 als Spemalfalle

3.5. Bemerkung

Bisher Losungen stets auf ganz I definiert. Bei nichtlinearen Gl. nicht immer so!

Beispiel zu 3.5

{fzwmﬁ

= Losg. z(t) = & auf (—o00,1) ———

p(0)=1 B T

3.6. Dgl mit ,,getrennten Veranderlichen“

Sei I C R Intervall, a : I — R stetig, D C R offen, g : D — R stetig, to € I, x¢9 € D,
g(zo) #0

Dann kann das AWP % { () = a(t)g(z(t))

z(to) = 7o

e Die Fu’ % hat auf einem Intervall um zg (in D) eine Stammfu. I', die streng

wie folgt geldst werden:

monoton ist.

o it It (9(z0) + f s)ds) ist Losung von * auf einem Intervall um t.

. t
inverse Fu 0

Denn: £(to) = I~ (T (z0) + 0) = 2o,
E(t) = ey () () = 9T ())al(t) = a(t)g () (1)

=a(t) @)
,Handwerklich“ etwa so: () = a(t)g(=(t)
x(to) = xo

t t .
() J sttopte = [ alo)ds, iy = (o = L))
0 0
t

Pua»—r@mm=4ﬁ@MaF@@»=P@@+jw@w

to

= z(t) =T 1(T(z) + ft a(s)ds

x(t)
Alternativ: ( f df D(z(t)) — I'(z(to))

Physik etwa so:
dr — a(t)g(z) = [ ﬁ f t)dt = I'(z(t)) — I'(x(to)) :tf a(s)ds

to

~+
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Beispiel zu 3.6

{ (t) = cos(t)(x(t))?
f
0

z(0) =1

3.7. Bernoulli-DGL

(1) (t) = a(t)x(t) + b(t)z(t)*, a € R, a #1, a,b: I — R stetig.

t
Falls x Losg. auf I und Vt € I : x(t) > 0, so x((t))a = a(t)z(t)1=* + b(t),
x
s a (tma(t)l=)
also 16st die durch y(t) := z(¢)'~* def. Fu’ die linear inhomog. Gl. mit variablem
Koeffiz.

(2) 9(t) = (1 = e)a(t)y(t) + (1 — a)b(t)
Falls umgekehrt y Losg. von (2) und auf I positiv ist, so def.
2(t) == y(t) = Losg. von (1).

3.8. Riccatische - DGL

(3) & = a(t)x(t) + b(t)z(t)* + k(t)
Falls &, n Losungen von (3), so gilt fiir A :==¢§ —n
Aty =a(t) + AW +0M)[ &0 =n®)?] = a(O)A() +bOAE)(A®W) + 2n(1))]
—_—
=€-n) (E+n)
X emaare
= la(t) + 2n()b(1)] - A(t) + b(t) A(t)?
=:a(t)
Also (4) A(t) = aft) * A(t) + b(t)A(t)? (Bernoulli-DGL mit d = 2).
Falls eine Spezielle Lisung n von (3) bekannt ist und die Lésungen von (4), bekannt

sind, so hat jede Losung von (3) die Form z(t) = n(t)+ (Losungen von (4)).

3.9. Satz

Sei D C Roffen, f: D — Rund « : I — R sei Losung der autonomen und eindi-
mensionalen DGL. &(t) = f(z(t)).

Dann ist x monoton wachsend oder fallend.
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Beweis

Annahme: Es existiert ¢1,t2,t3 € I mit x(t1) < z(t2) > z(t3).
Nach dem Zwischenwert Satz existiert dann t_ ¢(t1,t2)
und ¢4 ¢(T5,t3) mit z(t4) < x(t2).
z(ty) to
xist CLund s = [ f(&)d¢ = [ f(x(s))i(s)ds > 0.
- -

(t2)
x = [ f(§)dE = intstytod(s)ds < 0 mit t4 > to, & nicht Null auf [¢o, 4]
z(l4)
Also Widerspruch.

Bemerkung: Fiir #(t) = f(z(t — 0)) Oszillation etc. moglich

Beispiel zu 3.9
z(t)=XA-z(t)(N —z(t),A>0,N >0

4. Lineare autonome DGL’en im R?

z(t) = A-z(t), wobei z(t) = ( z1(t) ) ,A e R
xo(t

4.1. Bemerkung

0
a) t — < 0 ) ist stets Losung.

b) max. Losungen sind stets auf ganz R (auch A, u € C)
c¢) Falls &, n Losungen, so fiir A\, u € R (auch A\, u € C) X\ * & + p * n auch Losung.
d) Falls &, Losungen und £(0),n(0) linear unabhénig, so gilt:
Fiir jedes £(0) € R existiert A\, u € R mit {o = A % £(0) + p x n(0) klar.
z(t) = A-xz(t)

z(0) = &o
ist dann durch £(t) = A x £(t) + p * n(t) gegeben.

Zwei solche Losungen &, n heifien auch Fundamentalsystem (FS) zur Gleichung

Die Losung des AWP
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Beispiel zu 4.1 a)

0 X

Dann { &= ha(l)
i‘Q (t) = )\21’2(25)

A 0
A= ( ! ) mit A1, A2 € R. Ausgeschrieben lautet z(t) = Ax(t)

Die Losung zum Anfangswert £, = S01 € R ist dann gegeben durch
0,2 g /
At
e 0,1
)=\
€280,

Phasenportrait im Falle A\ < 0 < Ao

Beispiel zu 4.1 b)

usgeschrieben: 1(t) = z2(t) -+ -
Ausgeschrieb '{;tz(t)z—w2'$1(t) &’y

Aquivalent: #1(t) = —w?x1(t) (, Harmonischer Oszillator*).

Losungen sind zum Beispiel:

&(t) = ( sin(wt)) ) oder

wcos(wt

n(t) ::< cos(wt) )

—wsin(wt)
Diese bilden ein Fundamentalsystem.

& = < 0 ),7](0): ( ! > Fiir jede Losung £ = ( & ) gilt:
w 0

vt € R: &3 (t) + 283 (t) = €1(0) + 5 (0)
(Differenzieren + Einsetten der DGL gibt 0)

Alle Losungen sind periodisch mit der Periode T' = %”

Allgemein:
A = (a11,a12; a21,a22), EW von A sind NS des charakteristischen Polynoms:

A _ J—
AL T2 N2 L spur(A)A + det(A)

—ag1 A —a
Also M2 = spur(A)+/spur(A)2 —4det(A)

2
Fall 1:

2 reelle EW A1, Ay verschieden, mit Eigenvektoren by, bs.
Ein FS ist dann gegeben durch e - by, e*2t - by
Unterfille:
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) A <0<\ i) A1 <X=0 i) A1 < A2 <0
N S=EEE N\
N Sy
Si = e
S\\li77 ======le |\ S<
iv) A1 =0< A V)0 <A < A
RTINSO
i N2
4 NS
MRS A7 7 NN
TR 27720
Fall 2:
A1 = Ao, und es ex. 2 L.u. EV by, by zum EW Ay.
A0
(Dann A = , A1 = A2)
Unterfalle: ( oo >
A =X<0 0=X =X 0<A\i=MX
Losung zum Anfangswert o : e’ Nur stat. Los.
N SN
S\ el
NS NS
TR Z NS
Fall 3:

Al = Ao, esex nur 1 Lu. EV by.
E) = Ker(A — A) (Eigenr zu \)

o) .

Gy = |J Ker(M — A)? (Verallg Eigenr.,algebr. Eigenr)
j=1

Hier: Ey\ = Rby, Gy = R?

A 1
Dann ex. by € R? mit by, by L.u. sodass Aby = A1y + by (JNF:( 01 N >)
2

Es bilden dann e*? - by, eAlt(t by + bg) ein FS.
—_ Y—™
=:£(1) =m(t)
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Beweis
€(0) = b1, n(0) = bg, also Lu.
£(t) =M -€(t) = A-£(1)
T](t) = )\1 . T](t) + e)‘lt . b1
An(t) = eAlt[t “A1b1 + Abo + bl] = )\.n(t) + et by
O
Unterfille:
i))\1:>\2<0 ii))\lz)\2<0 iii)0<)\1: 2
N SOOI (H4 474 AN e
SN == ===l 7
EENAE====C W (=
T Ta 2 g7 > £ > = x\.,.\ Wl e S
SIS =
SR I i == Y
RS s EEEEEE
MRIE EEEEEE ) I
/] o [y
N N S R s i
FM\‘\ \\ \N ‘\\\\“\\ - - - ke - - ,///7‘//‘1// ;/ /'ZJ‘IP/JT ‘l

Fall 4:

M=0+iw, o= A =0—iw, w#0
Sei V€ C?\ {0} EV von A zum EW \;.
Dann sind &(t) = eM By, n(t) = £(t) = e*2'T ein (komplexwertiges) FS.
Dann auch %(E + ), 2—@(5 — £) auch FS, reellwertig.
<

S —
RE) 3(6)
Es ist £(t) = e - et (R(v) +i S(v)) = €€ - (cos(wt) + i sin(wt))(by + ibs),
b b
1 2

also bilden €2 - (cos(wt)by — sin(wt)bs), €2 - (cos(wt)by + sin(wt)by) ein re-
ellw. F'S.

Die allg. Losg. hat die Form

e - {c1[cos(wt)by — sin(wt)be] + cafcos(wt)by + sin(wt)b1]}

(mit gewissen c1, ¢y € R)

t i t
= [ b1, bo Je? ( cos(wt) - sin(wi) > < “ ) mit ¢1,c2 € R
——

—sin(wt) cos(wt) 2
Spalten
Als Funktion von t: Bild einer log. Spirale unter Abb. y — [b1, ba]A
Unterfalle:
i) o=0
| e e v, NN
\ L v /’Z,/f//;'ﬂt‘f\i{s:t\
W I ’/// NN
W i
\\\1\“ {pé:"f{‘fq/f}‘j\;‘%lg\ﬂ
. AR\ 22 IHD)
3 NN
== WSS
—— NN o,
—z N e I
- \ \}\}?::L/f - /,//(

Bemerkung: , Drehrichtung® nicht aus Eigenwerten bestimmbar:
-1 0

,A=58"148
0

Setze z.B. S := <
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A und A haben gleiche EW aber verschiedene Drehrichtungen.

Zusammenfassung aller Félle in einem Diagram:

| dettwko Spur(A)

5. Lineare autonome DGLen in R"

Erinnerung: Fiir Norm ||.|| auf R” ist die in der 2. Matriznorm durch ||A|| :=  sup ||Az]|
[|z||=1xeR™
(Entspr. C")

Es gilt: |[Az|| < [|A]] - ||=|[(z € R"bzw.C™)
1A - B|| < [|All - [| BI|(A, B € R™"bzwC™")
1A+ Bl < [[All + [|B]

5.1. Definition/Bemerkung

0 .
Fiir A € C"*" sei exp(A) := >, %AJ
§=0
Die Reihe konvergiert in C"*" = c

m k m
5340 = 35 0l = llowg =kt tmd Al < St lAlp = o,

3=0 Dreiecksung. =kt
[|.]]ind. Norm
von Norm auf C™
00

da 3= AP = eap(lA]) konv.
j:

Also Partialsummen von %Aj und Cauchy-Folge in C™*", also konvergent.
J

Man sieht: ||exp(A)|| < exp(||A]|)

Falls A, B € C"*"™ und AB = BA, so ist exp(A + B) = exp(A) - exp(B)

Analog: exp(A) fir Ae L(U,U) , falls U C C"*" Unterraum.
——

Lineare Abb'n
U—-U

5.2. Bemerkung

Fir A € C"*" ex. eine Diagonalmatrix D (mit EW von A in der Diagonalen, je-
der so oft wie seiner alg. Vielfachheit entspricht) und nilpotente Matriz N (d.h.
3k € N: N¥ =0) und T € GL(nC), so dass T™*AT = D + N (Jordan-NF)
Weiter ist DN=ND (Beweis Ubung)

o0 o0

Es folgt exp(A) = Zo LA = Zo L(T(D+ N)T-1)T = Zo LT(D+ NYT
Jj= Jj= Jj=

18

= T(
~—
Mult. mit T,bzw. mit

T-1 ist ste als Abb C"*™

X %(D—i—N)j)T_l = T-exp(D+N)T~! = T-exp(D)exp(N)T 1,
j
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5.3.

5.4.

eM 0
k—1 ‘
also T~ lexp(A)T = exp(D)exp(N) = : %NJ, wobei Aq, ..., Ay
0 en =0
die EW von A sind.
0 =z 0
Al 0
0
D = N = (Oder 1 statt x)
0 Ay 0 x
0 0

k-1 ‘
exp(N) = Zo %Nﬂ
J:

Folgerung
FirteR, Ae C"", T—1AT = D + N wie oben ist
eMt 0
| = )
T exp(tA)T = - . Z ﬁN
0 e}\nt Jj=0

Einheitsmatriz falls N=0
Insbes. falls N=0 (Adiagonalisierbar):

et 0

T lexp(tA)T =

Satz

Sei I C R Intervall, h : I — C™ stetig, to € I, A € C"*", 2o € C"
a) Die (eindeut.) Losg des AWP
{ (t) = Az(t) + h(t)

x(to) = X0
ist gegeben durch

¢

z(t) = exp((t — to)A)xo + [ exp((t — s)A)h(s)ds (, Variation-der-Konstanten-
to

Formel®)

z(t) = Ax(t)

x(t0> = X0
Die Spalten von exp(tA) oder exp((t — tg)A) bilden ein FS. zu der homogenen

Gleichung #(t) = Az(t) (d.h. nlinear unabh. Losg.)

b) Insbesondere: x(t) := exp((t — tg)A)xp ist die Losung von
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Beweis
zu a Die Fu. t — exp(tA) ist diffbar (Bew. wie fiir Potenzreihen mit Koeff in C)
und fiir ¢ € R ist %]S:t(ea:p(sA)) = A-exp(tA)

Formel folgt durch Differenzieren.

0
zub Seien &(t),...,&,(t) die Spalten von exp(tA).Dann &(0) =¢; = | 1+ |,

0

da exp(0A) = 1. Falls bei einem ¢ € Ruq, ..., ftn, €x. mit Y p;&(t1) = 0, so lost

i=1
n:= > & das AWP (s) n(s)
i=1 n(t1) =0
Mit Eindeutigkeit: n = 0, speziell an (0) = 0, also 0 = > 1;&(0) = > pies,
i=1
also 1 = ... = up =0

Damit &3, ..., &, lin. unabh.

5.5. Folgerung

a) Zu jedem EW X von A € C"*" der alg. Vielf.keit vy existieren vy linear unabh.
Losgen von & = Az der Form
Ty k() = eMpR(t), k=1,...,v)
wobei p’/{ eine Polynomfkt. vom Grad héchstens vy — 1 ist mit Koeffizienten C*

(sogar im algebraischen Eigenraum G zum EW )
b) Die Fu'n z) 1, A EW von A, und k € {1, ..., v} bilden ein FS fiir & = Az
c) Falls A € R™*" so ist, falls A € C\ R EW von A, auch A EW von A.

In diesem Fall erhélt man ein reellwertiges F'S aus Real- und Imaginérteil der

Losgm ) und o5
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5.6.

Beweis

Es ist C" = IS Gy und AG) C G und fiir t € R ist exp(tA)G) C Gy (¥)
A EW wvon A
Sei A EW von A, dimeG) = vy, (alg. Vielfachheit).

Es ex. Basis u1,...,u,, von G, so dass

A
Auy, = Aug, + egug—1 mit e € {0,1},k=1,...,v)

wobei ug := 0 (Jordan-Normalform)

(Darst. Matrixnorm A|GA : Gy — G bzgl. Basis ul, ..., u,, : LT gy,

Definiere Ny : Gy — Gy durch Nyug := epug_1.

Dann Vx € G : Az = Ax + Nz und

Ve € G\Vt € R: exp(tA)x = exp(t\[ +t- NNz _= exp(t\-I)-exp(tNy)x
(I: identische Abbildung, t - AI und N vertauschen auf G))

Falls z = Z QU

(Darstellung mittels Basis uy, ..., uy, ),

N Ux 0o L.
so ist exp(tA)x = exp(t- A) Y. (o - exp(tNy)ug) = exp(tA) - > o >, %Nﬁuk
k=1 k=1 =0

2 k- t7 21 N
exp(tA) E Z gl Uk_jﬁ = > g -exp(tA)Pp(t)
= =0 ﬁf—/ : k—1 —

lesen: 1, wennj=0 =y k(1)

=P;§(t)
Der Raum der Los'n, die in G verlaufen hat die Dim vy und die Fu'n— z) ,(t)

e P)(t) sind Erz.System dieses Raumes, also auch Basis. (a bewiesen)

zu b): Folgt aus a) und aus der direkten Summenzerl. C" = P G, die unter

AN EW v A
exp(tA) (fur jedes t € R) invariant ist. c) leicht.

O

Beispiel
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Beispiel zu 5.6

vy oder 3 = A o mit A := -l .
y =4z — 3y 4 Y 4 -3

A—1 1
A\) = = A2 420 4+1=(A+1)% — 1 EW alg. Vielfh. 2
xa(A) 4 A+3 (A+1) g
1 : : .
EV: 2) geom. Eigenr. is 1-dim

1
Also e™? o = &(t) eine Losg:

1
n(t) :== e‘t[<z> +1 <2>] mit Unbekannten a,b € R

1
Einsetzen in Dgl ergibt ... mogl Losg: a = 0,b = —1. Damit &(t) = e™* < ) , n(t) =

t
et sind FS
—1+2t

Bemerkung: Fiir A = ( a —p
o

cos(ft) —sin(pt)

sin(ft)  cos(St)

=:U(t)

> € R?*2 beschreibt Multiplikation mit A = a+i/3

ist exp(tA) = e (

U(t) = AU(t) z
Beweis: Zei 10
weis: Zeige U(0) =
0 1

mit Eindeutigkeit U(t) = exp(tA)vt € R.

a =B 0 0 >
A=| B a 0 , exp(tA) = cee cedot 0

0 0 ~? 0 0 et y

5.7. Satz
Sei A € C"*™(R™") und ||.|| eine induz. Matrixnorm auf C™*"(R™*")

Sei p:= max R(A) und seie >0
AN EW v A

)

a) Dann ex. k > Omit V¢ > 0 : ||exp(tA)|| < kelPTo)t

b) Falls A diagonalisierbar, so gilt dies auch fir e =0
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Beweis
Wie in 5.2 ist:
etit 0
exp(tA) =T (Z 4 NJ)
e)\nt
Es ex. Konstante ¢; > 0 mit VV = (b;;) € C™" : ||B|| < ¢ * max bl
17]
(Normdquivalenz)
et 0
Somit || | <a max ledit| < eref frt >0
7j=1,...,n
e)mt
k=1 . k=1 ,
fir t > 0ist || 35 5N/[[ < 3 SIIN|P =: P(¢)
j=0 j=0
Zue > 0 ex. ca(e) > 0 mit V& > 0e ' P(t) < ez
Es folgt: [lexp(tA)]] < ||T|| - cre?” - P(t) -||IT7Y| < cxco|| T T H[elP+)" < kelot=)t
~—
Scze“
b) Falls A diagbar. so N=0, Rest klar.
U

6. Lineare nichtautonome DGLn in R"

Sei I C R Intervall, A : I — C™*"™(R"*") stetig,
Betr. &(t) = A(t)z(t) (%)

6.1.

6.2.

6.3.

Bemerkung/Definition

n Losungen &1, ..., &, : I — R™(C") von (x) sind entweder zu allen Zeilen t € I linear
abh. oder zu allen linear unabh.

Im Fall ,linear unabhéngig® heilen Sie Fundamentalsystem von (x) und die durch
I>t— X(t):=(&(t),.... (L)) € C<

definierte Funktion heifit Fundamentalmatriziosung von Stellen.

Beweis: Mit der Eindeutigkeit der Losg. zum Awert 0.

Folgerung

Alle Losungen von (*) bilden einen n-dim Unterraum von C°(I, C*(R")), dieser wird
von den Spalten einer bel. Fund.matrixlosg. aufgespant.

Beweis: Sei tg € I. Die Losgn & von (%) mit &(tg) = €;, ¢ = 1,...,n bilden eine FS.
Rest klar

Bemerkung/Definition

a) Falls tg € I, X Fund.matrixlosg., so def. auch U(t,tg) := X (t) - X (o)~ ! Fund-
matrixlosg.
Es gﬂt: U(to, to):ﬂ_
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b) Die Matrizen U (t, s)(t, s € I) heiflen ,, Entwicklungsoperatoren® zu (x), fur s € I
ist U(., s) die eind. Losg. des Matrix-AWP
U(t) = AUt
1 0
U(s) =

Beweis

zu a): Ulto, to) = X (to) X (to) ™! = 1.

LU (r o) = X (X5 = A(t) X (0)55" = AU (L)
U(t,to)

Spalten von U(.,tp) lin. unabh. klar.

b) klar

6.4. Satz: Variation-der-Konstante-Formel

Seien A,I wie in oben, h : I — C™ stetig, tg € I,z9 € C™.
Seien U(t,s) (t,s € I) die Entw.oper'n zu Z(t) = A(t)z(t) wie in 6.3
z(t) = A(t)x(t) + h(t)

geg. durch
l‘(to) = X0

Dann ist die Losg des AWP {

x(t) = Ul(t, to)xo —i—jU(t, s)h(s)ds

Beweis: Bestétigung durch Differenzieren

6.5. Bemerkung

Fiir die Entwicklungsoper’n gilt (fiir r,s,t € I):
1 0
a) U(s,s)=1=
0 1
b) U(t,r)U(r,s) = (t,s), insbes
c) U(s,t)U(t,s) =1, also U(s,t) = U(t,s)""

Beweis
a) U(s,s) = X(s)X(s)"'1 =1

b) Ut,r)U(r,s) = X)X (r) X (r)X(s)"' = X(#)X(s)" ! = U(t, s)

c) U(t,s)U(s,t) =U(t, t) =1
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6.6. Bemerkung

1) Im autonomen Fal &(t) = Az(t)U(t, s) = exp((t — s)A)

Im nichtautonomen Fall keine allg. Formel, aufler im 1 — dim Fall:
—_—

z(t)=a(t)x(t)
t

u(t,s) = exp([ a(r)dr)

s

2) Man konnte vermuten, dass im hoher-dim Fall gilt:

t
U(t,s) = exp( [ A(r)dr), ist aber im Allgemeinen falsch.

t
Grund: Im Allg. A(t) nicht vertauschbar mit [ A(r)dr.

6.7. Definition/Satz

Sei X Fundamentalmatrixlosg. zu &(t) = A(t)z(t) und W (t) := det(X (¢))
(Wronski-Determinante)
Dann gilt: Vt € I : W (t) = spur(A(t)) - W(t)

t

Also fiir tg € I: W(t) = W (to) - exp([ spur(A(s))ds)

to

Beweis

1) Fiir eine diffbare, matrixwertige Fu. M : I — R™*™ mit Spalten my, ..., m,, ist

%|s:t(s — det(M(S5))) = det(my(t), ma(t), ..., my(t))
det(my(t), ma(t),....,mp(t)) + ... + det(my(t), ma(t), ..., mn(t))
Sei 7 € I. Mit den Entwicklungsop. wie oben ist:
iy V(r) = A(r)V(r)
Y : = ,T)X (1) (168
tel: X(t)=U(t7)X(1) (lost Vir) = X(n) )
Also Vt € I: det(X(t)) = det(U(t, 7)) - det(X (7))
~—— —
W(t) w(r)
Sei U(t,7) = (&1(t), ..., zn(t)) (€ : Spalten)
Dann &(7) =e¢;, j=1,...,n '
Mit 1. folgt W(r) = {det[&1(7), &(7), - &a(T)] +
det[€1(7),&(T), s En (MW (1) = W(T) 3 det(€1(7), s &(7) 5oy (7))
J=1 —~ —— ~——
. €1 A()E(T) en
W(r) X_ det(ex, ..., a;(7), ..., €n)
7j=1
durch Spaltenumformungen folgt: ... = W () '21 det(er, €2, ..., aj(T)ej, ..., €n)
j=
aj; (1)

W(7) - spur(A(r))

(Fall: bei Tau bekommt man Einheitsmatrix!)
Also W (r) = W(r) - spur(A(r))

Formel fiir W(t): Folgt aus bekannter Formel.

+

+
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7. DGLn zweiter Ordnung in Dimension 1

Betrachte DGLn der Form
1) &(t) = f(t,x(t)), wobei f: I x D — R, I C R Intervall, D auch.

2) { x(t) =v(®) (Jargon:,,{ v

(1) ist dquivalent zum System erster Ordnung

“)

o(t) = f(t, =(t)) 0= f(t,x)

Spezialfiille/Beispiele:

7.1

7.2,

Harmonischer Oszillator
i(t) = —w?z(t), w>0
.. t(t) = v(t 1
Aqu. zu (1) =v(®) ,oder v t) = 0 " (t)
0(t) = —w?a(t) v —w?0 v
i t t
Die spezielle Los’n sin(wt) , cos(wt) bilden FS, vgl 3.4
w cos(wt) —w sin(wt)
Harmonischer Oszillator mit Reibung

i(t) = —w?z(t) — , u>0

=
s.
=

Reibungsterm
Aqu. System &(t) = v(t)
O(t) = —w?z(t) — po(t)

e )= () 0

=:A
spur(A) = —pu < 0, det(A) = w? >0, EW o= _ui\/ﬂ
Je nachdem ob:
w < 2w
‘\’-\.\‘\»\\\\}/; 1

VALY
ARRRR VR ™
AR
\

1(3)

Falls g > 2w, also A1 < Ay < 0, gilt:

v

A -1
16sen das Gl.System ( > <$> =0, also Az = v

Die EV (m zum EW A(A = Ajoder\ = \o)

w2 A+ p v
EV zum negativen EW liegt ndher an v-Achse
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7.3.

7.4,

Harmonischer Oszillator mit periodischer Anregung ohne Rechnung

Z(t) = —w*z(t) + «sin(vt) (nicht autonom)

~—
perid. dufl. Kraft
Aui: &(t) = o(t)
O(t) = —w?z(t) — asin(vt)

) z ) = 01 0
oder ( v) (—w20> ( > t)+ (a sin(ﬁ))

cos wt L
exp(tA) (

= sin(wt)
—wsin(wt)  cos(wt)

(*) ). (" | —s)A)a 0 s
Losung von (*) zum Anf.wert <0> : (v) (t) = {e:cp((t )A) (sin(s)) d

=... ist explizit ausrechenbar (Ubung)

DGLen der Form 7(t) = —V'(z(t)) mit V :€ C*(R,R)

(nur bis auf additive Konstante eindeutig)
; b(t) = v(t
Aqu ist * x( ) =l )/
o(t) = =V'(#)
Sei E: R?* = R, E(z,v) = 30?2 + V(z)
Falls (z,v) : I — R? 16sg. von (*), so ist I > t — E(x(t,v(t)) konstant. (E Erhal-
tungsgrofe, ,, Integral® von (*))

Losgen verlaufen also innerhalb der Niveaumengen E~1({c}),c € R.
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Beispiel zu zu 7.4

1) Harmonischer Oszillator V(z) = w?a?

2) Pendel: & = —sin(z(t)) = —(— cos’) (z(t)),
Mit V(z) :== 1—cos(z) :Z(t)=-V'

2
z _7 [
3 +6'

E(z,v) =2 >0< v ==4./2(c—V(2)), wo V(z) < ¢,v = %+/2(c — 1 + cos(x))

3) @(t) = Az(t) — z(t)® = =V{(x(t)), wobei Vy(z) := —%)\xz + %x‘l

Phasenportraits:
Oszillator Pendel Doppelmuldpot
Vix)
Vix)
A
=g X
) _,l'” i \\. / rd i ‘\__\ Vi
f | \ /__f ! .'\\ “'.‘ =0 ‘ ER Para?;:t:tial..
i » : 'l II".\ I."I‘ )
i : \ N4
\/5' : S
ﬁ — /:)k\—?—/k\
M \%”/MM"

[13

Trick: Vorstellung einer in ,, Potentialgebirge
Allerdings: fiir diese Kugel wire Z(t) = —V'(z(t)) NICHT die richtige DGL.

von V rollenden Kugel.

7.5. Zusamenhang zwischen i =: —V’(x) und der im ,,’Potentialgebirge* von V
rollenden Kugel
1) Die Energie der Kugel, die sich gemafl t — (z(t),y(t)) = (z(t), V(z(t))) bewegt,
ist:
() 300 + V()P +V(@(0) = 502[1 + V(0] + V((0)
Die Fu. 1 -+ (1) eefllt (t) = 0V GOV )V ata)
folgt durch Diff. von (*), Abl.=0
(Zusammenhang von #(t) = —V’(z(t)) nicht offensichtlich!)

2) zur Beschr. der Kugel giinstiger, die Bogenlinge lings der Kurve v = {(z, V(wﬁ) |z €

R} als Variable zu nehmen.

z) = [ /14 V/(r)dr
0
Abb. = — s(x) ist streng wachsend, Diffeomorphismus R — R (Umkehrfkt.
heifle £ : R — R)

v
Als Fu. von s,$ ist die Energie der Kugel:15% + V(&(s)) = 1% + W(s) 4 0
——

(ausfithrlich: §(t) = —W/(s(t)), W(S) := V(£(s)), W(S(X)) = V(X))

kaum viel
Streckung  Streckung

ds
— =y 1+ (V'(x
ax ]J
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S(x) = bf V14 (V/(r))%dr

3) Die Abb. (z,v) — (y,w), y := s(x), w:=v
1
fithrt Niveaulinien der Form {(z, v)|§v2 +V(x)=c}

enthalt Losgen von &=—V'(y)

1
in Niveaulinien der Form {(y,w)]§w2 + W(y)c} ber.

enthalt Losgen von j=—W'(y)
Deshalb Agivalenz der Phasenportraits.

8. Existenz und Eindeutigkeit
8.1. Satz: Lokaler Ex.- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f

Sei I C R off. Intervall, D C R™ offen und f : I x D — R" stetig, (t,x) — f(t,x)

f sei lokal Lipschitz-stetig bzgl x, d.h. V(tp,x0) € I x D36 > 0,L > 0:

vt € (to — d,t0 + 0)Va,y € B(zo,6) : ||f(t,2) — f(t,y)l| < L[z —yl]

lokale Lipschitzbedingung

Dann ex. tg € I, xg € D ein Intervall J mit ¢ty € J und eine eindeutige Losung
o(t) = f(t,2(t))

&: D — R™ des AWPs
:L'(to) = X0
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Beweis
Seien tg, ¢ wie oben und 4, L > 0 wie in (*),
und so, dass (tg — 0,t9 + 9) x B(zg,0) C I x D.
Sei F':= maz{||f(t,x)|t € [to — I, to + ] x B(xo,d)||} (ste. Fu. auf kp. Menge)
Wiihle 61 € (0,6] mit 61F <8, &1L < 1, J:= (tg — 1,0 + 61)
Sei nun C := {n € CO(J,R")|Vt € J : ||n(t) — xo|| < 6}

Auf C benutze die durch max-Norm ||n||s := max ||n(t)|] Bixg. 9
teJ ' m
induzierte Metrik ||n1 — n2||co = T?%XH??l (t) — n2(t)]| L x %
S : 1 !
Damit ist C ein vollst. metr. Raur;a | W
Def. T: C — C, T(n)(t) :=zo+ [ f(s,n(s))ds ' o ru ______ >
to

T ist wohldefiniert:

1) Firne Cist f(s,n(s)) definiert fiir s € J
2) s f(s,n(s)) ist ste., da n ste. Nach HDI: T'(n) dbar. insbes stetig.

3) FurteJ,neCistHT(n)(t)—xonzuj f(s,n(a(s)) dsl| <

’ ‘ E[to—(s,to-‘r(S]XB(a:o,(S)
t—to| F<§F <6

~——
<d1

Also: Auch T'(n) € C.
Weiter: Fiir n1,m € Cit € J:

IT(m) @) = T)DI = Hf (s,m(s)) — f(s,m2(s)))ds|| <
tZ’Hf(s,m(S)) - f(s,nz(S))Hds\S/t{LHm(S)—nz(S)Hds <
* <lIm=nzlloo

[t —to |L[|m — n2llec < 0.5[|m — n2lfeo
<41

Also auch || T'(1m) — T(12)l |0 < 5llm — 2|l
T kontrahierend mit Kontraktionskonstante %
Nach Banachschem FPS: T hat eindeutigen Fixpu. n* € C

Alson*()—a:o—i—ff s,m*(s))ds fiir t € J,
nach HDI: n* dbar , n*(t) = f(t,n*(t)) und n*(to) = xo

Jede andere Losung 77 mit Werten in B(zg,d) wiirde erfiillen:
¢

Vt e J:7(t) = xz0+ [ f(s,7(s))ds und |[7(t) — zo|| < 4, also auch
to

7 € CundT'(7) =

8.2. Bemerkung

Falls f: I x D — R™ ste (wie oben) und Dsf auf I x D und stetig ist,
dann ist die lokale Lipschitz-Bedingung aus 8.1 erfiillt.
Insbes. gilt dies wenn f € C*(I x D,R™).
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Beweis

Existiere Dy f und sei stetig. Sei (tg,x0) € I x D

Esex. § >0 mit M := [to—(s,to—i—é] X B($0,5) cIxD

Setze L := max ||Da2f(t,2)||ind. Norm (ste. Fu. auf kp. Menge)
(t,x)eM

Fiir (¢, x)und (t,y) € M ist dann ||f(¢t,x) — f(t,y)|]

HfDtherS( x))ds(y — x)|| < Lily — =]
MWS

8.3. Bemerkung

Die durch no(t) := @0, i1 1= xo + ff $,Mn(8))ds (= (Tnn)(t))

definierten Fu'n heiflen Picard-Iterie rte (zu dem geg. AWP).

Sie konvergieren glm. auf J gegen eine Losg. des AWP.

Bemerkung zur Eindeutgkeit in 8.1:

Gezeigt wurde bisher nur: Jede Losg 77 : J — m stimmt mit n* {iberein.
Falls nun 7: J — R™ bel. Losg, so ex. J C J mit 7(J) C B(zo,d) mit tg € J.
Dann 7 = n* auf J.

Mit diesem Argument sieht man {t € J|i(t) = n*(t)} ist offen in J.

Diese Menge ist auch abg. in J (klar), damit gleich ganz J.

Folgt: n = n* auf ganz J.

8.4. Folgerung

Sei f wie in 8.1
Zu (tg, o) € IxD es ein eindeutiges maximales Ex.intervall Jy, o, = (t—(to, %0), t+(to, z0)) C
i(t) = f(t,x(t))

I und eine eindeutige nichtfortsetzbare Losg. x(x, to, zo) : Jiy,z, — D von (*) (to)
T\lp) = o

(Dies ist die ,,maximale“ Losg. des AWP (*))
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1)

Beweis

Sei Ji, Jo Intervalle um tg.

Je zwei Los'n & : J; — D, & Jo — D von (*)

(mit bel. (tg,z0) € I x D) stimmen auf J; N Jy iiberein:
Seien &1, &9 solche Los'n und ¢ € Jy N Jo z.B. t1 > .

Dann [tg, t1] C J1 N Jo e

Sei M := {t € [to, t1]|&1(t) = &2(t)}. M ist abg., to € M (&1, &2 stetig).

M ist auch offen in [tg,¢1]: Sei 7 € M.

Dann ex. ein off. Int. J3 C I,7 € J3 und eine eind. Losg. £3J3 — D von
- { i(t) = f(t, (1))

z(7) = &(7)
Wegen Eindeutigkeit £ = xiy = xiz auf JNJoNJ3. Somit JiNJoNJ3N[tg, 1] C

M.

(Also M offen in [tg,t1].)

Da [to, t1] zusammenhéngend folgt: M = [to, t1] (insbes. &1 (t1) = wia(t1) (Fall
t1 < to analog))

X(x,10,%0)

Def: t (to, xo) := sup{t > tolex. Lisg. von (x) auf [to,t]} (evtl. = 4+00)
t_(to, o) := inf{t < tolex. Losg. von (%) auf [to,t]} (evtl = —o0)

def. Ji, 2, entsprechend.

Fiir t € Jy, o, wihle Losg. von (*) auf [to, t] bzw. [t, 0], setze x(t, o) := &(1)
Dann nach 1: z(x, tg, x9) wohldef. und nach Kostr. Losg. von (*).

x(*, to, xo) ist nicht auBerhalb von Jy 4, als Losg. fortsetzbar.
(kurz ,t4“, ,t_%)
Klar, falls ¢+ = supl und t_ = infIl
Sei z.B. t4 < supl, also t; € I. Wére z(x*,tg, xo) fortsetzbar als Losg. auf
[t—7t+]7
1(t) = f(t,y(t
So gibt es zum AWP (**¥) y(t) = f(t,y(®)
y(tl) = 1’(t+,t0,$0)
0 > 0 und eine eind. Losg. n: (t+ — 0,14+ + ) — D von (**%)

l‘(t,to,xo) ,to S t S t+

nach Picard-Lindelof ein

Die Fu. & : [to,t+ + ), Z(t) ==
n(t) e <t<ty+9

ist dann Losg. von (*) auf [to,t4+ + 0]

Widerspruch zur Wahl ;. Analog bei ¢t_, also z(x, g, z¢) nicht fortsetzbar.
Bem: Eind’keit von Jy, 4, ist klar. Eind’keit von z(x, to, o) auf Jy, 4, folgt aus
Teil 1

8.5. Satz

In der Sit. von 8.4 sei O" := {z(¢,ty, x0)|t € [to, t+(t0,%0))}

Falls t4 (tg, zo) < sup(I) (Ex.Intervall ,nach rechts beschr.*)
So ist OT unbeschr. oder dist(OT,9D) = 0 (Analog fiir ¢_(tg, x))
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Beweis
ty =ty (to, o)
Annahme: O beschr. OT € B(0, R und ¢ := dist(O*,9D) > 0
M :={y € D|||y|| < R,dist(y,0D) > e}.
M ist kp. (Heine-Borel) und O € M
F := max{||f(t,x)|||(t,x) € [to,t+] x M} (st. Fu. auf kp. Menge)
Fiir t € [to, t4) gilt: [[(¢, to, zo)|| = [|f (L, 2(¢, to, 20))|| < F.
Somit x(*,t0,zo) glm. ste. auf [ty,zo) (sogar: Lipschitz-ste mit Lipschitz-Konst. F)
Folgt: z* := limt — t*2(t, ty, zo) existiert (Ubung)
Wegen M abg. ist x* € M C D.

x(t, to,x0) , fallst € (to,t4)

x* ,t=1t+
Beh. 7 ist Losg. der Dgl auf [tg, t4].

Def. z(t) :=

Beweis

¢

T ist stetig und Z(t) = xo+ [ f(s,Z(s))ds fiir t € [to, t4).
0 "

z ste als Fu von t auf [to, t4].

t
zo + [ f(s,Z(s))ds ste Fu. von t auf [to, ¢ ), also auch auf [to, 4]
to

Also: GL. (*) gilt auf [to,t,], folgt z(ty) ex. = f(ty,Z(ty))

Widerspruch zur nicht-Fortsetzbarkeit von x(x, tg, zo)

8.6. Bemerkung

a) Es gilt auch tlir%a min{dist(z(t,to, xo), 0D, Iz L } =0 (vgl. Amann, gew.
—it

Tl(,to,0)[[+1
DGLen)
b) Man kann zeigen: t, (to, zp) hdngt unterhalb stetig von (to,xg) ab.
t_(to,zo) hingt oberhalb stetig von (¢g,xo) ab.
Y(to,z0) € I x DVe > 035 > O|to — to| < 6,||T0 — zo|| < § = ty(to,To) >
ty(to, o) — €
c¢) Der autonome Fall: f: D — R™ ist in den Sétzen 8.1-8.5 mit enthalten.
(Setze f(t,x) := f(x) fiir (t,x) € R x D)

8.7. Folgerung

In der Sit. von 8.4, 8.5 sei K C D kp. und Ot C K (fiir ein geg. (tg,x0))
Dann ist t4 (tg, xo) = sup(I) (insbes., falls [tg,00) C I, so t(tg,zg) = 00)
Analog fiir £_
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8.8.

Beweis

Ot C K = O™ beschr. und dist(O",9D) > dist(K C D,0D) > 0, da K kp, dD
abg, KNOD =)
Nach 8.5: t4 = sup(I)

Beispiel zu Konservatives System
T =T
V; = —a@'V(ﬂfl, 73371)

n
Energie 5 Y. ||#||3 + V(Z4, ..., #,) konst lings Lésn

Fi(t), Bi(t) € R3
Energie“fliche® (6n-1 dim Mft im Gliicksfall) zum Wert ¢ := E~1({c} ¢ Ro"
Falls

e V nach unten beschr. und

o lim  V(#1,...,Z,) = o0
min [|Z;|| o0
2

So Ve € R: E~1({c}) kp. (Losgen ex. auf ganz R)

Bemerkung: Existenzsiatze vom Peano-Typ

Sei f: 1 x D — R™ nur stetig.
Dann auch Existenz lokaler Losgen von AWPen beweisbar.

i
= i
Xu - i
1 i
] i
] i
] i
] i
] i

Z.B. kann man zeigen: Das Fulersche Polynomzugverfahren:

&b = o, €y =&+ hf(to+jh, &), (h > 0 Schrittweite) fh ° L+2h
2h(t) = 5;}_’_ M N ;’H —§§‘) fir t € [to+jh,to+(j+1)h] (lineare Interpolation
der 5;1)
definiert Fu'n 2" mit folgenden Eigenschaften:

k—oo

Falls h(¥) 2% 0, so erhilt (mh(t>)kew (etwa auf [0,T]) eine Teilfolge (mhw(k))keN, die

gegen eine Losg. der DGL. konvergiert.

.
—

T

Beweis

Beweis mittels Satz von Ar zla und Ascoli, bzw. Schauderschen Fixpunktsatz
O

Globaler Diskretisierungsfehler von (E): O(h) (heifit: ex. Konstante C' > 0, Fehler
auf [0,7] < C - h)
Andere Verfahren haben héhere Fehlerordnung: O(h?)

Speziell: Runge-Kutta- Verfahren Berechnung gewisser Werte des Vektorfeldes k1, ..., kp,

jh+1 :I{?—}—h( c1k1 + ... + emkm )

gewichtetes Mittel der k;
0<¢;<1,> " ¢j=1
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RK-Verfahren 4ter Stufe:

ki := f(to, o)

ke == f(to+ &, z0 + Lk)

ks == f(to+ &, z0 + Lko)

k= f(to + h,zo + hks)

z1 = x0 + E[k1 + 2ko + 2k3 + k] !
Globaler Diskretisierungsfehler: O(h?)

8.9. Beispiel zur Nichteindeutigkeit "'/
t
#(t) = 2/2(0) |f(x) — f(y)| < Llz — y|, (Nicht lokale Lipschitz-st. bei 0)  \* A\
0 <t \
Nullfu. ist Losg, aber fiir tg > 0 ist x(t) := =0 \"-\ N/
(t—t0)® ,t>tg AN
., Pulverfassgleichung* ‘ 1) f,

9. Stetige und diffbare Abh’keit (Der Losgen) von Anf.werten/Parametern

[
Sei stets D C R" offen, I C Roff. Int., Q C RF offen und f ]I x D x Q — R*(t,z,\) > f(t,x,\)
stetig, lokal Lipschistz-Ste. bzgl. x (sodass fiir f(x,*, \) Picard-Lindel6f anwendbar ist)
Fiir (tg,x0,Ao) € I X D x Q es. dann eine eindeutige, nichtfortsetzbare Losg. x(*, to, 2o, Ao)

c(t) = f(t,z(t), A
von &(t) = J{t,2(1), do) auf dem max. Ex.int Jy, 500, C 1
(to) = o

Sei 7 := {(t,t0, %0, Xo) € R X I x D X Q|t € iy 2900}

9.1. Satz

D ist offen in RxRxR"” xR und die Abb. 2 — (t,tg, xo, \o) — x(t,to, To, o) € R”
ist stetig.

I : i | I R
Sl] SH_E SH_E Sk’—1sk

J=[tg—r, o +1r]
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Beweis
Idee:

1) Sei (t,to, 0, 0) C Z, zB. t >ty

Dann [to,t] C Ji 20,0 Also ex. 7> 0 mit J := [tg — r,to + 7] C Jrg.20.00
—
of fen

2) Fiir kleine Intervalle:
to, Tg, Ag sind Parameter fiir die kontrah. Abb. im Beweis des Satzes von
Picard-Lindelof;
Dieser funktioniert auch fiir Zy, #o, Ao nahe (to, o, Ao)-
Stetige Abb’keit der Losg. iiber kleine Intervalle folgt damit aus dem parame-
trisierten Banachschem FPS (Ana 2)

3) J kann in endlich viele ,geniigend kleine* Intervalle aufgeteilt werden, etwa
J = [s0, 1] U[s1, s2) U ... U [Sk—1, Sk]

—— ——
= =T

Setze xy, := x (s, to, o, Ag). Sei € > 0
Es ex. & > 0 mit VZz_1 € xpy1 + B(0,6,)VAo € Xo + B(0,0;)
x(*, Sk—1,Tp_1, 5\0) ex. auf [sy_o, s;| héngt stetig von Argumenten ab
und ||z (*, Sg—1, Tk—1, No) — Z(*, to, o, Ao|| < € auf Ji Esex. 0p_1 > 0:VIp_o €
xip—o + B(0, 5k_1)V/~\0 € N+ B(0,0,1) :
x(*, Sp—_2, Tp—2, 5\0) es auf [si_o, sx_1] , hingt ste. ab und ||z (*, sg_2, Tx_2, 5\0)—
x(*,to, o, No)|| < min{dy,e}
Dann also (Zusammensetzen der Los'n): z(*, Sg—2, Tr—2, S\O)emauchauf[sk_g, sk
|2 (%, Sk—2, Tr—2, Ao) — T(*, 10, z0, No)|| < eauf(sk—2, sk]
... (Induktive Fortsetzung)
SchlieBlich 38, > 0 mit Vi € xo + B(0,61)¥Ao € Ao + B(0,61) :
(%, %o, Ao) auf [sg, sp] def.,
()] (, %, F0, Ao) — (%, 50, %0, Ao)|| < & auf J.

4) Es folgt*, dass (t — r,t + 1) X (to — r,to + 1) x B(xo,01) X B(X\g,01) C D
*Benutze (tg —r,to+71) C J,(t —r,t +71) € J; x(ta,t1,%, \g) Hombom.
Mit der Abschétzung (*) folgt auch Ste’keit von x(x, %, *, %) auf D

[l

9.2. Definition

Sei f € CYI x D,R)und J C I,z : J — D Losg. von

&(t) = f(t,z(t))

:L‘(to) = X0

Die lineare Variationsgleichung (lin. Vgl) ldngs dieser Losg. ist die DGL. 0(t) =

Dof(t,z(t)) wv(t) (linear homogene, im Allgemeinen nichtautonome Dgl.)
—_——

ER™ X7 fiir jedes teJ
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9.3.
Falls x wie oben und y die ,benachbarte® Ldsg., so gilt fiir die Difflerenz:
At) =y(t) —x(t) - A) = g(t) — @(t) = f(t,y(t) — f(t,x(t) = [ Daf(t,x(t) + X
0 “y(t
sA(t))ds(y(t) — z(t)) (MWS) ~ Dof(t,z(t)) At (falls A klein) e Yo
Formale Herleitung der Vgl: @(t) = f(¢,2(t)), Losg zum Anfangswert z¢, Anfangs-
zeit to zur Zeit t : x(t, to, xo):
0
c(lit[(‘) (t to,ﬂ?o] 820 [%:’U(t’ t0)$0)] = %[f(t,éﬂ(t,to,ﬂ?o))] = Dgf(t,$(t,t0,$o)) aixoli(t?tovl‘o)

% (t) = Daf(t,x(t,to, xo))v(t) erfullt v(t) = %x(t,to,xg) die lin. Vgl.langs x(x, to, xo)

[Unterstellung : Existenz von 8% . gai .., Vertauschbarkeit]
Weiter: V(to) = 81‘0[ (to,to,xo)] 1
N ——

=x0
9.4. Satz: Einfache Form des Gronwalschen Lemmas

Sei ¢ : [0,T] — [0, 00) stetig und es gelte:
Vi € [0,T] : ()<K+Lfg0 )ds mit Konstanten K, L > 0
Dann Vt € [0,T] : p(t) < K exp(Lt)

Beweis
Mit (t) := K—i—Lfgo )ds ist ¢ < 1)
 ist diffbar, mit a(t) Y(t)e It gilt a(0) = K und

a(t) = [(t) —L(t)]e ™ = Le M[p(t) — (1)
~~ ——
Lep(t) <0

Also ¥t € [0,T] : at) < K, o(t) <9(t) < Kelt

9.5. Folgerung

Sei f : I x D — R" ste., lokal Lip.-ste. bzgl. x und ,,linear beschrdinkt* im folg. Sinn:
Esex. o, : 1 — [0,00) ste. mit
V(t,z) € IX D :||f(t, )] < at)]|=]| + B(2)
a) Dann ist jede Losg von @(t) = f(t,x(t)) beschr. auf beschrinkten Intervallen
J C I mit JC I (J: Abschluss in R)

b) Insbes. ex., falls D = R”, jede maximale Losg. auf ganz I (also auf ganz R, falls
I=R)
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Beweis
b) folgt aus a) und 8.5

a) Sei x Losg. auf beschr. Int .J, J C I.
Weiter sei tg € J, z(tg) = zo, t € J
t

Dann Vt € J : [[w(t)|| = [Jx(to) + [ f(s,2(s))ds|| < [[z(to)|[+] [ 11f(s,2(s))l|ds]

< [lz(to)ll + |tf[a(8)||~"«“(8)|! + B(s)]ds|A; = I?ga(S)y Bj = r?gcﬂ(S)

t
= <z (o) + !thjHl’(S)Hdﬂ + B|J|
0
Mit Gronwall folgt: Vt € J : ||x(t)|| < (||z(to)|| + Bj|J|)exp(A;j |t — to])
——

<|J|

9.6. Folgerung

Losgen von #(t) = A(t)z(t) + h(t) mit ste. Matrix A und h : I — R™ ste. sind

eindeutig. und ex. auf ganz I.

Beweis

flt,z) :=At)x+ h(t), (tel,xeR")

f ist ste. zu (to,x0) € I x R” ex. > 0 und v > 0 mit

Vt € [to— 0,t0 + 9] : [|JA()]| < «

Fiir solche t und z,y € R™ gilt:

£ () — £t = 1A@) @ — )| < AW - [l — Il < allz — ]

AlLso f lokal Lip.ste., j lokale Ex. und Eind’keit, Ex. nichtfortsetzbarer Losg. folgen.
Setze o(t) = AW, A(E) = |[h(®)]| (teT)

Dann [|f(t,2)]| < a(®)lfz]| + B(t) (¢ € Lo € R

Beh. folgt aus 9.5b)

|
9.7. Satz: Diffbare. Abh’keit von Anf.wert fiir autonome DGLen
Sei f € CY(D,R") und fiir zg € D sei z(*,7¢) : Jz, — D die max. Losg.

i(t) = f(z(t))
von 0) =z v

z(U) = xo

Xx(t, X
9 = U Jxo X {$0} { U)
ro€D
Dann ex. Dox auf 2, ist stetig und fiir (¢,z¢) € Z,v € R" gilt: - X(t, Xp+ev) =
o { _
& (0) = v X(t, xo) + €, () +

— Eu(s) = Df((s,20))&u(s)
€L(R™,R™)

Also Dax(t, x0) ist der Entwicklungsoperator U (t,0) zur linearen Vgl. ldngs x(x, zg)
Also Dox(0,x0) = 1, %sz(t,l'o) = Df(x(t,x0)) - Dax(t, zq)

Dox(t, x9) v = &y(t), wobei {
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Beweis

Sei (t,xz09) und O.E. t >0
Es ex. dp > 0 mit [0,¢] x B(zo,d) C Z
(2 offen, {(s,z(s,x0))|s € [0,t]}, kpkt.)
Fiir v € B(0, dp) betrachte .
Ay(s) == z(s,z0 +v) — z(s,z9) (s €][0,t]) :

1
Es gilt: A, = /Df(a?(s,wO) + 0" Ay (5))d0" Ay(s)
0

~~

Fiir w € B(0,0¢) seienU (s,f(l)(,stz)) die Entwicklungsoper’n zur linearen DGL
U(0,0,w) = 1,, (Finheitsmatriz)

NU(s,0,w) = A(s,w)U(s,0,w)

Nach 9.6 sind diese fiir s € [0,¢] und w € B(0,dp) definiert und nach 9.1 ist die Abb’
[0,t] x B(0,d0) 3 (s,w) — U(s,0,w) € R™*™ stetig.

Sei nun v € B(0,dp). Mit der Losung &, der Vargl. lings x(*,xo) (mit & (0) = v)
gilt:

£4(5) = Df (2(s, 70))6u(5) = A(5, 0)€u(5).

Also &,(t) = U(t,0,0)v.

Weiter A, (t) = U(t,0,v)v

Zue>0ex. 6 € (0,00 mit ||v]| <d = [||U(t,0,0) —U(t,0,v)|]| <e

(o + v) = g(xo) — Lo)|| < el|v]|

y(s) = A(s,w)y(s), also

Fiir solche v ist ||z(t, zo + v) — z(t,x0) — & (t)]| = [|Av(t) — &@)]] = ||[U(E,0,v) —
U(t,0,0)]v]| < [|U(t,0,v) = U(£,0,0)|| cot [Jo]| < el|v]|
<e
Also ex. Dox(t,xg), Dax(t, z9)v = &(1).
Rest klar.
(]
9.8. Bemerkung
Satz 9.7 zeigt, dass
0
%a%ox(t, xo)ex.und = 8%0 ax(t, xo) = D f(x(t, CCO))%HJ(@ )
f(=(tz0))
Beweis klar.
9.9. Satz

feCYI x D x ARY)
= [Pv(t, ty, x0, \) > z(t, to, To, Ao) € R"] ist C! und:
a) 81$(t,t0, Zo, /\0) = f(t, a;(), )\)

Weiter gilt mit den Evolutionsoper'n U (t, tg, zg, A) zur Vargl. langs x(x, to, o, \)

U(t07t07x07)‘) - ]]-n
(also: )
alU(t,to,CL‘g, )\) = Dgf(t,ﬂf(...), )\) . U(t, to,ﬂjo, )\)

b) an(tv t07 Zo, >\) = _U(t7 tO? xo, )\)f(t()a xo, A)
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C) agﬂf(t,to, Zo, )\) = U(t, to,ﬂ?o, )\)

t
d) Oux(t,ty, 0, ) = [U(t,s,x0, A) - D3 f(s,x(s,to, o, A), \)ds
to

Beweis

Betr. folgendes System in D x R x A x R
) { (1) = [(r(2) + (D), (1), A1)
0t)y=1, AM(t) =0, 7(t) =0
B(t) = £t 2(8), 20)
x(to) = wo
= y(t) == x(to + t, %0, 70, Ao)
O(t) :=t, Mt) = Xo, 7(t) =to
Ist Losg von (2) auf Jy 4.0, — to
Mt y(O) = X, 9(0) = 0, /\(0) = Ao, T(O) =1y
Umgekehrt: falls y, 6, A, 7 Losg von (2) mit 0(0) = 0, y(0) = o,
so definiert x(t) := y(t — to) Losg. von (1).
Sei Z der Definitionsbereich der Losgen. Z = (y,0, A, 7) von (2).
Pie Abb. D 3 (t,tg, x0, M) — (t — to, x0,0, Ao, to) € P ist C®
Nach 9.7: Los'n von (2) sind C! auf 9
Wegen x(t, 10, 29, o) = y(t — to, T, 0, X, to) folgt: x ist C1 auf 2
Folgt auch: Abl'n von x nach tg, zg, A\g ist nach t diffbar. und Abl'n vertauschen.

x ist Losg. von (1) { awf Jiy 20,00

O

Beweis

zu den Formeln:
a) klar

¢) Gra(t,to, 70, M) = 525 () = 2= f(t, 2 (t, to, 2o, M), Ao)]
= DQf(tvx()ﬂ )‘0) : %w(tvt()?x(); /\0)
Folgt: z2-x(t, to, x0, Ao) = U (£, t0)

b) Gamr(t,to, w0, M) = gL () = 7= [f ()] = A(t) - g (t, to, 0, Ao)
und axx(t(b to, xo, )\0) = _f(t07 330)
Also 82x(t, t(), Zo, /\0) = U(t, to)[—f(to, .730)]

o 9 0 0
d) @ml’(t,to,xo,)\o) = m[f(tvw(tat()?xO?)‘O)?)\O)] = DQf(t,IE()) 87)\0‘%.() +

Dsf(t,z(...), \o)
8%0 z(to, to, To, Ao) = 0, alsoVar.d.Konst.
—_——

Z0

t
D3z (t, to, w0, No) = [ U(t, s)D3f(s,x(s,to, z0, Ao), Ao)ds
to
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9.10. Satz

Sei k> 1, f € CHI x D x A,R") = x(x,, %, %) ist C* auf 2

Beweis

Induktion: k£ = 1: Bekannt (9.9)

k — k + 1: Die Abl'n erster Ordnung von z(...) sind nach 9.9 durch Losgen von
DGLen, in denen die auftretenden Fu'n f, Df C* sind und die ebenfalls auftretende

Fu. z auch C* ist nach Ind.-Annahme.
O

10. Stabilitat

Sei f € CYI x D,R"), sup(I) = 0o D 3 zq sei Gleichgew. von @(t) = f(t,z(t)) d.h.
Vtel: f(t,zo) =0
U

10.1. Definition W

Die Losg. t — x von @(t) = f(t,2(t)) heiit

a) Liapunov-stabil, falls gilt: Vtg € IVU Umg. von o3 Umg V C U von ¢, sodass:
Vit > toVyo € V : x(t, to,yo) € U (zu lesen als: ist definiert und bleibt in U)

b) gleichmiBig stabil, falls gilt:
Fiir jede Umg. U von x¢ ex. Umg A\g von zg, sodass
Vitg € IVt > toVyo € V : x(t, to, yo) € Umg

c) gleichmdfSig asymptotisch stabil, falls sie glm stabil ist und eine Umg. W von
xo ex. mit Vig € IVyg € W : z(t, to, yo) Y7 o

(Noch mehr Stabilitdtsbegriffe, auch fiir nichtkonstante Los'n)

10.2. Satz: Prinzip der linearisierten Stabilitat

Betr. @(t) = Ax(t) + g(t, z(t)), mitA € R™*",

g € CY(R x R,R) (reicht Nullumg)

Vor'n:Vt > 0: g(t,0) = 0,R™™™ > Dsg(t,0) = 0 und
Ve > 030 > 0: Ve € B(0,0)Vt € R: || Daog(t,x)|| < ¢
Es gelte p := max{R(A\)|X EW von A} <0

Dann ist die Null-Losg. glm. asympt. stabil
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Beweis

Wihle € > 0 mit p+ ¢ < 0. Nach 5.7:

3k >0:Vt>0: ||exp(tA)|| < ket

Wihle ¢ > 0 mit p+e+ kc <0

Zu diesem ¢ wéhle § > 0 wie in der Vor. Dann nach MWS:

Va,y € B(0,6)vt € R: [[g(t, ) — g(t,y)]| < cllz =yl

Fiir jede Losg x, die auf einem Intervall [ty,T| def. ist z(tg) = z¢ € B(0,9) und
z([to, T]) C B(0,9) efiillt, gil:

Vit [fe()l] = llemp((t — to) A)ao + [ C=9Ag(s, x(s))ds]] <

to

t
S ke(p_"e)(t_tO)HxOH + f]{;e(p""e)(t_s)cHx(s)Hds
to
Mit y(t) == ||x(t)||e~ (Pt (E—t0) folgt:
t t
y(t) < kllaol| + [ kee =)0 |z (s)||ds = E||zo|| + k [ |ly(s)[|ds
to

to
Nach Gronwall: Vt € [to,T] : y(t) < k||zo||eFe(t—t0)
=x(t) < kaoue(ererk‘c)(tfto)
Beh.: Fiir z9 € B(0, %), to € R ex. x(x,tg,zo) auf [tg, c0) und

A o t—o0

Vit >ty : Qf(t,to,.%'o) S B(O,é),x(t,to,xg) — 0

Beweis

Sei (to, o) € R x B(0, 9).

Ann.: x := z(*,tg, xg) ex. nicht auf (¢g, 00) oder verldsst B(0,vd/k)v

In beiden Féllen ex. (vgl. 8.4) t > t9 mit ||z(T)|| = 6, so dass z([tg,T]) C

B(0,2) Sei
Dann nach (1): ||z(T)|| < k||zol| e < ¢
<8 =1
k

Also Widerspruch zu ||z(T)| |7: 4]

g

U umg von zg, dann ex. §, € (0,0) mit B(0,6,) C U und falls 29 € B(0, d,%) und
to € 1, s0 gilt: z(x, tg, zg) ist auf [tg, 00) def. und erfiillt ||z (t)|| < k||zg||elrtetke)t=to)
Vit > to - ||x(t, to, o)|| < ||zo]|k < 0w, also x(t,to,x0) € U

U

10.3. Prinzip der linearisierten Stabilitdt im autonomen Fall

Sei D C R"™ offen, f € CY(D,R"),0€ D, f(0) =0

Falls mit A := Df(o) gilt:

R(o(A)) < 0 (gemeint: VA € o0(A) (EW von A): R(A) <0

So ist die Nulllosung von @(t) = f(z(t)) asymptotisch stabil mit exponentieller

Konvergenz.
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Beweis
f(x) = Az +g(x), g(x) = f(z) — Ax = f(x) — D(f(0)x. Dann Dg(0)=0, Bedingung
Ve > 03 Umgebung von 0, in der Vt € R : ||D2g(t, z)|| < ¢ offenbar erfiillt

O

10.4. Bemerkungen

1) Entspr. fiir Gleichgewicht x # 0 von & = f(t,z) oder von & = f(x), Transfor-

mation
yi=x—wo, y(t) =) = f(t,2(t)) = f(t,z0 +y(t))
—_—

fEy(@)

Fir y(t) = f(t,y(t)): Null-Gleichg.Lsg
Daf(t,0) = Daf(t,z0)
2) Man sieht aus (1) im Beweis von 10.2:
Stéarker negativer Realteil (p kleiner, |p| grofier) erlaubt gréfiere Lipschitzkon-
stante ¢ fiir die Nichtlinearitat g, damit groflere Nullumgebung, die noch zum

» Finzugsbereich® der Null-Losg gehort.

10.5. Definition

Sei f € C1(D,R"). Eine Fu. V € CY(D,R) heifit Liapunov-Funktion fiir f (oder: fiir
den Fluss zum VF f), falls V lings Losgn.
von #(t) = f(x(t)) fallend ist, d.h.
fiir jede solche Losg. ist %[H V(z(t)] <0
Gleichbedeutend ist: Vag € D :< VV(xg), f(zo) >< 0
Strikte Liapunov-Fu. < Vzg € D, f(zg) # 0 :< VV (20), f(z0) >< 0
Manchmal benutzte Notation: V (zg) fiir Lot = V(x(t,20))] (Lsg., die zur Zeit
dem Wert xo haben.)
=< VV (o), f(x0) >, ,,orbitale Ableitung® von V
V(20) = (Df(ap)V) (@0)
Bemerkung:
y
1) Falls f = —VV fiir ein V € C?(D,R), so ist V Liapunov-Fu. zu f %ﬁz

Die ,,meisten® f sind aber keine Gradientenfelder

2) V Liapunov-Fu zu f bedeutet grob gesagt:
Vzog € D : f(xg) zeig ,in etwa® in Richtung —VV (z)

Vektorfeld f Q3 <@z <&y

10.6. Folgerung

Falls V Liapunov-Fu zu f, so sind die Subniveaumengen {z € D|V(z) < a}(a € R)

vorwirts invariant unter dem Fluss zu & = f(z)
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10.7. Satz: Stabilitatskriterium, Spezialfall der ,,direkten Methode von
Liapunov*

Sei V strikte Liapunov-Fu. zu f und zg € D sei
e isolierte NS von f

e striktes Min von V

Dann ist zp asymptotisch stabil (fir & = f(x)).
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Beweis

O.E. sei g =0,V (0) =0
Sei U Umg. von 0. Es ex. § > 0 mit

i) B(0,6) cUND

ii) Vo € B(0,0) \ {0} : V(x) >0, f(z) #0
Dann « := ||nhi£15 V(z) >0
K := {2z € B(0,6)|V(z) < §} ist kp. Umg. von 0
Beh.: yo € K =Vt € [0,t"(y0)) : z(t,90) € K

Beweis

Fiir t € [0,t% (yo))istV (z(t,y0)) < §, da V lings Los'n abnimmt.
Wie z(t,yo) € 9B(0,6) fiir ein t > 0, so wére V(z(t,y0)) > «, Wid.
Also: Vt € [0,t%(yo)) : ||x(t, yo)|| < &

Folgt: Yyo € K : t*(yo) = oo (vgl 8.7)

Also: Yyg € KVt € [t,00) : x(t,y0) € K C B(0,0) CU
(Stabilitit gezeigt)

Beh.: Fiir K wie oben, yo € K gilt: (¢, y0) == 0

Beweis
Es ex. A := lim V(z(t,y0))
t—00 N’

fallend, durch 0 beschr.
Die Menge L := {y € K|V (z) > A} ist kp.
und V =< VV, f > hat ein Maximum g auf L und w <0
(Annahme: A > 0)
Folgt: Vt > 0: 4(V(2(t,y0))) < p1 < 0, Wid.
t—00

Also A =0, V(z(t,y0)) — 0
Ann: z(t,yo) # 0, Dann ex. ¢ € (0,0] und (¢;),t; — oo mit ||z(tj,y0)|| >

e(Vj € N)

Dann Vj € N : V(z(tj,v0)) > Hél}l{l V(y) >0 (e <0,V >0 auf B(0,0) \ {0}),
y
llyll=e

Wid zu V (z(t;, y0)) == 0
Also z(t, yo) Z% 0
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Beispiel zu 10.7
{ & = —x(2 —sin(y))

i = —y(2cos(a)
Vie.w) = b +92) = Yl )3
V(z,y) = z(—x(2—sin(y))) +y(—y(2+cos(z))) = —222 —2y? +2? sin(y) —y? cos(x) < 0,
falls (x,y) # (0,0) Mit 10.7 bzw. 10.8 folgt: Alle Los'n sind auf [0, 00) def. und konv.
gegen (0,0)

10.8. Satz: Globale Version von 10.7

Sei V : R™ — R strikte Liapunov-Fu. zu f : R® <> und zg € R" sei
e striktes globales Min von V.
e einzige NS von f.

Fiir o € R sei die Subniveaumenge {y € R"|V (y) < a} kp.
Dann sind alle Los'n z(x,y0) (yo € R™) auf [0, 00) def. und z(¢, yo) % 2

11. Periodische Los’gen

Sei f € CY(D,R") und p : ¥ — D sei periodisch (nicht konstant) Lésg. von i(t) = f(x(t)) mit
minimaler Periode T

Die lineare Vargl. langs p ist dann 0(¢) = D f(p(t))v(t)

Seien U(t,s) die Entwicklungsoperatoren hierzu.

Mit der allg. Losg. x(x,z) der DGL (mit x(0,z0) = x¢) gilt (vgl. Kap. 9):

Dy(t, p(0)) = U(t,0)

11.1. Definition

M := U(T,0) = Dyz(T,p(0)) heiit Monodromieoperator (-Matrix) zu der period.
Losg.
Die EW von M heilen Floquet-Multiplikatoren (der per. Lésg.)

11.2. Bemerkung T
[ PO =p(T)

Fiir 7 € R ist p(*,7) per. Losg. mit dem selben Orbit wie p.
Die FM ihrer Vielfachheiten, JNF von M héngen nicht von 7 ab.
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Beweis

p(t) = p(t + 7), M Monodromieop. hierzu.
dotU(t,5) = DI (GOU(t.5) | { U(t.s) = DI (p(D)U(t,5)

U(s,s)=1

gilt: U(T,0) = M, U(T,0)=M

Behauptung: ¥t > 0: U(t,0) = U(t + 7,0)U(r,0)~"

Mit

Beweis

Fir t=0 OK

40(,0) = Df(p(£)U(t,0) = Df (p(t + )T (t,0)

LUt +7,00U(r,0)7Y = Df(p(t + 7))U(t + 7,0)U(7,0)
Mit Elndeutigkeit folgt Beh.

Es folgt: M = U(T,0) = U(T +7,0) U(r,0)7!
—_——
—U(T+.T)U(T.0)
=U(T +,T)U(T,0)U(r,0)~!
—_———
=U(7,0) =M
U(7,0) und U(T + 7,T) als Fu. von r erfiillen das selbe AWP
M =U(r,0)MU(r,0)""
(M, M konjugiert)

Beh. folgt
O
11.3. Folgerung
p ist Losg der Vargl. lings p und 1 ist stet FM (der triviale FM).
Es gilt: Mp(0) = p(0)
Beweis
p(t) = f(p(t), (B) () =Df(p(t))p(t)
Somit da p(0) = p(T) : p(T") = U(T,0) p(0) = Mp(0) = p(0)
——
j O

11.4. Folgerung

a) Falls A1, \a, ..., \, die FM von p sind (jeder so oft wie es der alg. Vielf. ent-
spricht), so gilt:

Mo A = exp Lf div(f(p(t)))dt]

T
b) Falls n=2, so sind die FM A\; = 1 und Ay = exp [f div(f(p(t)))dt]
0
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Beweis

Zu a):

AL A = detM = det(U(T,0)) = W(T) (Wronski-Determinante)

W(0) =1, W(t) = spur(Df(p(1))) -W(t) = [(div(f))(p(1))] - W (t)
(div(f))(p(t))

W(T) = exp [ (div(f))(p(t))dt]

ST

11.5. Satz

Falls 1 algebraisch einfacher FM von p und fiir alle anderen FM A gilt: |A| < 1, so

ist p stabil in folgendem Sinn:
Es ex. Umg U von O := {p(t)|t € R}, sodass:

t—o00

Vo0 € U : tT(zg) = oo, dist(z(t,19),0) — 0

Bemerkung: Es gilt sogar V:co e U360 €[0,7T):
\|lz(t, z0) — p(t + 6)]] == 0 exponentiell
f: asymptotische Phase

11.6. Folgerung

T
Falls n=2 und [(div(f)(p(t)))dt < 0, so ist p stabil
0

Beispiel zu 11.6
P=y—(c—a? =y
{ j=—a+ 20—~y
x(t) = esin(t)

) . ) (
hat fiir € > 0 die per. Losg. = p(t
P 8 { y(t) = e cos(t) p(t)

div(f ( ) (222 —yH)+ 222 +2(e?2 —2? —y?) —4y? = (2 — 22 —y?) +2(2% - 2¢%)
dw p(t))) = 2e2(sin?(t) — 2 cos(t))
f div(f(p(t )))dt =2¢2. (1) <0,

0
Also p stabil

11.7. Bemerkung/Definition: Poincare-Abb.

Sei p per. Losg. (wie oben) und H C R™ Hyperebene (affiner Unterraum der Dim
n-1, also Kodimension 1)
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p(0) =€ H, H =p(0)+ Ho

Hy: Unterraum von R, p(0) € Hy

Dann ex. Umg U von p(0) € R™, ein Intervall J mit 7" € J und 7 : U — J (,, Treff-
zeit“) mit:

Vag € UVt € J : xz(t,z9) € H <t = 7(x0)

Der Abb. P: UNH > xg — x(7(x0), z0) € H heiit Poincare- oder Wiederkehrabb.
(zu p und H)

P ist C! (gemeint: u — p(0) > v = p(p(0) +v) — p(0) € Hy ist C)

Beweis

Es ex. lineares Funktional. h : R* — R mit Hy > Ker(n), speziell h(f(p(0))) #0
Es ist fur z(t,z0) € H < h(x(t,z0) —p(0)) =0
Es ex. Umgebung U,, von p(0) und ein Intervall J; mit T' € JO1, sodass Vaqg € Uy :
x(*,z9) auf Jy def.

p(0)=/(p(0))
Existenz von 7 behauptet

Folgt damit aus dem Satz iiber impliz. Fu’'n
Rest leicht

O
11.8. Satz f(p(0y
R" = Ho@ R : £(p(0)) Ho

Sei P Poinare-Abb wie oben.

a) Sei pr die Projektion auf Hy parallel zu f(p(0)).
(fiir Ve R™, v =v9+ Af(p(0)),vo € Hy : pr(v) = vp)
Es gilt: L(Ho, Ho) > D(P(p(0))) = pr o M|n,
Monotonie op. zu p und P(0),
M = Doz (T, p(0))

b) EW und Vielfachheiten von DP(p(0)) héngen nicht von der Wahl von H oder
des Punktes auf der period. Losg. ab.
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Beweis
Seixg = p(0)
a) P(y) = z(7(y),y) fiir y nahe xo und fiir v € Hy ist
DP(zo)v = D12(T,z0) D7(z0)v+ Doz (T, z0) v = X f(p(0)) + Mo
—_——— N——

=:\€R =M

v~

ER-f(p(0))
Da Bild(P) C H , ist

Bild(DP(zp)) C Hp, also
DP(zo)v = pr(DP(zo)v) = pr(Af(p(0)) + Mv) = pr(Mv) = (pr o M)(v)

b) Kann zeigen:
Fiir zwei Poincare-Abb™n P, P : DP(zq), DP(Zg) sind konjugiert.

12. Randwertprobleme

momentan nicht
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Teil 1.

Funktionentheorie

Theorie der komplex. dbaren Fu’'n

1. Holomorphe Abb’n (kplexe Dbarkeit), Kurvenintegrale

Stets: U C C offen, Def. von ,,f : U — C kplex. dbar bei zy € U“ bekannt.

1.1. Bemerkung

Sei f:U—=C=R% f=u+iv=R+iSJ
Also: f(z +1iy) = u(z,y) + iv(z,y)
Sei zg =x9 +iyo €U
Aquivalent sind:
a) fist bei zy kplex. dbar.
a —fB
b«
c) - - Jf(z0) beschreibt eine Drehsteckung

b) fist bei 2o reell dbar und J¢(zp) = < ) in gewissen o, BVR

d) u und v sind bei zy reell dbar. und es gelten die Cauchy-Riemann-DGLen:

0
9 (20) = 32(=0)

2 (0) = 3220

(kurz: uy = vy, uy = —vy)
Beweis
a)& b) An. II

b)< ¢) Matrix ( g =5 ) beschreibt Drehstreckung mit Streckfaktor /a2 + (32,
a
Winkel ¢ € [0, 27)
cos(p) = 4, sin(p) = 2

o) d) Ji(z0) = ( Zx Zy > (z0), falls f reell dbar. bei z
y

T

1.2. Definition

Fir f = <u> =u+iv:U — C reell dbar. bei zg € U
v

Sei (rot(f))(z0) = (2 — §3)(z0)
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(Entspricht dritten komp. der 3-dim Rotation

[y, 2) = (u(z,y,2),0(2,9,2),0))

1.3. Folgerung

Sei f:=u+iv= u) U —C, g:= (U> =of
v u
(f mit vertauschten Komponenten), zg € U, f reell dbar bei z

Aquivalent sind:
a) f kplex dbar bei zy
b) rot(g)(z0) = 0 und div(g)(z0) =0
c) rot(f)(z0) = 0 und div(f)(20) =0

Beweis
rot(g)(z0) = (%% — 92)(20),
div(g)(z0) = (32 + 5)(20)
rot(F)(z0) = (=52 — 55)(z0).
div(f)(z0) = (3% — §2)(20)
4

1.4. Definition

Sei U C C offen

f U — C heifit holomorph < f komplex dbar bei jedem zg € U
Notation: O(U) = {f : U — C|f holom.}

OWU) :={f:U — C|f ist bei jedem zy € U kplex. dbar}

Beispiel zu 1.4 14
a) f(z) = 2"(n € N) “1 9
W N W Y
b) f(2) = eap(2), cos(2), sin(2) >

[
YYW¥vywy

) f(z) = L aut ©\ {0}
d) f(2) = %t auf C\ {4} (Mébius-Transformation)

cz+d
o
e) f(z) = > an(z — 2z0)"aufB(z0,p), p>0
n=0 exp(x +iy)
holomorph=konform = (U+IV)(X, )

Wirkung der Exp-Fu.:
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1.5. Definition

komplexe Wegintegrale: [ f(z)dz

5
Sei f: U — C stetig und v[a,b] — U

Sei C'-Kurve (oder stickweise C*, in Zeicen: PC*)
Dann setzt man [ f(z)dz := f(y(t)) *(¢)dt

¥
x:komplexe Multiplikation

1.6. Bemerkung: Unabhdngigkeit der Parametrisierung

Falls ¢ : [@,b] — [a,b] bijektiv und C*, @(d) =a, @) =0b
Soist [ f(z)dz = [ f(z)d=
S J

5
Beweis: Folgt aus Subst. regel

1.7. Folgerung

Falls f € O(U) Stammfu. in U hat (F € O(U), F' = f), so ist fiir jede PC'-Kurve
Ya,b] = U [ f(2)dz = F(y(b)) = F(y(a))
v

insbesondere [ f(z)dz = 0, falls v geschlossen (d.h. falls v(b) = v(a))
g

Beweis

b
J F((8) 5(t) dt = F(y(b)) — F(v(b))
a N————r

=& F(y(t))
nach HDI fiir kplex-wertige Fkt'n

1.8. Bemerkung: Zushg. zu ,,rellen* Kurvenintegralen

Fir f =u+iv, g = v+ iu = if und v wie oben gilt:
[f(2)dz= [ < f,d§>+i[ < g,ds>
gt gl v

Bemerkung: Fiir f € O(U), B C U Kreisscheibe, v Kurve in U, Bild(y) C B und
geschlossen ohne Selbstiiberschneidung folgt:

Falls f/ stetig: [ f(2)dz= [ rot(f)d(z,y)+i [ rot(g) d(z,y) =0
vy int(7y) 0 v(l.3) int(y) — v(l.S)

Ziel: Beweis ohne Vorr. f’ stetig.

1.9. Satz

Sei U C C offen, f € O(U), R C U Rechteck
Dann ist [ f(z)dz =0
OR
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gemeint: [ f(z)dz, yPC'-Kurve die R eimal durchliuft
gt
Beweis
Teile R in 4 gleiche Teil-Rechtecke R%, R®, R¢, R®.
Sei Ry das jenige unter R%, R®, R¢, R%, fiir welches | [ f(2)dz| maximal wird.
OR*
Dann wegen [ f(z)dz= [ f(2)dz+ ..+ [ f(2)dz
OR OR OR4
<4| [ f(z)dz
OR1
Teile Ry entspr. in 4 Teilrechtecke R¢, R?, RS, RY ein.
Sei Ry das jenige, wo | [ f(z)dz| maximal wird.
OR}
Dann | [ f(2)dz| < 42| [ f(2)dz|,
OR OR2
rekursiv: R1 D Ry D R3 D ...
f f(2)dz| <47 | [ f(2)dz
OR;
Umfang von R;: |0R; | = |82}f|, Durchmesser R; : diam(R;) = 27/ diam(R)
offenbar: 3, 7* € U : ﬂ R; = {z*}
j=1
Sei € > 0. Da f dbar bei 2* ex. § > 0 mit
Vz € B(z%,6) : [f(2) = f(z%) = f'(2")(z — 27)| < el — 2]
——
bzgl. ||.||oo
Es ex j € N mit R; C B(2*,6). Somit | [ f(2)dz| < 49| [ f(z)dz|
OR OR;
< W[ IR = FE) = FE) (= 20| ld2] + / FE) + () (2 —2")dz| o <
OF; <e|lz—z*|<ediam(Rj;) OR;
' *=0
Me [ diam(R;)dz = e41|OR;| - diam(R;) = £47 PRLemE) — \hR|diam(R)
OR;
* Polynom von Grad 1 in Z hat Stammfu.
Dies fiir jedes € > 0, also [ f(2)dz=0
OR
O

Bemerkung: [ |g(2)||dz| = f|9 )|y (t)|dt
¥

1.10. Folgerung

Zu f e OU),z0 € U, > 0 mit BH-Hoo(ZO75) C U ex.
Stammfu. F' € O(B(z0,0)) zu flp, | _(20.)
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Beweis

Sei § Wie angeg

Setze F(z) := [ f(w)dw, wobei v, .: Fiir z = z + iy € B(20,6),{ € R\ {0}
Vzg,z
mit z 4+ & € B(zp, 9) ist:
Fz+&) -F(z)= [ flw)dw; damit%in(lj w = f(2)
%

[2,2+¢]
Gezeigt: Ex. (*) Fy(2), Fr(2) = f(2)

*2 ff(ﬂ?)d.f = O (Vgl 19) B (20, 6)
Weiter: Fiir n # 0, |n| geniigend klein: U
%[F(z—i—z’n)—F(z)]:%[ {']f(w)dw ﬁ= +f
Z,211N Wy —
mit y(r) := z +dr, r € [0,7] ist das ”
n
%of z+ir)dt —>O
Also: ex. ‘?9—5( z), =if(z) (xx)
Also: F ste. partiell dbar., also F total (reell. dbar.)
Wegen () und (xx): F auch komples dbar; F' = f
O
~
1.11. Folgerung: Wegintegral lokalwegunabhangig //
Fir f € O(U), zp € U,6 > 0 mit B(zp,0) C U wie oben ist & 'j:/
| f(z)dz nur abhéingig vom Anfangs- und Endpunkt
J ~ ~
von v, solange Bild(vy) C B(zg,9) /,/ ,,/’/
B{Zu, 5)
Beweis
Fiir solche v ist mit F wie oben [ f(z)dz = F(y(b)) — F(v(a)), falls v : [a,b] —
0
B(Z(), (5)
U
1.12. Lemma

Sei f € O(U) und v : [0,1] — U sei PC!. Dann:
36 > 05 : [0, 1] - UPCI 7(0) =7(0),7(1) = (1), [[7 = Ylloo <6

[ F(2)dz = [ fz
ol ol
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Beweis
Es ex. §9 > 0 mit Bild(y) + BHHDO(O,(SQ) cU

Bild(vy): kp, OU abgeschlossen.
Sei 4 wie oben mit [|§ — |00 < % 7(0)
Sei 0 =tp < ... < t,, = 1 Einteilung von [0, 1] mit
Viel,,n:y(t) —y(t—1)] <%, falls t € [t;_1, 1]
A=A —1)] < %
(glm. Ste’keit von v bzw. )
Def. fiir i € {0, ...,n} Kurven K; durch
Ki == t;.1,) © [V(ti),~(t:)] Y| fto,t1]

—_——

Strecke von F(t;) bis v(t;)

o:  Hintereinanderdurchlaufung, nicht -ausfithrung! Dann [ f(z2)dz =
Ko

[ f(z)dz, [ f(z)dz:!f(z)dz
v K v

Nach Konstr. ist [’?(ti_l, ’y(ti_l]U[’?(ti, 'y(ti]U’y([ti_l, ti])U’y(ti_l) - ’Y(ti_l)—l—B(O, 50)

Mit 1.11 folgt: [f(z)dz= [ f(z)dz, i=1,...n
K; Ki 1

O

1.13. Satz:Homotopieinvarianz von Wegintegralen

Sei f € O(U) und fiir s € [0,1] sei vs : [0,1] = U PC-Kurve.
Die Abb. H : [0,1] x [0,1] 3 (s,t) — 7s(t) sei stetig.
(Homotopie von ~yg auf v in U)
Yo Z1
Es gelte:

a) Vs € 10,1] : v5(0) = 29, 7s(1) = 21, unabh. von s. oder 5
1

b) Vs € [0, 1] : 75 geschlossen (v,(0) = 7v5(1)) %

Dann ist [ f(2)dz = [ f(2)dz Yo
0 "
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Beweis

I(s):= [ f(2)dz, § := dist(Bild(H),0U) > 0 Yo
Vs N——

Es ex., da H glm. stetig, 61 > 0 Il;fit:

|s —§'| < o1, [t —t| <& = |H(s,t)— H(s,t')| < ¢

Insbes. |s — §'| < 81 = ||7s — Vs/loo < O

Seien s,s" € [0,1], |s — §'| < 1

Im Fall a): Nach 1.12 (Beweis zeigt: ,0“ hier ist zuléssig als ,,00“ in 1.12)

I(s) =1I(s)
Im Fall b): Sei & := [74(0),7s(0)]o s o [ys(0),7s(0)]
~—_— ~—~ ~—_—
auf [1,2] auf [0,1] auf [—1,0]

Sei 75 := [15(0),75(0)] o 75 0[75(0),75(0)]
_— Y
auf [1,2] auf[0,1] aus [—1,0]
Dann Bild(rk) C U und ||¥s — £l|lec < 6
Nach 1.12 und wegen Unabh. von Parametrisierung:

ff(z)dz:ff(z)dz:ff(z)dz: f f(2)dz,

Vs Vs V!
Also: I(s) = I(s)’)

Folgt: I:konstant auf [0, 1], speziell 1(0) = I(1)

2. Cauchyscher Integralsatz und Folgerungen aus der Homotopieinvarianz

2.1. Cauchyscher Integralsatz

U ¥ =H(0,=)

Sei f € O(U) und v geschlossene PC'-Kurve in U, die in U nullhomotop (,,zusam-
menziehbar®) ist, d.h. es ex. Homotopie H wie in 1.13 von 7 auf konstante Kurve,
innerhalb der Klasse geschlossener Kurven, mit Werten in U.

Dann ist [ f(z)dz =0 Bild(H(1,=))
S (H(1,2))

Beweis

Sei k die konstante Kurve, zu der v in U homotop ist (in der Klasse geschl. Kurven).

Dann ff(z)dz\:/ff(z)dz =0
K 1136 "

2.2. Cauchysche Integralformel

Sei f € O(U) und 2z € U, By |,(20,7) C U,a € B(z0,7)

Dann ist f(a) = 5= ¢ %dz

|r—ro|=r
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2.3.

Beweis

Fiir p > 0 geniigig klein ist [ %dz unabh. von p

Ya,p
f d = f f(atff )pzeitdt — 2mif(a)
Ya,p p—0
Also: Fiir p > 0 geniigend klein: f(a)5x [ £
Ya,p
Da 7,,, homotop zu 7,,, in U \ {a} (innerhalb Klasse geschl. Kurven)

st [ {E8dea= [ L

Ya,p Vz0,p

f(Z) dz Tz:..r

lokale Potenzreihenentw.

Fir f € O(U), 2z € U und B(zg,r) C U gilt:
Vz € B(zo,7) : f(2)

mindestens r ist und

o0
> en(z — 20)™, wobei der Konv.radius dieser Potenzreihe
n=0

Cn = 2}”. ¢ %da’ (Cauchysche Formel fir die Taylorkoeffizienten)
|z—zo|=r
Beweis
Nach 2.2 ist fiir z € B(zo,7) : 2mif(z) = [ f ) S (S E—
Crol T emnolmr €O
- ) 20 zo|=r
§_ 5y (E3) «
|¢—z0[|=r n=0
(glm. Konvergenz erlaubt Vertauschung!)
=2 ¢ T—20) n+1d<> (2 —20)"
n=0 \|¢—zo|=r
O

2.4. Folgerung: Satz von Goursat

f € O(U) = f bel. oft kplex.dbar. lokal durch Potenzreihe geg. (komplex analy-

tisch)

2.5. Folgerung: Cauchysche Abschitzung fiir Taylorkoeffizienten

Mit ¢, wie oben und M := max |f(z)]| gilt:

|z—z0|=r
len| < 2
Beweis
2w
len| = |i 56 G J;(OZanZ’ = ’27” f f,fj;trfﬂ ”elt‘ < 5 f rMndt = TM"
|z—zo|=r 0
O
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2.6. Satz von Liuville

f € OU) C C beschrinkt = f konstant

(,jede beschr. ganze Fu. ist konstant®)

Beweis

Mit zp:=0und M >0 mit Vz € C: |f(z)| < M gilt nach 2.3,2.5:

Vr > 0: B(0,r) enthalten im Holomorphiegebiet von f, also:
f(z) = io: cp2" fiir alle z € C und [c,| < X

Fiir —7;:00 folgt: ¢, =0, falls n > 1

Also: vVt e C: f(z) = ¢

2.7. Fundamentalsatz der Algebra

Eine durch p(2) = a,2" +a,_12" ' +...+a12+ag def. Polynomfu. mit n > 1,a, # 0
hat stets eine komplexe Nullstelle

Folgt: p hat Zerl. in Linearfaktoren p(z) = an(z — 21)(z — 22)...(2 — zn)

Beweis

Falls nicht, so ist z — le) hol. auf ganz C

die wegen |p(z)| = co(z — 00) auch beschrinkt ist, nach Liuville also konstant.
Somit auch p konstant, Wid. zu n > 1, a,, # 0.

2.8. Satz von Morera: Teilweise Umkehrung des Cauchy-Integralsatzes

Sei f: U — C stetig und fiir jedes Dreieck D C U sei [ f(z)dz = 0, wobei yPC*

5
Kurve ist, die D einmal umliuft.

Dann f € O(U).
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Beweis

Seipe U,r>0ist B(p,r) CU
Def. F: B(p,r) — C
= | f(Qd¢ ’

[p,z]
Fir z,29 € B(p,r):

[p,2] [p,20] [p,2] [z0,p] [2,20] [2,20] [20,2]
Also: F(Z;:Z)(ZO) = Z_lzo I F(©Qd¢ — f(20)
[ZO,Z] zZ — 20

Damit FF € O(U),F’ = f
Nach Gourat 2.4: Auch f € O(U)

F(z)—F(z0)= [ .. [ o= [ o+ [ i+ [ o= [ =+ [ F(OdC

3. Nullstellen hol. Fu'n

3.1.

3.2

3.3.

Definition/Bemerkung

Sei f € OU),k € No, 29 € U heiit k-fache Ns. von f, falls f(29) = f'(20) =
FE(z0) = 0 # f8) ()

Aquivalent ist:

39 € O(U), g(2) # 0, f(2) = (= — 20)*9(2) (2 €U)

Satz: Verhalten an Nulistellen

Sei f € O(U) und zy € U k-fache Ns von f (k > 1)
Dann ex. Umg Uy von z9,Uy C U,h € O(Up) mit einfacher Ns bei zp, sodass
Vz e Ug: f(2) = (h(2))*

Beweis

Dann in einer Umg Uy von 0 f(z) = 2¥g(z), ¢(0) #0, g € O(Uy)

auch holomorph)
Wiihle Umg Uy C Uy mit g(Up) € V. Dann Vz € Uy : f(2) = 2Fg(2) = (28/g(2))*

h(0) =0, heOUy), ()= 1/g(0)=w+0

Es ex. ein w € C mit ¢(0) = w* und Umg.’n V von w und Vg(0), so dass die Abb.
Vvu — u* € V. (w — g(0)) biholomoprh ist (holomorph, bijektiv, Umkehrabb.

Satz: Blatterzahl bei einer Ns

Se f € O(U), zo k-fache Ns. von f (k > 1). Dann ex. fiir alle geniig. kleinen £ > 0:
eine off. Umg. U, von zp mit: f(U.) = B(zp,¢) und
flu. nimmt jeden Wert w € B(0,¢) \ {0} genau k-mal an.
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Beweis Kommutat. Diagr :
OE. 2 =0 0 Uu—"“C B0, &)
1) Aussage stimmt, falls h 27!
f(2) = 28 (2% = w = reip) hat k Losungen
riefe’®, =01, k—1 h(U.,) 0
2) Fiir allg. f: f(2) = (h(2))* in einer Umg. Uy von 0 wie in 3.2,
h(0) = 0, K'(0) #0
Nach Teil 1 wird fir e > 0 B(0, 5%) k-fach von z + z¥ auf B(0, ) abgebildet.
Es ex. g9 > 0 mit Ve € (0, &g, B(O,E% C h(y)
Fiir diese ¢ setze Uy := h_l(B(O,é‘%))
O

4. Hol.

4.1.

4.2,

Fu’'n auf Gebieten

Definition

G C C heifit Gebiet < G ist offen und zusammenhéngend
Aquiv. ist: G ist offen und wegzusammenhingend

Identitatssatz

Sei G C C Gebiet, f,g,€ O(G) und die Menge {z € G|f(z) = g(=)}
habe einen Hp. zg € G. Dann f =g

Beweis

Sei h := f — g. Die Ns. von h héufen sich bei 2y, also nach Satz 3.2: h hat bei z
nicht Ns von endliche Ord. k, also h(¥)(zy) = OVk € No.

Damit alle Taylor-koeff. von k bei tg = 0

Sei G := {z € G|Vk € Ny : h¥)(2) = 0} (also 29 € G)

G = ﬂ (h(k))il ({0}) also G abg. (relativ)

kENg Y—~——
abg.

abg.
Sei z € G. Dann ex. 7 > 0 mit B(z,7) C G und (w — 2)* fiir w € B(z,r), also h=0

auf B(z,r), also B(z,r) C G

Somit G offen

G C G offen, abg. nichtleer und G zusammenhéingend = G = G
Also h=0 auf G, f=g auf G
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4.3. Satz: Gebietstreue

G Gebiet, fe O(G) nicht konstant = f(G) auch Gebiet

Beweis

1) f(G) zusammenhingend klar (stetiges Bild der zushg. Menge G)

2) f(G) offen: Sei w € f(G), z0 € G, f(z0) =w
z — f(2) —w hat bei zp Ns einer Ordnung k£ € N (sonst f lokal konstant=w,
nach 4.2 f konstant)
Nach Satz 3.3 3¢ > 0 : B(w,e) C Bild(f) = f(G). Also f(G) ist offen

(]
4.4. Maximumsprinzip
Sei G C C Gebiet
f € O(G) nicht konstant = | f| hat kein Max. in G
Beweis
Wire | f(z0)| maximal, so Vz € G : f(z) € B(0,|f(z0)|)
Wid. zu f(G) offen und f(zg) € f(G)
(]

4.5. Folgerung

Sei U C C offen, G C C Gebiet,G C U, f € O(U) nicht konstant und G kp.
Dann nimmt |f[|z sei Max. auf G an (nicht in G!) G'

4.6. Schwarzsches Lemma
Sei E:={z € C||z| < 1} U
Sei £:E « hol., £(0) =0
a) Dann Vz € E: |f(2)] < |z| und |f'(0)] <1

b) Falls ein z € E ex. mit |f(z)| = z oder falls |f/(0)] = 1, so ist f eine Drehung:
3f €10,27) : f(2) =€ (2 € F)
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Beweis
Nach Potenzreihenentwicklungssatz: i

f(2) = z- g(2) mit einem g € O(E)

Es ist f/(0) = ¢(0)

Falls z € I, |2 =7 € (0,1), 50 |g(2)| = L&) <

Nach Maximumprinzip: Vz € B(0,7) : |g(2)| <

Durch Grenziibergang r — 1:Vz € E : |g(2)]| <

1
T
1
T

1, also |f(2)] < 1-]z] und |f'(0)] <1

zub): Falls | f(2)| = |z] fiir ein |z| # 0 oder |f/(0)| = 1 fiir, so |g(z)| = 1 fiir ein z € E
Dann da |g| < 1 auf E: Nach Mac.Prinzip g konstant,

g(2) = € fiir ein € (0,27) und alle z € E

Dann f(z) = ze'? (Drehgl.)

5. Isolierte Singularitdten

Sei stets U C C offen

5.1. Definition

Sei f € O(U) und 2y € C\ U, aber so, dass gilt: 3r > 0: B(z0,7) \ {20} C U
Dann heifit zg isolierte Sgt. von f

5.2. Definition

Eine isol. Sgt. zg von f heif3t:

a) hebbare Sgt., falls sich f durch geeig. Wahl von f(zp) zu holom. Fu. fortsetzen

lasst.

b) Pol von f < nicht hebbare Sgt., aber I3m € N : z — (z — 20)"" f(z) hat hebbare
Sgt. bei zp.

Das minimale solche m heifit Ordnung des Poles

c) wesentliche Sgt. von f < nicht hebbar, nicht Pol

Beispiel zu 5.1
a) f(z) = % bei zp =0

b) f(z) = 2= bei zg = 0(m € N) (Pol der Ordnung m)

A (Symbolische Bilder, typisches Verhalen im rellen Fall)




5. Isolierte Singularititen Analysis 3 57 - 79

5.3. Definition

f meromorph auf U (in Zeichen f € M(U)) < f holomorph bis auf Pole in U
(dh. 3P C U, U \ P offen, flinp € O(U \ P),Vzo € P : 29 Pol von f

5.4. Bemerkung

g,h € O(G), G Gebiet

f(2) == 3, V2 € G mit h(z) #0

ein f € M(G) definiert

~—

Beweis

Sei zg € G
1. Falls h(zg) # 0, so auch in einer Umg. von zg, h(z) # 0. Auf dieser Umg. f hol.

2. Falls h(zp) = 0, so nach Identitétssatz (da nicht h=0 auf G): zp Ns endlicher
Vielfachheit von h
und es ex. k € N,h € O(G) : h(z) = (z — 20)*h(z), h(z0) # 0
2a) Falls g=0 auf G, so Beh. klar (f=0 auf G, bzw. Forts. von f auch bei den
NS von h)
2b) Somst ex. I € Ng : g(2) = (2 — 20)'§(2) (2 € G)
Dann in einer Umg. von zg in der h keine weitere Ns. hat:

£ = 1D = -y 12

BRIChN hz)
~——
#0 bei z=20
Somit f bei zg hol. fortsetzbar falls [ > k bzw. f hat Pol der Ordnung k—1,
falls & > [

Folgt f € M(G)

5.5. Bemerkung

Sei f € M(G), Pj:={z€ G|z Pol von f}
Ny :={2€Glz Ns.on f}
Fals nicht f = 0 auf G, so haben N; und Py keinen Hp in G.
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Beweis
1. Py hat keinen Hp in G: Fiir 2y € G ist

a) f hol. in Umg von 2y oder (dann zy kein Hp von Py)

b) zp Pol von f (dann isol. Sgt.) also kein Hp von Py

2. Ny hat keinen Hp. in Py: Jn"
Falls zo € Py, |f(2)] — o0 X P (1 ¥(0,1H
zZ — 20

3. G := G\ P; Gebiet
G ist offen: falls z € G, so ex. § > 0 mit B(z,d) C G, sonst wire x Hp. von
Prin G
Zeige noch: G ist wegzusammenhingend.
Seien 2,y € G. Es ex. v:[0,1] = G, 7(0) =z, v(1) =y
P; besteht aus isol. Punkten, v([0,1]) kp. = P N ([0, 1]) ist endlich (kp.
Menge aus isolierten Pkten.)
Es ex. 1,0 mit: Vj € {1, ...k} : B(pj,7) N P; = {p;}
Andere 7 ab zu 4 wie in der Zeichnung

7 ist Weg von x nach y in G\ Py =G

5.6. Definition/Bemerkung

Fiir f,g € M(G), wobei G C C Gebiet def. man f¥g zuniichst auf G\ (Pf o Py)
und dann durch Hebung aller hebbaren Sgtéten.
(im Fall ,,/“: G\ (PrU P, U Ny))

Dann wird M(G) zum Kdrper der meromorphen Fu'n auf G

Beweis

f € M(G), nicht Nullfu.= ¢g: G\ (NyUP;) = C, z+— ﬁ hat nur isol. Sgt. in G,
Pole in den Pkten zg € Ny hebbare Sgt’en (Forts. durch 0, stetig, aber auch hol.?
spéiter...) in Punkten zp € Pj.

Also nach Hebg. der hebbaren Sgt’en:

g€ U(G), go f=1auf G\ NyU Py, also nach Hebg. der Sgt’en go f =1 auf G
Somit g multipl. invers zu f.

O

5.7. Definition/Bemerkung: Laurentreihe

Eine ,,Potenzreihe* der Form Z cn(z —20)" + Z cu(z — 20)" (%)
n<0 n>0

Hauptteil Nebenteil
heifit Laurentreihe zum Entwicklungspkt. zg
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Falls io: c_n(z — 20)" den Konvergenzradius p_ hat
gozl
und Y ¢u(z — 29)" den Konvrad. p4 hat
und T;%O< P+
So ist die Laurentreihe (*) fiir z mit |z — zg| € (p%, p+) konvergent,
also in dem Kreisring R := {z € (D]p% <|z—z0| < p+}

Die Konv. ist auf kp. Teilmengen von R gleichméfig.

Beweis

Folgt aus entspr. Auss’n fiir Potenzreien.

Bemerkung: Entsprechend zu lesen, falls p_ = co oder p; = oo

5.8. Folgerung

Die Summenfunktion f einer im Kreisring R konvergenten Laurentreihe ist holo-

morph.
Es gilt: f'(2) = 3 ean(z — 2)" !
nez ————~—o
0 fir n=0
Beweis

1. Auf kp. Teilmengen von R:
Glm. konv. Folge hol Fu'n hat hol. Grenzfu. (Folgt aus Satz v. Morrera)

Dann f hol.
2. f(z) = ch(z —20)" + Z
n<0 n>0
——
=:g(2) =:h(z)
h,g € O(R), h'(z) = > nep(z — 20)"
n>0

5.9. Definition/Bemerkung

Mit G(u) == 3 coullist g(2) = §(:25)
n<0

Ao f(2) = (1) () = (B a2 o) ()

n<0

= > en(z— 20)1_|”|_2n = Y nea(z — 2)" !
n<0 n<0
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5.10. Satz
Falls die Laurentreihe ) ¢,(z — 20)" in R wie oben gegen f konv., so gilt:
ne”Z
Vp e (p%,pJF)Vn €Z: cn=15: ¢ (Z_fz(%dz [t
|z—z0|=p P
JL
Beweis
Konv. auf {z||z — 2| = p} erlaubt Vertauschung von ) mit [: _
1 _ cjz=20) ;. _ 1 cj(z=20)’
i P = zo\”+1dz i Z |z]fzo\7?+1dz = Im Z ¢ \zjfz'g\”?‘*ld
|z—z0|=p Jjez JEZ|z—zo|=p
|z—z0|=p
(alle 0 aufler fir j=n (fiir j # 0): Ex. Stammfu.)
1
= .= Q;ch / Z_Zodz:cn
lz—z0l=p
o Friher Jetzt

5.11. Satz: Laurent-Entwicklung

Sei feOU), R:={z€Cln <|z—2|<m}cCU
Dann hat f in R eine Laurent-Entw. f(z) = Y. en(z — 20)"

ne”z
=5 ¢ #dz p € (r1,72) beliebig.
lz—20|=p
Beweis
O.E. 20 = 0
Fiir a € R nach Cauchy-Integralformel fiir € > 0 genﬁgend klein
2mif(a) = ) %dz = f /2 Sdz = f dz + f 1z) ~dz
|z—al=¢
e, 4 e,
z—a z—a
|z|=ro—e |z|=r1+e
:‘15—’1 7T2
T, — d _ 1z nd _ f) 4
1= f ( z = Z ¢ z= Z a® ¢ 1A%
n=0  |z|=ro—e=p
T=- § Hi=37 § [&E)e=Xa" § L
lz[=r1+e ¢ n=0 |z|=r—¢ n=1

|z|=r1—e

(oder |z| = p € (71,

Also: f(a (21
neZ

||“6w

5.12. Folgerung

Falls p € (r1,72) und |f| < M auf {z||z — 29| = p}, so gilt
Vu € Z: |ep| < pMn

Beweis: wie Taylorkoeff.
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5.13. Beschr. des Sgtitentyps durch Laurent-Entw.

Sei zp isol. Sgt. von f und > ¢,(z — 29)" die Laurent-Entwicklung von f
z€”Z
im , Kreisring“ {r|0 < |z — 20| < R}

(Laurent-Entwicklung bei z)

a) zp hebb. Sgt. & Alle ¢;, mit n < 0 sind 0 (Hauptteil=0)
b) zp ist Pol der Ordung k < ¢ #0,¢, = 0 fiir alle n < —k
c) zp wesentliche Sgt. & c_p, # 0 fiir unendlich viele n € N

Beweis: a),b) leicht, ¢) durch Komplementbildung

Beispiel zu 5.12

Hauptteil Nebenteil

= Pol der Ordnung 3

5.14. Riemannscher Hebbarkeitssatz

f beschrankt in einer Umg. der isol. Sgt. zg = zp hebbar

Beweis

Fiir n < 0: |e,| < M4 = Mpl"l — 0
L p—0

fiir alle p > 0 geniigend klein, wobei M Schranke fiir | f|

Also Hauptteil =0

(Schliefit Beweisliicke in 5.6, falls f st. fortsetzbar bei zy, so nach 5.13 Forts. auch
hol.)

O

6. 95% und Umlaufzahlen

6.1. Bemerkung

Sei v:[0,1] — C\ {0}PC* und r(t) := |y(¢)|(t € [0,1])
o € R mit v(0) = r(0)e’¥° (g nur mod 27 bestimmt)

Dann:

a) 7(t) = <7(7;)(’?)(t)> =R (TZ)('Z)(”) fiir die t, wo v dbar.

b) Es ex. eind. st. Fu. ¢ : [0, 1] = R mit ¢(0) = ¢ mit Vt € [0,1] : v(t) = T(t)eicp(t)
)

, Y2 —y21) (¢ 1)y (t
¢) ¢ = mwr?ﬁ)%)( ) — g (Wﬂ(vt() ))
r = <F17,717>7 90 — 77%217
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Beweis

a) r(A) = vf(t) + ’y%(t), ;= 27172;—27271 — R <(“/1—i72)(11+m2>

s T

b) Def: p(t) =@+ [ (W(TSQ)&()SU ds, ¢ ste, p(0) = pp, Formel c) gilt

Setze d(t) == r(t)e)

L] = d0() = S /4(1)?
Zahler=(re'f + re'¥ip)y — re'¥%

= (R () +i5 (Z))y - i}

= ew{ﬁzJ — 74} = 0(5y = r?) (fiir t wo v dbar)
%(0) = 1% konstant, also

Yt € [0,1] - y(t) = 6(t) = r(t)e’®

Eindeutigkeit:

Falls auch () = 7(t)e’?®) mit ste. Fu ¢ : [0,1] — R@(0) = g, so
vVt € [0,1] : ¢(t) € ¢(t) + 27Z,

also: Wt € [0, 1)3k(t) € Z, (1) = @(t) + 27k(t), k(0) =0

k st., k(0)=0, k hat Werte in Z = k konstant=0 = ¢ = ¢

6.2. Bemerkung

6.1 b) gilt auch, falls v nur stetig

Beweis

Idee: Benutze lokale Invertierbarkeit der Abb. (r,0) — re®

zeige: {t € [0, 1]|3 eindeutiges ¢(t) wie gewiinscht} ist offen und abg. in [0,1], # 0
U

6.3. Folgerung

Fiir 7,7, ¢ wie in 6.1 gilt: (y(t) = r(t)e’#®)

z r(1
R 4‘% = log(%%?)

S (f d) = (1) — ¢(0)

v
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Beweis
1 1 ,
7f%zof<%,r‘y(ﬁ)>dt+z’({<%,y(t)>dt
F<®), () > P <iv(t),9(t) >
=[—F L dt+i [ ——F——dt
| e " e

2! =

(Y=m+ire = ivy=-—n+in=(-7,m))
= log(r(1)) — log(r(0)) + i(x(1) — »(0))

O
6.4. Folgerung
Falls v wie in 6.1 geschlossen, so ist
L ¢ i2rz
v
Beweis
R(..)=0, S =(..) =9(1) = ¢(0) € 2rZ, da (1) = ~(0)
O

6.5. Definition

Fiir v : [0,1] — C\ {0} geschlossen, PC" heift:
vy (0) == o= [ % Umlaufzahl von ~ bzgl 0

T 2w

5
Entsrechend, falls zy ¢ Bild(7) :

1 d
V’Y(ZO) T 2m Z*ZZO

gl
Es ist v4(20) = 1y—2,(0), wobeiy — zp : t — y(t) — 2o

offenbar: v, (0) = w

6.6. Folgerung

vg(20) ist invariant unter Homotopien innerhalb C \ {zo}
(und innerhalb der Klasse geschlossener Kurven), und lokal konstant bzgl. zy

(also lokal konstant auf jeder zshg. Teilmenge von C\ Bild(7) )

Beweis

Homotopieinvarianz klar.
vy(Z0) = v3-2(0) 5)

vy(20) = Vy—2(0)
Also zy — v(z0) lokal konst.

gleich, falls |zp — Zp| genpgend klein, nach 1.12
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6.7.

7. Residuen-Kalkiil

7.1.

7.2,

7.3.

7.4,

Beispiel

Trage in jede Zshgkomp’ von C\ Bild(y) den Wert v, (zg) ein
Einfache Regel: Uberquerungen von v von rechts nach links

(bei Bick in Richtung 4) erhoht Umlaufszahlwert

Begriindung: v7y(b) = 5= [ £ = vy,(b) = vy, (a)
g

ny(@) = Ve (a)

(@) = 1y () = w2y @) = () = gy - 1

zZ—a

21

Definition

Sei zp isol. Sgt. von f (f : U — C hol.) und f habe bei 2y die Laurent-Entw.
f(z)= > cn(z—20)" = ... (2:2)2 ch—zlo +co+c1(z — 20) +ca(z — 20)% + ...

nez
Die Zahl c_; heilt Residuum von f bei zp, in Zeichen: Res,,f = c_1
. sin(2) _ 1 _ 1
z.B.: Res A= "3 = "%

Zykel

n
Eine formale Linearkombination I' = )~ a;7; und a; € Z und geschlossene PCl-
i=1
Kurven ; heiit ,, Zykel“ ’
n

I' Zykel in U < |J Bild(y;) CU
j=1

Bedeutung: [ f(z)dz = i aj [ f(z)dz
r =l v

Bemerkung:Stokscher Satz in der Ebene

Folgt aus Stokescher Satz fiir 2-dim Umften. von R3
Sei U C R? offen, f € C?(U,R), F C U triangular.

1 0
(U hat Standard-Orientierung von R2, ( ) < ) pos. orietiert.)

0 1
Dann [ < f,d§>= [( rot(F) )dxdy OF: Rand mit der induzierten Orientierung)
oF F awf ot
1J2—02]1

Residuensatz

Vorraussetzung:

a) Sei U C C offen, K C U offen, K C U, kp., triangulierbar

b) Sei I' =1 + ... + 7, Zykel in U mit 0K = |J Bild(v;)
j=1
(Vereinigung disjunkt bis evtl auf endlich viele Punkte.)

Y [aj,bj] — C, ’Yj‘[a]',bj} injektiv
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Die v; seien positiv orientiert (K ,,zur Linken“ von ~;)

(det[¥;(t), Vine(v;(t))] > 0, Vine: inverse Normale)
c) fseiin U hol. bis auf isol. Sgten., von denen keine auf 0K liegt.

Behauptung:

Dann hat f nur endlich viele Sgten. in K und

[ f(z)dz=2mi 5. Resaf
r

a Sgt.eK

Bemerkung: I' = v + 2 + 73
[ f(z)dz=2mi >  Resaf
r

acK
a Sgt. von f

Beweis

1. Die Menge S der Sgten. von f in U ist (in U) abg.

(auf dem Komlement f lokal durch Potenzreihenentw. gegeben, Komplement

offen)
Also S N K kp., besteht aus isol. Pkten., ist also endlich.
Damit daq, ..., ar paarweise verschieden, so dass

SNK ={ai,...,ar} (aber SN K # 0).
Nach Vor.: Alle a; in K

2. Es ex. p >0 mitVl € {1,...,k} : B(ay,2p) C Kundfhol.inB(a;,2p) \ {a;}
B(ahp)ﬂB(am?p) =0 furl?ém

- k
Def. K := K\ |J B(ay,p) (,,Ausstanzen der Sgten.*)
=1

Setze k(t) := al_+ pe 2t tc[0,1], I=1,..k

- k -
Dann 0K = 0K U |J Bild(k;) und die x; sind in Bezug auf K pos. orientiert.
=1
fiir hol. auf K und mit T :=T + K + ... + K, ist

[f(2)dz= [ < f,d§> +i [ <if,dF>
T T I

= [rot(f)+i [rot(if) =0
K 2% K5
k k k
Also: [ f(z)dz= =3 [ f(2)dz =3 §£ f(2)dz = > 2wiRes,, f Laurent-
r j=1r =1, =1
=2mi-c_1

Koeff.: ¢,,; = ﬁ i an(i)l dz

lz—ai|=p

O

Bemerkung Richtigkeit des Satzes in konkreten Fillen oft auch ,,dichter” einseh-
bar, z.B.:

ff(z)dz:f...—i—f...—i—f...:f...—i—f...—i—f...:QWiiResalf
¥ |l \ll \ll o o) o) I=1

Diese Zerschneidung allgemein zu beschreiben wire schwierig - im Beweis oben
Y

steckt sie in der Triangulierung im Satz vom Stokes.
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Bemerkung Andere Formulierungen moglich, vgl. z.b. Janich

(X a;z) (i) =20 X ajbe)z
: j+j}ck:l

7.5. Beispiele

a)

/
e
2%

)

Sei R(z) = P(2) rationale Fu. (p,q Polynomfu'n), Grad(q) > Grad(p) + 2 und

q(x)
q habe kein Ns. auf R

Dann _{O %dw = 27i . gNg(m . Res¢R
73(6)>0

S(6)>0

Res., g(z)o = g(zp) falls g hol. in Umg um z

= Res_1;R = m =%

Analog: : o [ R(z)de =—2mi Y, Res¢R

—00 & $¢<0
Fir R = % wie in a) gilt entspr. Aussage auch fiir
oo . .
[ R(z)edx (=2mi Y., Res¢R(z)e")
— 0o

£3(6)>0
q(§)=0

Folgt aus |¢i™"| < 1 falls r > 0,¢ € [0, 7]

Beweis
q hat nur endl. viele Ns. mit (&) > 0
VAR
Fiir r > 0 grofl genug liegen alle diese Ns. im Inneren von 7,, wobei v,: =7~ 0 T
[ R(z)dz=2mi Y,  Res¢R (Residuensatz)
Yr §,6Ns von q
I(£)>0
™
T . . [ee]
= [ R(z)dx —|—/ R(re" rie"dt — [ R(x)dx
—r N—— r— X0 _c0
0 HS co:;t
— 0
r— 00
O
Beispiel zu 7.5
o0
I= f 22 4+22+2
—0oQ
_ 1 _ 1 _ 1
R(z) = 220 t2 . @A) (o= (=1 F 0)(a—(—1—0))

Aussage von b) gilt auch noch, falls nur Grad(q) > Grad(p) + 1, allerdings

o0

dann Konvergenz von [ R(z)e"dx nur um uneig. Riemannschen Sinn, nicht

—00
absolut!
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Beweis
zu b)
b
2mi Y. ResgR(2)e" = [R(2)e®dz= [+ [ ..+ [ ..+ [ ..
gvlm(£)>0 Y —a V3
q(§)=0
y1(t) =b+it, t €[0,(]
| [ R(2)e**dz| < sup |Z (2 H/ (b+it)jdt ] —s 0 1Y 72 cihys
” |2|>b b— oo : C
~ R
_f e~tdt=1
0
Analog: [ ... — 0
3 @ X
b
[ Btz < sup [RE)| [ e 0ds]
2 |z|>c¢ 7.
—_————
=e—°(a+b)
Sei € > 0. Es. ex. @,b> 0 mit | [ ... | < £, falls a > >a, b>b
m
Fiir a > a,b > b ex. ¢ > 0 mit |f|§%ﬁir626
72
b
Folgt: lim [ R(z)edzex.,=2mi Y. Res¢R(z)e”* =, f R(z)e®dx*
b—oo0—@ ()
q(§)=0
Beispiel zu zu b)
x cos(z) _ e et ™
_{O Crazdr =R /1+x2dx =0
[
:QWiResim

7.6. Definition

SeiaeR, f: [R\{a}—HEstetlg

Falls V6 > 0 : ff )dx, ff Ydz ex.
a+d

und lim f f(x)dz + f f(z)dz ex. so heiBit die Zahl
6_>0—OO CL+§

[e.e]
Cauchyscher Hauptwert von f f(x)dz, in Zeichen: HW f f(z

Entsprechend fiir endlich v1ele Sgten auf R.
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7.7. Bemerkung

Sei a einfacher Pol von f, und fiir 6 > 0 sei
ks(t) == a+06em07D  0<t <1
D li dz = —miRes,f.

ann 51_1(}1(1)’!5 f(2)dz miRes,f

Beweis

Es ex. g hol. auf Umg. von a, so dass

f(z) =<2 (z) auf dieser Umg. Fiir ¢ klein genug
c—1
ist zdz:/ dz—l—/ z)dz — — mic_q
S = [ laes [
R§ R§
—_—————  ——
=—Tic_q — 0
0—0

7.8. Bemerkung

Falls R = g, Grad(q) > Grad(p)+1 und R auf R héchstens einfache Pole ay, ...

hat,
oo A , k .
dann ist HW [ R(z)e"*dr =2mi Y, RescR(z)e"” +mi Y, ResqR(z)e’”
—0o0 Caq(c)zov
I(¢)>0

Mit v wie im Bild (zu a,b,c,d > 0) ist [ R(z)e®*dz =2mi Y. RescR(z)e"

v

a1—0 as—0 b

=1

F(€)>0
q(¢)=0

[ ot [ ot [ +Zf +f +f +f

—a ai1+9 ak+6 ] lf‘ia

a1—90
Fiir a,b - oo ¢ = ¢(a,b) jeweils passen folgt wie oben: [ ...+ .. [ ex. und
— 0o
a1—o8 as—9 0o ) k .
J -+ [ 4. [ ..=2m Y RescR(z)e” +miy, Resq R(z)e" —
—00 a1+6 ag+9 3(¢)>0 j=1
a()=0
Behauptung folgt.
Beispiel zu
oo . 00 )
i %dm =S(HW [ Lledz) = S(miResole™) =7 f iojfz de =
— 0o
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7.9. Lemma

Sei U C Cof fen,aq,...,a, € U paarw. verschieden
f: U\ {ai,...,an} — C hol.
Dann ex. g € O(U) und hq, ..., hy, hj € O(U \ {a;}), so dass

s )

1=

Beweis

Sei f(z) = > c(j)(z —a;)" die lokale Laurent-Entw. von f bei a; (j =1,...,n)
nez

Dann Vj € {1,...,n}3p; >0: > cg)(z —a)" konv. firz € C,0 < |z — a;j| < p;

n<0
Also > Y (ﬁ)” kann fiir z € C,0 < |z — a;| < p;.

—n
n=1

Also Y c(j,)le konv. fir |w| > %, also fiir alle w € C
n=1

Def. hj(z) := f:l cgi(ﬁ)n (z € U\ {q;})
Dann h; € O(U \ {a;})

n

Setze §(z) := f(z) — > hj(z), z€ U\ {a1,...,an}
j=1
Dann g € O(U \ {a1,...,a,}) und g hat beia;die Laurent-Entw.

> c,(lj)(z —a;j)" — (Laurent — Entw.von g hi bei aj), also hat § bei a; hebbare
k#j

enthalt nur Potenzen>0 von (z—a;)

Sgt.
Mit hol. Fortsetzung g von ¢ auf ganz U gilt (*).

7.10. Residuensatz (Version mit Umlaufszahl)

Sei G C C Gebite S C G endlich, f € O(G\ 5)

Sei 7y geschl. Kurve in G\ S und 7 sei in G nullhomotop

(in der Klasse geschl. Kurven)
Dann gilt [ f(2)dz =27 Y vy(a) - Resqf
¥ acsS
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Beweis

Falls S = ¢, so beide Seiten (Cauchy-Integralsatz)

Sonst S = {ax,...,a,} paarw. verschieden. Mit g und h; wie in 7.9 ist
[5Gz = [ gz + 3 [ iz

v 5 Jj=1v

—_———
=0nachC1S
Fir j € {1,...,n}:

[hj(z)dz= [ c,(lj)(z —aj)"dz

¥ v n<0
@) dz () :
= fc_lzi'zj = ] 2mivy(a; )
¥ v
Resajf

Also [ f(z)dz = 2mi Zn: Resq, fv,(a;)
v J=1

7.11. Null- und Polstellen zdhlendes Integral

Unter den Vor'n des Residuensatzes 7.3 sei zusitzlich f meromorph in U (d.h.
keine wesentlichen Sgten.)

und habe keine NS auf I' (= v1 + ... +») (auf |J Bild(v;))
j=1

Dann ist [ LZdz = 2mi(N - P)
r

Wobei N die Smme der Nullstelenordnugen,
P die Summe der Polordnungen von f in K ist.

(0K = -01 Bild(v;))

Beweis
Nach Residuensatz: [ J;((ZZ)) dz =2mi( Y Resaf% + > ReSafTI)
T aeK a€K,
f(a)=0 a Sgt von f

(jetztPole)

e Falls f(a) = 0,s0f(2) = (z — a)*g(z), g(a)# 0 (lokal bei a)
P ke=a) lg(2)+(—a)te'(z) _ k| 9'()
/=) (z—a)*g(2) z—a " g(2)

Also ResafTI = k (NS-Ordnung), also N = N

e Falls a Pol von f, so

f(z) = (zg_(z))kv g(a) # 0, g hol. auf Umg von a, k ist Polordnung

f(2) _ d@E=a) —g(2k(E=a)* —a)¥ _ ¢'(z) &k
f(2) (2—a)?k g(z) g(2) z—a

Also ResafTI = —k (-Polordnung), also P = —P
Behauptung folgt.

[=y1+7Y2+73
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7.12. Bemerkung

Falls f keine NS auf Bild(y) hat, so [ LG g, — [ % =27ivso,(0)
o

f(2) foy
Beweis
b b
(5 ’ 1) . o V(¢ . .
J 5z = | a0t = [ G55 = Fi = = 2mivn O
o1 a a oy
U
7.13. Folgerung: Satz von Rouché
Unter den Vor'n des Residuensatzes 7.3 sei f hol. auf U und weiter g € O(U) und
vz e Bild(T) : [g(2)] < |£(2)
——
U Bild(~;)
J
Dann: Ny = Ny,
(N¢, Nyfyg: Nullstellen Zahlen in K, jede mit Vielfachheit gezéhlt)
Beweis
Nach dem Satz von Null- und Polstellen ziihlenden Integral: 2mi - Ny = [ ]}I((;)) dz =
r
> [ iz
J=17;
=y [ =% [ %(f+g)or; homotop in C\ {0},
J=1foy; I=1(f+9)ov;
Homotopie H(s,t) :== (f ov;)(t) +s(gov;)(t), €la,b], se€][0,1]
= ... = 27T2Nf+g
O

Beispiel zu 7.13

p(z) = @fﬁ + a2t +v + a1z + ag, mit a, %0
=:f(2) =:9(2)
JR>0:VzeC, |z|=R: |f(2)| > |g9(2)]
Nach Rouché: N¢(= K := B(0, R), trivial) = Ny 4 = Ny
Ny = K (trivial)

.
8. Komplexer Logarithmus S Im
8.1. Bemerkung/Definition %

.
-

Sei fp € R und S C C die Halbgerade R§ e Re
a) Dann ist mit X := {x + iy € Cly € (6p — 27, 6p)} 8o+ 27 B
exp s := 3 — C\ S bijektiv (biholomorph) N2 PP

und hat holom. Umkehrfu. log: C\ S — ¥ (einen ,, Zweig des Logarithmus®)
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8.2

8.3.

8.4.

b) Falls fy = 7 (dann S = R;;) so heifit die entspr. Fu. Hauptzweig des Logarthi-
mus.

TIhre Einschrénkung auf (0, 00) ist der bekannte relle log.
c) log/(z) =L auf C\ S

Beweis

Leicht: Diffbarkeit der Umkehrfkt. exp’ = exp # 0 stetig.

O

NS
/////|2Texp| t\
Folgerung 8, - :I//I//f/%ﬁ/& EEe Iog .
ir ,/1/%/”‘2?' exp

ED +27

Falls log ein Zweig des Logar. auf C\ S, so gilt:
Vze C\S:z=-exp(log(z))
aber nicht: Vz € C, exp(z) € C\ S : z = log(exp(z)), sondern nur:
VzeC, exp(z) e C\ S: Tk €Z:z=log(exp(z)) + 2kin
Esist k=0« 3(z) € (6 — 2m,6p)

Folgerung

Falls z — re® fiir ein 6 € R und log ein Zweig des Logarithmus 6y wie oben,
so ist, falls 6 — 0y ¢ 27 Z:
log(z) = log(r) +i(6 — 2wk), wobei k € Z die eindeutige Zahl ist mit § — 27k €
ller 1
reetler tog

(90 — 27T, «90)

Bemerkung Versuch fiir z — exp(z) eine dhnliche Fliche zu konstruieren wie in
Ubungen fiir z — 23 wiirde auf , unendliche Wendeltreppe* fithren.

(,, Riemannsche Fliche des log®)

Bemerkung

Der Wert von ¢ dz—z wird mittels des log nochmal auf andere Weise verstéandlich:
|z|=1

Sei ,,log* Zweig des log zu 6y wie oben.

v(t) =€, t €[00 — 275 = V] [gg+2m-+6.00—0]

(6| <2m
f dz j‘ dz _ gg dz
To 05 =1~

f 4z — Jog(ygelta(fy — 6)) — log(vs (o — 2 + 9))
10g( ) +i(6p — 9) — [log(1) +i(0g — 2w + &)] = i(2m + 25)5:>02m'
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8.5. Folgerung/Definition

Auf einer geschlitzten Ebene C\ S wie oben kann fiir a € C eine Potenzfu. z — 2
durch z% := exp(a - log(z) ) Diese FUnktion ist dann hol. und
N——
Zweig des log auf C\S

dizis 2% =az® =1

dz

Beweis

Def. von z“ klar. Formel:
41z 22 = exp(a - log(z)) - at =z 271 = az*7! (Denn 2% - 2F = zo1F)

dz

U
Beispiel zu 8.5
a:%,zHﬁkannaqu\IRE def. werden: /4/ 707 /7

A ¥ )
Falls z = e’ mit ¢ € (—,) JTX /// 7
S0 ist v/z = NG oi0/2
~~

reelleWurzel

9. Folgen hol. Fu'n
9.1. Definition

Sei G C C Gebiet, f(n) C O(G)
(frn) heiBt kompakt konvergent < VK C G kp.: fu|x gl konv.

9.2. Bemerkung

(fn) kp. konv. < (fy,) lokal glm. konv. d.h.:
V20 € GIr > 0: (f|p(z,r)) glm. konv.

9.3. Satz: Weierstral3

(fn) CO(G), fn — [ kp. = [ € O(G)
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Beweis

Sei zp € G. Ex ex. r > 0 mit K := B(zp,7) C G
fnlK stetig, fn|Kl—>f|K, also f|x stetig. Folgt: f stetig.
glm.

%22
% ZCG:§f(z)dz=0

Mit ~ := Zgz1 U Z122 U Z220 : vkpkt., also fn|Bild(7)l—>f|Bild(7)
glm.

Vzo, z1, zo mit

Also /fn(z)dz — [ f(z)dz, also ¢ f(z)dz = 0 *: da f, € O(G), (Cauchy-
gl
e

—_———
=0
Integralsatz)
O
9.4. Folgerung
In der Sit. von 9.3 gilt: f/, — f' kp. in G
Beweis
Idee: Sei zp € G, r >0, B(zp,2r) C G
Dann Vz € B(20,7)Vn € N : |f(2) — f'(2)|
“lm, 9
Folgt; f/ — f’ glm. auf B(zo,r)
(]

9.5. Satz

Sei G C C Gebiet (f,) C O(G), fn — f kp. in G.
SeiméeN, a € C und

vn € N: f~1({a}) endlich und O.(fn —a) <m

zeG
fn(z)=a Nullstellenord. v. fn—a

(njedes f, hat hochstens m a-Stellen®)
Dann > O.(f —a) <m oder f konstant= a.

z€G
f(z)=a



10. Riemannscher Abb.satz Analysis 3 7 - 79

Beweis
O.E. a = 0 (sonst betrachte f, —a, f —a) G® @
Ann. f nicht konst. 0, und > O,(f) >m+1 @ @
z€G
f(z)=0

T
Es ex. r € N und paarweise versch. 21, ..., 2z, € G mit ) O, (f) >m+1
j=1

Nach Identitéitssatz NS isoliert, also ex. p > 0 mit:
B(z;, p) paarweise disjunkt und Vj € {1,...,7} : B(zj,p) C G
B(Zj, P FHH0}) = {2}

U dB(z;, p) kp. f hat keine NS auf K.

Somlt o= IZIéIII(lLf( z)| >0

Sei n € N|f, — f| < p auf K.

Nach Rouché (mit f und f, — f als ,g“), U := B(zj,p) (j=1,..,r)
Vie{l,.,r}: > = > 0f)=04(f)

zefn '({0})  2€f1({0})
ﬁB(Zj,p) OB(Zj’p)

Somit Y. O.(fn) = > O.,(f) 2m+1
zeG j=1
fn(2)=0
Wid. zur Vorraussetzung.

9.6. Satz: Montel

Sei G C C Gebiet, f, C O(C) lokal beschrinkt
D.h. Vz3r > 0: (fnl|p(z,n) beschr.
= 3 Teilfolge (fom)) C (fn); fom) kpkt. konvergent

Verwandt mit dem Satz von Arzela-Ascoli
Wesentlich fiir beide: glm. Kontrolle von f(z1) — f(22) glm. bzgl. n.

10. Riemannscher Abb.satz
10.1. Definition

G C C heifit einfach zusamenhingend < G ist zshg. und jede geschl Kurve v in G

ist in G nullhomotop in der Klasse der geschl. Kurven.

a) C\0 C\R,  einfachzsh.
(Hw ok
nicht einfach zsh.

©) //'/ einfach zsh
71 >r?

311;/// //

emfa::h Zsh
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10.2. Bemerkung

1. Auf jedem einfach zshg Teilgebiet C\ {0} ex. eine Stammfu. von z — 1, also
ein Zweig des log

(Beweis mit Monochromiesatz)

2. Auf G wie oben ex. eine ,, Quadratwurzel*, d.h. eine hol. Fu Vo G — G,
V2eG:(V2)P=2
/ bildet G bihol. auf v/G ab.

Beweis

Vz 1= exp(3 log z). Dann (y/z)? = exp(log(z)) = 2(z € G)
va ist injektiv: /21 = /22 = 21 = 22

/" bihol. folgt nun aus \/@/ #0

10.3. Satz: Automorphismengruppe von [ := {z € C||z| < 1}

{f:E = Ebiholom.} ={E> 2z P22 Qc R, weclk}

1-wz>’

10.4. Satz: Riemannscher Abb.satz

Sei G C R einfach zusammenhingendes Gebiet, ¢ # G #£ C
Dann ex. f: G — E biholomorph.

Beweis

1. Falls 0 ¢ G, so setze G1 := G. Sonst a ¢ G, a # 0.
Setze dann G := G — a, dann 0 ¢ G und die Abb. G — G und die Abb.
G — G, z+> z — a ist bihol.

2. Nach 10.2 ex. Quadratwurzel auf G (Gp ist einfach zshg.) mit Go =
LV Glist\[ : G1 — G2 bihol.

3. Falls w € Ga, so ist —w # Gy (sonst ex. z1,20 € G1, w = /21, —w = /23,
2 = w? = (—w)? = 29, alsow = /21 = \/zo = —w, w=0, also 21,20 =0¢
G1,Wid.)

Wihle wg € Gy und r > 0 mit B(wy,r) C Ga,

dann B(—wg,r) C C\ G2 -
Def. p:Ga32z+— —/—-€C /62

z2—(—wo) /
Es ist p(G2) C E. p(G2) ist Gebiet, @ i
p: G — p(Ga) bihol. -~
Wiihle b € p(G2) beliebig auf
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def. 7: p(G2) — C, 7(2) := Zbe

Vz € p(Ga) : |r(z)| < B < 1.
Setze G := 7(G2), dann 0 € G3 C E£,G — G1—Ga—p(G2)—> G alles bihol. 2
v P T
AbD jetzt: Beweis des Satzes fiir den Fall 0 € G C E o( GE)
4. Seijetzt 0e G C E
J GE

Sei F:={f:G — E hol, injektiv, f(0) =0, f'(0) € (0,00)}
Beh.: Es ex. f € F mit f/(0) maximal (unter allen ¢’(0), g € F)

Beweis

Es ex. ¢ > 0 mit B(0,¢) C G. Fiir f € F ist
POl =I5k [ 12z <t ome=1

z o 2 €

z|=¢
Also ex. T ::lslup{f’(O)]f eFlo<l dazrmzeFisto>1
Also wihle Folge (fn) C F, f,,(0) = o [fa| < 1V¥n. nach Montel ex. Teilf. (f,,)) C
(fn) und f € O(G), f<p(n)g>f-
f(0) = nh_}n(f)lo foon)(0) =0, f’{O) = 7}1_}1{)10 f;(n)(O) = 0 > 1, insbes. f nicht konstant
Mit dem Satz iiber die ,,a-Stellen der Grenzfunktion® folgt: f injektiv
Fir z € G ist |f(z)| = nli_}n;o|f<p(n)(z)| <1
Nach Satz iiber Gebietstreue: f(G) Gebiet, also offen, also ex. kein z € G mit
=1
Somit f(G) C E
Folgt: f € F, f'(0) maximal

[l
5. Reicht zu zeigen f : G — [ ist surj.
Beweis
Annahme: Jwg € E\ f(G)
Def: g: G =Lk, g:= (z&—> f:wﬂo“z)of
Dann 0 ¢ g(G) (einfach zshg. Gebiet)
Also ex. ¢/ auf g(G)
Setze wy := {/g(0) und def. F : (z 1Z:w%oz) 0z 0g:G—C.
Esist F(G) C E, F(0) =0, F injektiv
Beh: [F/(0)] > |(0)
U

Setze f : G — E, f(2):= |§:Egg|F(z). Dann f hol., injektiv,
F'(0) = [F'(0)] > [f'(0)], also f € F, f(0) > f(0), Wid.

Also Annahme falsch = f surj.
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