
1 Übungsblatt von Analysis 2 zum Mittwoch, den 27.10.2010

1.1

a) S2 heißt orientierbar ⇔ ∃ stetiges Einheitsnormalenfeld ν : S2 → R3

Also ∀p ∈ S2 : ||p||2 = 1, ν(p)⊥TpS2

Behauptung: ν = (x, y, z) ist ein stetiges Einheitsnormalenfeld von S2 auf R3

Beweis: Da ν die identische Abbildung der Einheitssphäre ist, entspricht die
2-Norm aller Funktionswerte von ν dem Einheitsradius, also 1.
Außerdem gilt deshalb, dass die Richtung der Vektoren, die ν annehmen kann,
der eines Vektors vom Nullpunkt ausgehend zum eingesetzten Punkt p (dem
Radius entlang) entspricht. ν(p) ist also 1 lang und zeigt von 0 nach p dem Ra-
dius entlang, befindet sich aber um 1 verschoben nicht am Ursprung, sondern
an p. Da eine Gerade durch den Nullpunkt immer orthogonal zu den Tangen-
tialebenen (also TpS

2) an den Schnittpunkten (hier p) mit einer beliebig großen
Kugel (hier r=1) steht, sind auch alle Vektoren einer Funktion (hier ν), die nur
Vektoren erzeugt, die an diesen Schnittpunkten in die selbe Richtung wie die
Gerade durch den Nullpunkt zeigt, orthogonal zu dem jeweiligen TpS

2.
Also ist ν(p)⊥TpS2, also stetiges Einheitsnormalenfeld. ((x,y,z) ist stetig, da
Elemente stetige Funktionen)

b) Sei wε = {x ∈ §3|x2 + y2 = ε2},

also γ̃ = (ε sin(t), ε cos(t), α
√

1− ε) mit α =

{
1 ε ≥ 0

−1 sonst
mit t ∈ [0, 2π]∫

∂wε

vd~s
ε→0−→

∫
wε

< rotv, ν > dS
ε→0−→

∫
S2

< rotv, ν > dS∫
F

< rotv, ν > dS =
∫
I

< v(γ̃(t)), ˙̃γ(t) > dt

˙̃γ = (−ε sin(t), ε cos(t)), v(x, y, z) = (x, y, z)
⇒ v(γ̃(t)) · ˙̃γ(t) = −e2 sin(t) cos(t) + e2 cos(t) sin(t) + 0 = 0

Also
∫
I

< v(γ̃(t)), ˙̃γ(t) > dt =
∫
I

0dt = 0

1.2

Satz von Stokes:
∫
F < rot(v), ν > dS =

∫
∂F < v, ds >

Links:

rot(v) =

 ∂x
∂y
∂z

×
 x2

xy2

z2

 =

 0
0
y2

⇒
 0

0
sin2 ϑ sin2 ϕ


Parametrisierung für Halbkugelschale:

~s =

 cosϕ sinϑ
sinϕ sinϑ

cosϑ

 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ϑ ≤ π/2

~n =

 cosϕ cosϑ
sinϕ cosϑ
− sinϑ

×
 − sinϕ sinϑ

cosϕ sinϑ
0

 =

 sin2 ϑ cosϕ
sinϑ sin2 ϕ
cosϑ sinϑ


⇒
∫
F < rot(v), ν > dS =

π/2∫
0

2π∫
0

 sin2 ϑ cosϕ
sinϑ sin2 ϕ
sinϑ cosϑ

 0
0

sin2 ϑ sin2 ϕ

 dϕdϑ =

π/2∫
0

2π∫
0

cosϑ sin3 ϑ sin2 ϕdϕdϑ∫
sin2 ϕdϕ = − sinϕ cosϕ+

∫
cos2 ϕdϕ

= − sinϕ cosϕ+
∫

1− sin2 ϕdϕ = − sinϕ cosϕ+
∫

1dϕ−
∫

sin2 ϕdϕ
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⇒
∫

sin2 ϕdϕ =
− sinϕ cosϕ+

∫
1dϕ

2 ⇒
2π∫
0

sin2 ϕdϕ = π

∫
cosϑ sin3 ϑdϑ = sin4 ϑ−

∫
3 sin3 ϑ cosϑdϑ = 1

4 sin4 ϑ⇒
π/2∫
0

sin3 ϑ cosϑdϑ = 1
4

⇒
π/2∫
0

2π∫
0

cosϑ sin3 ϑ sin2 ϕdϕdϑ = 1
4π

Rechts:∫
∂F < v, ds >=

2π∫
0

< v(γ(t)), γ̇(t) > dt

γ(t) =

 cos t
sin t

0

 , γ̇(t) =

 − sin t
cos t

0


v(γ(t)) =

 cos2 t
cos t sin2 t

0

 , < v(γ(t)), γ̇(t) >= − sin t cos2 t+ cos2 t sin2 t∫
− sin t cos2 tdt = + cos3 t+

∫
2 cos3 t sin t = 1

3 cos3 t∫
sin2 t cos2 tdt = 1

4

∫
sin2(2t) = 1

8

∫ −
cos(4t)dt = 1

8(t− 1
4 sin(4t))

(Verwendet: 1
2 sin(2x) = sin2 x cos2 x, sin2 x = 1

2(1− cos2(2x)))

⇒
2π∫
0

< v(γ(t)), γ̇(t) > dt =
2π∫
0

− sin t cos2 t+cos2 t sin2 tdt =
2π∫
0

− sin t cos2 tdt+
2π∫
0

cos2 t sin2 tdt

= [13 cos3 t]2π0 + [18(t− 1
4 sin(4t))]2π0 = 0 + π

4

Also ergeben beide Seiten π
4 .

1.3

m(t) =
∫
V

%(t, x)dx⇒ ṁ(t) = d
dt

∫
V

%(t, x)dx =
∫
V

∂
∂t%(t, x)dx

ṁ(t) = −
∫
∂V

%(t, x) < v(t, x), ν > dS = −
∫
V

div(%(t, x)v(t, x))dx

ṁ(t) = −
∫
V

div(%(t, x)v(t, x))dx =
∫
V

∂
∂t%(t, x)dx⇔ 0 =

∫
V

∂
∂t%(t, x)dx+

∫
V

div(%(t, x)v(t, x))dx

Da gilt
∫
V

f = 0⇒ f = 0 ist also ∂
∂t%(t, x) + div(%(t, x)v(t, x)) = 0

Ist nun %(x, t) = p0, so ist ∂%
∂t = 0, also div(%0 · v(x, t)) = 0

Da gilt div(a ·~v) = a ·div(~v) mit a = const ∈ R, ist also %0 ·div(v) = 0⇒ div(v) = 0

1.4

Wir nehmen nun an, es existiere als f(t) ein γ : I → R2 mit γ̇(t) = f(γ(t)) und
Bild(γ) geschlossen, also γ konstant und periodisch.

Dann gilt nach Gauß
∫
K

div(γ)dV =
∫
∂K

< γ, ν > dS

Da ν die äußere Normale von K ist und γ(t)∂K entlang zeigt (da γ konstant und
periodisch), also in Tγ(t)∂K liegt, ist ν zu γ(t) orthogonal und somit das Skalar-
produkt 0.

Daher ist
∫
K

div(γ(t))dV =
∫
∂K

< γ(t), ν > dS =
∫
∂K

0dS = 0

Gibt es also eine beliebige, γ-ähnliche Funktion, die als Lösung des 2-dim. Differen-
tialgleichungssystems ẋ(t) = f(x(t)) in Frage kommt, so ist das Volumenintegral
der Divergenz der Funktion und damit die Funktion selbst 0.
Ist also die Divergenz der Funktion ungleich 0, dann kann die Funktion nicht γ-
ähnlich, also wie in Aufgabenstellung gefordert sein.
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1.5

a) α = β = γ = δ = 1:

b) Jf (0, 0) =

(
∂xf1 ∂xf2
∂yf1 ∂yf2

)
(0, 0) =

(
α− yβ −xβ
yδ −γ + xδ

)
(0, 0) =

(
α 0
0 −γ

)
⇒ λ1 = α, λ2 = −γ

Jf (γδ ,
α
β ) =

(
α− α

ββ −γ
δ β

α
β δ −γ + γ

δ δ

)
=

(
0 −βγ

δ
αδ
β 0

)

⇒

∣∣∣∣∣ −λ −βγ
δ

αδ
β −λ

∣∣∣∣∣ = αγ + λ2
!

= 0

⇒ λ1 = −i√αγ, λ2 = i
√
αγ
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