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2.1

Gauß:∫
∂Q < vν > dS =

∫
Q div(v)dV =

π∫
0

1∫
0

π∫
0

div(v)dxdydz

div(v) = ∂
∂x(x+ z2) + ∂

∂y (y sin(z)) + ∂
∂z (z2 + z cos2(x)) = 1 + sin(z) + 2z +

cos2(x)
π∫
0

1∫
0

π∫
0

1 + sin(z) + 2z + cos2(x)dxdydz

=
π∫
0

1∫
0

π cos2(x) + π2 + π + 2dxdy

=
π∫
0

π cos2(x) + π2 + π + 2dx

= 2π + 3π2

2 + π3

ohne Gauß:

φ1(x, y) = (x, y, 0), φ1x = (1, 0, 0), φ1y = (0, 1, 0),
dS1 = φ1x × φ1ydxdy = (0, 0, 1)dxdy (unten)
φ2(x, y) = (x, y, π), φ2x = (1, 0, 0), φ2y = (0, 1, 0),
dS2 = φ2x × φ2ydxdy = (0, 0, 1)dxdy (oben)
φ3(x, z) = (x, 0, z), φ3x = (1, 0, 0), φ3z = (0, 0, 1),
dS3 = φ3x × φ3zdxdz = (0, 1, 0)dxdz (links)
φ4(x, z) = (x, 1, z), φ4x = (1, 0, 0), φ4z = (0, 0, 1),
dS4 = φ4x × φ4zdxdz = (0, 1, 0)dxdz (rechts)
φ5(y, z) = (0, y, z), φ5y = (0, 1, 0), φ5z = (0, 0, 1),
dS5 = φ5y × φ5zdydz = (1, 0, 0)dydz (hinten)
φ6(y, z) = (π, y, z), φ6y = (0, 1, 0), φ6z = (0, 0, 1),
dS6 = φ6y × φ6zdydz = (1, 0, 0)dydz (vorne)
−n1 = n2 = (0, 0, 1), −n3 = n4 = (0, 1, 0), −n5 = n6 = (1, 0, 0)
-Vorzeichen für unten, links und hinten, damit entsprechende Normalvek-
toren von Würfel weg zeigen.∫
∂Q < v, ν > dS =

6∑
i=1

∫
∂Qi

< v(φ), νi > dSi

< v(φ1), n1 >= 02 + 0 cos2(x) = 0
< v(φ2), n2 >= π2 + π cos2(x)
< v(φ3), n3 >= 0 sin(z)
< v(φ4), n4 >= sin(z)
< v(φ5), n5 >= 0 + z2

< v(φ6), n6 >= π + z2

⇒
∫
∂Q < v, ν > dS =

π∫
0

1∫
0

(π2+π cos2(x))dxdy−
π∫
0

1∫
0

(0)dxdy+
π∫
0

π∫
0

(sin(z))dxdz

−
π∫
0

π∫
0

(0)dxdz +
1∫
0

π∫
0

(π + z2)dydz −
1∫
0

π∫
0

(z2)dydz

= π2

2 + π3 − 0 + 2π − 0 + π2 + π3

3 −
π3

3 = 2π + 3π2

2 + π3
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2.2

Energieniveaus erfüllen die Gleichung c = ω2

2 + κ(1− cos(ϕ)).

⇒ ω(ϕ) = ±
√

2(c− κ+ κ cos(ϕ)) Mit c = 2κ ⇒ ω(ϕ) = ±
√

2(κ+ κ cos(ϕ)) Be-
trachtet: oberer Teil (+) (x-Achsensymmetrisch, also Winkel unten gleich)
Schnittpunkt mit der ϕ-Achse bei π, da w=0 wenn cos(φ) = −1

Taylor-Entwicklung von 1 + cos(x) an x0 = π:
T (x) = 1 + cos(π)− sin(π)(x− π)− 1

2 cos(π)(x− π)2 = 1
2(x− π)2

⇒ ω+(ϕ) =
√

2κ(12(ϕ− π)2) =
√
κ(ϕ− π)

ω′+(ϕ0) = lim
ε→0

ω+(ϕ0)−ω+(ϕ0−ε)
ε = lim

ε→0

√
κ(π−π)−

√
κ(π−ε−π)

ε = ε
√
κ
ε =

√
κ

⇒ α = arctan(
√
κ)

2.3

a) λ1 = −1, λ2 = 2

⇒ ξ(t) =

{
x0e
−t

y0e
2t

b)
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2.4

a) (lineare Gl. mit konst. Koeffizienten, inhomogen)

Lösung: x(t) = 0eλt +
t∫
0

eλ(t−s) sin(s)ds = etλ−λ sin(t)−cos(t)
λ2+1

b) (linares Gl. mit var. Koeff., homogen)

Lösung: x(t) = exp(
t∫
0

sin(s)ds) · 1 = e1−cos(t)

2.5

Zu zeigen: ∀ϕ ∈ C∞c ([a, b],R) :
b∫
a
fϕdx = 0⇒ f = 0.

Angenommenf 6= 0. O.E. ∃x0 ∈ [a, b] : f(x0) > 0
Dann ∃ε > 0 : Bε(x0) ⊂ [a, b] und f(x) ≥ 1

2f(x0) > 0 für ||x− x0|| ≤ ε

Damit 0 =
b∫
a
f(x)ϕ(x)dx =

∫
Bε(x0)

f(x)ϕ(x)dx ≥ 1
2f(x0)

∫
Bε(x0)

ϕ(x)dx = 1
2f(x0) > 0

Also Widerspruch
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