
4 Übungsblatt von Analysis 3 zum Mittwoch, den 17.11.2010

4.1

Sei A =

(
α(t) β(t)

γ(t) δ(t)

)
mitα, β, γ, δ : R→ R stetig.

Riccatti: q̇(t) = a(t)q(t) + b(t)q(t)2 + k(t)

q(t) = x1(t)
x2(t)

, q̇(t) = (t)x1(t)x2(t)−x1(t)(t)x2(t)
x2(t)2

⇒
(
ẋ1(t)

ẋ2(t)

)
=

(
α(t) β(t)

γ(t) δ(t)

)(
x1(t)

x2(t)

)
⇒
∣∣∣∣ ẋ1(t) = α(t)x1(t) + β(t)x2(t)

γ(t)x1(t) + δ(t)x2(t)

∣∣∣∣
⇒ q̇(t) = 1

x2(t)2
((α(t)x1(t) + β(t)x2(t))x2 − (γ(t)x1(t) + δ(t)x2(t))x1)

= 1
x2(t)2

(α(t)x1(t)x2(t) + β(t)x2(t)
2 − δ(t)x1(t)x2(t)− γ(t)x21)

= α(t)x1(t)
x2(t)

+ β(t)− δ(t)x1(t)
x2(t)

− γ(t)x1(t)2

x2(t)2

x1(t)
x2(t)

= q(t) ⇒ q̇(t) = α(t)q(t) + β(t)− δ(t)q(t)− γ(t)q(t)2

µ(t) := α(t)− δ(t)
⇒ q̇(t) = µ(t)q(t)− γ(t)q(t)2 + β(t)

Also wie gefordert.

4.2

Ist f(x) (x 7→ y) eine Funktion, so streckt
”
λf(x)“ f(x) in Richtung der

y-Achse um das λ-fache. Damit ist max(λf(x)) = λ(max(f(x)))

”
f(λx)“ staucht dagegen in Richtung der x-Achse um das λ-Fache, da jeder

x-Wert nun ein y liefert, das im Vergleich zur alten Funktion f(x′) an dem
x′ steht, für welches gilt x′ = λx.
Für eine periodische Funktion gilt also, dass λ(f(x)) lediglich die Amplitude
erhöht, während f(λx) die Eingabe vergrößert, also die x-Position der Funk-
tionswerte staucht. Also ist der x-Abstand zweier y-Werte der alten Funktion
y1 = f(x1), y2 = f(x2) mit der neuen Funktion das 1

λ
-Fache des x-Abstandes

der Alten Funktion. Ist also bei periodischen Lösungen y1 = y2 mit Periode
T, so ist bei f(λx) die Periode λT .
Also folgt, R(t) := λr(λ−3/2t) streckt r(t) um λ in y-Richtung, also Rmax =
λrmax. Da r periodische Lösung wird die ursprüngliche Periode also um λ−3/2

gestaucht, also τ = λ3/2T
⇒ λ = Rmax

rmax
= ( τ

T
)2/3

⇒ (Rmax

rmax
)3 = ( τ

T
)2

⇒ R3
max

τ2
= r3max

T 2
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4.4

i)

 −1 0 0
0 3 0
0 0 −2

⇒ λ1 = −1, λ2 = 3, λ3 = −2

⇒ exp(tA) =

 exp(−t) 0 0
0 exp(3t) 0
0 0 exp(−2t)


ii)

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

⇒ λ3 = 1

⇒ 0 =

∣∣∣∣ −λ −1
1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1⇒ λ12 = ±i

⇒ exp(tA) =

 cos(t) − sin(t) 0
sin(t) cos(t) 0

0 0 exp(t)


iii)

 2 −3 0
3 2 0
0 0 −1

⇒ λ3 = −1

⇒ 0 =

∣∣∣∣ 2− λ −3
3 2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2 + 9 = 13− 4λ+ λ2

⇒ λ12 = 2±
√

4− 13 = 2± 3i

⇒ exp(tA) =

 exp(2t) cos(3t) −exp(2t) sin(3t) 0
exp(2t) sin(3t) exp(2t) cos(3t) 0

0 0 exp(−t)


iv)

 2 1 0
0 2 0
0 0 −1

⇒ λ3 = −1

⇒ 0 =

∣∣∣∣ 2− λ 1
0 2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2 = 4− 4λ+ λ2 ⇒ λ12 = 2

⇒ exp(tA) =

 exp(2t) 0 0
0 exp(2t) 0
0 0 exp(−t)
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