
Besprechung zu Blatt 5 zu Analysis 3

Aufgabe 1

ω(t) = det(M(t)) = det(m1(t), ...,mn(t)) = det(mij)i,j=1,...,n =
∑
J∈Sn

sign(J)
n∏
i=1

mi,J(i)(t)

Sn Menge der Permutationen von {1, ..., n}

ω̇(t) =
∑
J∈Sn

sign(J) ddt

n∏
i=1

mi,J(i)(t)︸ ︷︷ ︸
n∑
j=1

ṁj,J(j)(t)
n∏
i=1

mi,J(i)(t)

(endliche Summen ⇒ vertauschbar

⇒ ω̇(t) =
n∑
j=1

∑
J∈Sn

sign(J)ṁj,J(j)(t)
n∏

i=1,i 6=j
mi,J(i)(t)

=
n∑
j=1

det(m1(t), ..., ṁj(t)︸ ︷︷ ︸
j−teStelle

, ...,mn(t))

Aufgabe 2

ω̇(t) = spur(A(t)ω(t)), Ṁ(t) = A(t)M(t)

n = 2, bei t ∈ R ist M(t) = (m1(t),m2(t)) =

(
1 0
0 1

)
wir betrachten ω(t+ h) für |h| klein
ω(t+ h) = det(M(t+ h)) = det(m1(t+ h),m2(t+ h))
= Fl(m1(t+ h),m2(t+ h))
= Fl(m1(t+ h), Pr2(m2(t+ h)))

Aufgabe 3

ω, ν ∈ Rẍ = −ω2x+ sin(νt), ẋ(0) = 0, x(0) = 0
y := ẋ

(P) ⇔
(
ẋ
ẏ

)
=

(
y
ẍ

)
=

(
y
−ω2x

)
=

(
0 1
−ω20

)(
x
y

)
(Q)

Bestimmen zuerst ein FS von (Q) (von (P))

Sei A =

(
0 1
−ω2 0

)
EW: 0 = (−λ)2 + ω2 = λ2 + ω2 ⇔ λ ∈ {±ω}
EV: Da λ ∈ C \ RbrauchenwirnurdenEV z.B.zuλ = iω(
iωv1
iωv2

)
= A

(
v1
v2

)
=

(
v2
−ω2v1

)
⇔ iωv1 = v2 ⇒

(
v1
v2

)
=

(
1
iω

)
möglich!

eλt
(
v1
v2

)
= eiωt

(
1
iω

)
= (cos(ωt) + i sin(ωt))

(
1
iω

)
=

(
cos(ωt)
−ω sin(ωt)

)
+ i

(
sin(ωt)
ω cos(ωt)

)
⇒ φ : R→ R2×2, φ(t) =

(
cos(ωt) sin(ωt)
−ω sin(ωt)ω cos(ωt)

)
φ(0) =

(
1 0
0 ω

)
⇒ φ(0)−1 =

(
1 0
0 1

ω

)
⇒ exp(tA) =

(
cos(ωt) 1

ω sin(ωt)
−ω sin(ωt) cos(ωt)

)
= φ(t)φ(0)−1

Jetzt suchen wir die Lösung von

(
ẋ
ẏ

)
=

(
y
ẍ

)
=

(
y

−ω2x+ sin(νt)

)
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=

(
0 1
−ω20

)(
x
y

)
=

(
0

sin(νt)

)
Satz5.4 :

(
x
y

)
: R→ R2,

(
x
y

)
(t) = exp(tA)

(
x(0)
y(0)

)
︸ ︷︷ ︸
=

x(0)
ẋ(0)

︸ ︷︷ ︸
=0

+
t∫
0

exp((t−s)A)
(

0
sin(νs)

)
ds

(
x
y

)
(t) =

t∫
0

(
cos(ω(t− s)) 1

ω sin(ω(t− s))
−ω sin(ω(t− s)) cos(ω(t− s))

)(
0

sin(νs)

)
ds

⇒ x(t) =
t∫
0

(cos(ω(t− s)), 1ω sin(ω(t− ss)))
(

0
sin(νs)

)
ds

=
t∫
0

(0 · cos(ω(t− s)) + 1
ω sin(ω(t− s)) sin(νs))ds = 1

ω

t∫
0

sin(ω(t− s)) sin(νs)ds

= − 1
2ω

t∫
0

(cos(ω(t− s) + νs︸ ︷︷ ︸
ωt+s(ν−ω)

)− cos(ω(t− s)− νs︸ ︷︷ ︸
ωt−s(ω+ν)

))ds

ν = ω ⇒ x(t) = − 1
2ω

t∫
0

(cos(ωt)− cos(ωt− 2ωs))ds

= − 1
2ω

[
cos(ωt)s− 1

−2ω sin(ωt− 2ωs)
]t
0

= − 1
2ω (cos(ωt)t+

1

2ω
sin(−ωt)︸ ︷︷ ︸
− sin(ωt)

− 1

2ω
sin(ωt)

︸ ︷︷ ︸
− 1
ω
sin(ωt)

)

= 1
2ω2 (sin(ωt)− ωt cos(ωt))

ν 6= ω ⇒ x(t) = − 1
2ω

[
1

ν−ω sin(ωt+ s(ν − ω))− 1
−(ν+ω) sin(ωt− s(ν + ω))

]t
0

= − 1
2ω

(
1

ν−ω sin(νt)− 1
ν−ω sin(ωt) + 1

ν+ω sin(−νt)− 1
ν+ω sin(ωt)

)
= − 1

2ω
1

ν−ω (sin(νt)− sin(ωt)) +
1

2ω

1

ν + ω
(sin(ωt) + sin(νt))︸ ︷︷ ︸

ν→ω−→ 1
2ω

1
2ω

2 sin(ωt)= 1
2ω2

sin(ωt)

sin(νt)−sin(ωt)
ν−ω = t sin(νt)−sin(ωttν−tω

ν→ω−→ t sin′(ωt) = t cos(ωt)

x(t)
ν→ω−→ − 1

2ω t cos(ωt) +
1

2ω2 sin(ωt)
= 1

2ω2 (sin(ωt)− ωt cos(ωt))

Aufgabe 4

A(t) =

(
0 1
0 2t

)
, I(t) =

(
0 t
0 t2

)
t∫
0

A(s)ds =

(
0 [s]t0
0 [s2]t0

)
I(t)0 =

(
1 0
0 1

)
n 1 2 3

I(t)n
(

0 t
0 t2

) (
0 t3

0 t4

) (
0 t5

0 t6

)
Vermutung: I(t)n =

(
0 t2n−1

0 t2n

)
n=1 OK ⇒ Die Vermutung gilt für ein n ∈ N

⇒ I(t)n+1 = I(t)I(t)n =

(
0 t
0 t2

)(
0 t2n−1

0 t2n

)
=

(
0 t2n+ 1
0 2n+2

)
=

(
0 t2(n+1)−1

0 t2(n+1)

)
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⇒ I(t)n =

(
0 t2n−1

0 t2n

)
∀n ∈ N

exp(I(t)) =
∞∑
n=0

1
n!I(t)

n

=

(
1 0
0 1

)
+
∞∑
n=1

1
n!

(
0 t2n−1

0 t2n

)
=

 1
∞∑
n=1

t2n−1

n!

0
∞∑
n=1

t2n

n!


1 +

∞∑
n=1

t2n

n! =
∞∑
n=1

(t2)n

n! = et
2

∞∑
n=1

t2n−1

n! = 1
t

∞∑
n=0

t2n

n! −
1
t =

et
2

t −
1
t =

et
2−1
t

⇒ exp(I(t)) =

(
1 et

2−1
t

0 et
2

)
, t 6= 0

exp(I(0)) =

(
1 0
0 1

)
Bemerkung: e

t2−1
t = et

2−e02
t−0

t→0−→ d
dt(e

t2)|t=0 = 2tet
2 |t=0 = 0

⇒ t 7→ exp(I(t)) ist stetig (R→ R2×2)
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