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Aufgabe P3.1

Berechnen Sie auf klassische Weise die mittlere Energie aller Schwingungsmoden in einem Hohl-
raum der Temperatur 7.

Lésung

Die Wahrscheinlichkeit fiir die eine Mode der Energie E is proportional zu exp (—E/kgT).
Dabei ist kg die Boltzmann-Konstante Damit ist die mittlere Energie aller Moden
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fo exp (—fFE)dE (
mit = 1/(kgT).
Nebenrechnung: Berechnung der Integrale vom Typ
I,(n) = / e Mdx (P3.2)
0

Losen des Integrals durch Vertauschen von Integration und Differenziation und vollsténdige
Induktion:

oo _1 =00
In(n) = / e dr = —e™ =nt (P3.3)
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Durch Induktion findet man die Behauptung, dass

I.(n) = / z"e " dy = n! p~ (P3.6)
0
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Es ist noch der Schritt von n zu n + 1 zu zeigen:

L (n) = / e dy = —— T, (n) = ———nln~ " = (n+ )Ly~ (P37
0

Dieses Ergebnis erhilt man auch, wenn man in Gl. n durch n + 1 ersetzt. Fiir n = 1 erhilt
man gerade Gl. [P3.4] Damit ist die vollstindige Induktion abgeschlossen.

Anwenden von Gl. [P3.6] auf Gl. [P3.1] liefert:
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Aufgabe P3.2

Die spektrale Energiestromdichte pro Raumwinkelelement der Abstrahlung eines schwarzen
Korpers ist durch die Plancksche Strahlungsformel gegeben:
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Dabei ist u, die spektrale Energiedichte, v die Frequenz der Strahlung, ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit im Vakuum, A das Plancksche Wirkungsquantum und kp die Boltzmannkonstante.
Rechnen sie S, in die Energiestromdichte Sy (Leistung pro Raumwinkelelement pro Fliche pro
Wellenlédngenintervall) um.

Lésung

Da Wellenlédnge und Frequenz geméif

= — P-].
V=5 (P3.10)

reziprok zueinander sind, fiihrt eine Zunahme in v zu einer Abnahme in A. Daher lautet der
Zusammenhang zwischen S, und Sy (Vorzeichen!)

S,dv = —Syd\ (P3.11)

Die Multiplikation mit den Differentialen dv und dA stellt sicher, dass sich links und rechts des
Gleichheitszeichen dieselbe physikalische Grofie (Leistung pro Raumwinkelelement pro Fléche)
befindet. Division durch dA liefert

dv c
S)\ — —Sya — SVF

wobei im letzten Schritt Gl. [P3.10] verwendet wurde. Durch weiteres Einsetzen von Gl. [P3.10]
in GL lisst sich GL. wie folgt umformen:
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(P3.12)

Sy = — . — (P3.13)
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und schliefllich
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Aufgabe P3.3

Die iiber einen Raumwinkel 27 integrierte spek-
trale Energiestromdichte wird als , Ausstrah-
lung“ (Leistung pro Fliache pro Frequenzinter-
vall) bezeichnet. Berechnen Sie ausgehend von
der spektralen Energiestromdichte S, die Aus-
strahlung F)" eines Flachenelements dA (s. ne-
benstehende Skizze).

Lésung

Der Winkel 6 ist der Winkel zwischen der Flachennormalen 77 und der Abstrahlungsrichtung. Die
Projektion der Abstrahlungsrichtung auf die Flachennormale ist cos . Die Energiestromdichte
in Abstrahlungsrichtung ist also

S, =S, cosb (P3.15)

Diese ist iiber alle Winkel 0 < 6 < 7/2 zu integrieren. Zusétzlich ist iiber alle Winkel 0 < ¢ < 27
zu integrieren. Mit dem Raumwinkelelement d$2 = sin #dfd¢ folgt

2m /2
Ff = / / S! sin OdOdg
0 0

2r /2
= / / S, cos 0 sin 0dOd¢p
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x/
= 275, / cos 0 sin 0d6
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= 218, [~Lcos? 0] = 7S, [0 — (~1)] = 7S, (P3.16)

Die Ausstrahlung des Flichenelements dA ist F,f = xS,.



Aufgabe P3.4

Berechnen Sie den von einem schwarzen Korper ausgehenden gesamten Strahlungsstrom (Lei-
stung pro Flidche) durch Integration der Ausstrahlung iiber das gesamte Frequenzspektrum.
Wie héngt der Strahlungsstrom F' mit der Temperatur 7' des schwarzen Koérpers zusammen.
Fassen Sie alle numerischen Konstanten und alle Naturkonstanten, die in dem Ausdruck fiir F
auftreten, zu einer Konstanten zusammen. Welchen Wert hat diese Konstante?

Hinweis o 3 .
x ™
dr = — P3.17
/0 e —17 " 15 (P3.17)
Lésung
] o) 2h ] 3
F:/ Ffdv :7T/ Sydv = 72 / hyy dv (P3.18)
0 0 ¢ Jo gET — 1
mit S, aus Gl [P3.9| Substitution = hv/(kgT) ergibt
27 (kpT)* /°° x3 2m(kgT)* m*
F= de = ——— — P3.19
c2h? o er—1 v 2h? 15 ( )
Insgesamt erhilt man das Stefan-Boltzmannsche Gesetz
4 21°kp -8 —2 o—4
F=0T" mit o= =567 x 108 Wm 2K (P3.20)
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