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Aufgabe H7.1 (10 Punkte)

Berechnen Sie auf zwei Weisen den Radialteil R,,(r) der Wasserstoffwellenfunktion fir n = 2
und ¢ = 0: a) Mit Hilfe des in der Vorlesung angegebenen Potenzreihenansatzes und b) aus den
Laguerre-Polynomen.

Hinweis
Verwenden Sie bei der Normierung von Rj die Integrale aus Aufgabe
Lésung

Teil a)

Potenzreihenansatz mit Koeffizienten b; fiir den Radialteil der Wasserstoffwellenfunktion
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Ruilr) = e—ZT/(nao)ijrj (H7.1)
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bj = b H7.2
7 T nag (G +1) — (0 +1) (H7.2)
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a = 7:;02 (Bohrscher Radius) (H7.3)

Fiir n = 2 werden nur die Koeffizienten by und b; benétigt. Mit Hilfe von GI. lasst sich b
durch by ausdriicken. Fiir n = 2 und ¢ = 0 ist

Z —1 Z
— by — = —bhy—o H74
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Der Koeffizient by ergibt sich aus der Normierungsbedingung fiir die Gesamtwellenfunktion
wn,é,m(F) = Rn,ﬁ(r>n,m(97 ¢)
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Hierbei wurde mehrfach von Gl. Gebrauch gemacht. Somit ist
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und PN g

Roo =2 (2—%) (1 — Taor) e~ Zr/2a0 (H7.8)
Teil b)
Mit den assoziierten Laguerre-Polynomen Lilill lasst sich der Radialanteil der Wasserstoffwel-

lenfunktionen wie folgt ausdriicken:

Ry i(r) = Nuie??p' L2 (p) (H7.9)
it 27 4regh?
p=—r=2kr und qy= 7T602 (H7.10)
nag e

sowie der reduzierten Masse p und der Normierungskonstanten N,,;. Die assoziierten Laguerre-
Polynome lassen sich geméf3

Ly(p) = ﬁﬂq(p) (H7.11)
aus den Laguerre-Polynomen
a4 _
L,(p) = e"d—pq (ple") (H7.12)

ableiten.



Mit n =2 und [ = 0 ergibt GL. fiir den Radialanteil der 2s-Wellenfunktion
Ryo(r) = Nz,oe_p/QL%(p) (H7.13)

Li(p) erhilt man nach Gl. [H7.11| aus den Laguerre-Polynomen mit ¢ = 2 und p = 1. Fiir das
Laguerre- Polynom mit ¢ = 2 ergibt sich
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Lip) = @ (e el per e (17 14)
= e’ (2677 —2pe™" —2pe "+ p’e ) =2 —4dp+p’ (H7.15)

Das dazu assoziierte Laguerre-Polynom ist

d d
Ly(p) = —La(p) = —(2—4p+p*) = —4 +2 H7.16
2(p) i 2(p) dp( p+p) +2p ( )
Insgesamt ist also
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Ry = Nog(2p — 4)e™/* = 4Ny (2—T - 1) e~ 4r/(2a0) (H7.17)
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Vergleich mit Gl. zeigt, dass
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Einsetzen in Gl. [H7.17] ergibt schlieflich (vgl. Gl. [H7.8)):
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