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Aufabe 1

Satz (Blatt 5, Aufgabe 2):

U ⊂ R
n offen, f : Rn × U → R mit

(i) ∂2f ex. auf Rn × U
(ii) ∀λ ∈ U fest ist f(∗, λ) ∈ L1

(iii) ∃g ∈ L1, so dass ∀(x, λ) ∈ Rn × U gilt |∂2f(x, λ)| ≤ g(x)

⇒ F : U → R, λ 7→
∫
R

f(x, λ)dx diffbar mit

F ′(λ) =
∫
R

∂2f(x, λ)dx

Sei x0 ∈ (0,∞), ϕ : (x0,∞)︸ ︷︷ ︸
=:U

→ R, ϕ(x) :=
∞∫
0

e−xt︸︷︷︸
=:f(t,x)

dt = 1
x

ϕ′(x) = − 1
x2 zum Satz (i): ∂2f(t, x) = (−t)e−xt zu (ii):

x ∈U fest:

gn : R→ R, gn(t) := 1[ 1
n
,n](t) e−xt︸︷︷︸

st. in t

∈ L+ ⊂ L1 (Beppo Levi)

gn ≤ gn+1∫
R

gndt =
n∫
1
n

e−xtdt = [− 1
x
e−xt]n1

n

= e−
x
n

x
− e−xn

x
−→

n→∞
1
x

f(∗, x) = gn −→
n→∞

f(∗, x)pw., f(∗, ) ∈ L1 (Beppo Levi)

zu (iii):

Sei x ∈ U, t ∈ R

|∂2f(x, t)| = | − te−xt| = te−xt ≤

{
t , t ∈ [0, 1]
t
ext

, t ∈ [1,∞]
t
ext

= t
∞∑
n=0

(xt)n

n!

≤ t
(xt)3

3!

= 6
x3

1
t2
≤ 6

x3
0

1
t2

⇒ |∂2f(t, x)| ≤ t1[0,1](+)︸ ︷︷ ︸
∈L+⊂L1

+
6

x3
0

1

t2
1[1,∞](+)︸ ︷︷ ︸
∈L+⊂L1

=: g(t)

1

∫
gn ≤

1∫
0

tdt = [1
2
t2]10 = 1

2
<∞

(i)-(iii) gelten mit g : R→ R, g(t) := t1[0,1](+) + 6
x3

0

1
t2
1[1,∞](+)

⇒ φ′(x) =
∞∫
0

∂2f(t, x)dt =
∞∫
0

(−te−xt)dt = −
∞∫
0

te−xtdt

⇒ ϕ(n)(x) = (−1) 1
xn−1n!

(i): ...(−t)→ (−1)n

(ii) gilt aus (iii) im Schritt n-1

(iii):∂2 → ∂n2 und −t→ (−t)n bzw. t→ tn

⇒ ϕ(n)(x) =
∞∫
0

∂n2 f(t, x)dx = (−1)n
∞∫
0

tne−xtdt

Γ(n+ 1)
∞∫
0

tne−tdt = (−1)nϕ(n)(1) = (−1)n(−1)n n!
1n+1 = n!
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Aufabe 2

r

θ=0

φ : (0,∞)× (0, π)× (−π
2
, π

2
)→ R

3

φ(r, ϕ, θ) = (r cos(ϕ) cos(θ), r sin(ϕ) cos(ϑ), r sin(θ))

Bild(φ) = R
3 \ {x ∈ R3

∣∣x1 ≥ 0, x2 = 0} = R
3 \ R2 × {0}

R
2 × {0} echter Unterram von R

3 und damit eine Nullmenge

⇒
∫

B||.||2 (0,1)

1
||x||α2

dx =
∫

B||.||(0,1)\R×{0}×R

1
||x||α2

dx

B||.||(0, 1) \ R× {0} × R = Bild(ϕ|(0,1)×(0,2π)×(−π
2
,π
2

))

... =
∫

(0,1)×(0,2π)×(−π
2
,π
2

)

1
||φ(x)||α2

· det(D(ϕ(x)))|dx

=
1∫
0

2π∫
0

π
2∫
−π

2

1
rα
· r2 cos(θ)dθdϕdr

= 4π
1∫
0

r2−α = 4π
[

1
3−αr

3−α]1
0

= 4π
3−α(1− 03−α)

(geht da 3− α > 0)

Aufabe 3

ε > 0, αε : R→ R, αε(x) := tanh(x
ε
)

sinh(x) = ex−e−x
2

, cosh(x) = ex+e−x

2

⇒ tanh(x) = ex−e−x
ex+e−x

sinh′(x) = cosh(x), cosh′(x) = sinh(x)

⇒ tanh′(x) = 1
cosh2(x)

1∫
−1

f(x)dαε =
1∫
−1

f(x)α′ε(x)dx =
1∫
−1

f(x)1
ε

1
cosh2(x

ε
)
dx

=

1
ε∫
− 1
ε

f(xε) 1
cosh2(x)

dx =
∫
R

1[− 1
ε
, 1
ε

](x)f(xε)︸ ︷︷ ︸
−→
ε→ 0

f(0) pw

1

cosh2(x)

︸ ︷︷ ︸
−→
ε→ 0

f(0)

cosh2(x)
pw

dx

|1[− 1
ε
, 1
ε

](x)f(xε) 1
cosh2(x)

| ≤ ||f ||∞
cosh2(x)

gn : R→ R, gn(x) := 1[−n,n](x) 1
cosh2(x)

∈ L+ ⊂ L1∫
R

gn(x)dx =
n∫
−n

1
cosh2(x)

dx = [tanh(x)]n−n

= tanh(n)− tanh(−n) −→
n→∞

1− (−1) = 2

Beppo Levi ⇒ 1
cosh2(x)

∈ L1mit
∫
R

1
cosh2(x)

dx = 2 (= lim
n→∞

∫
R

gndx)

⇒ ||f ||∞
cosh2(x)

∈ L1

pw. f(0)

cosh2(x)

ε→0←− 1[− 1
ε
, 1
ε

](x)f(xε) 1
cosh2(x)

, |...| ≤ ||f ||∞
cosh2(x)

∈ L1

Lebesgue:

⇒
∫
R

1[− 1
ε
, 1
ε

](x)f(xε) 1
cosh2(x)

dx −→
ε→ 0

∫
R

f(0)

cosh2(x)
dx = f(0)

∫
R

1
cosh2(x)

dx = 2f(0)
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Aufabe 4

f : R→ R, f(x) := 1(0,∞)(x) 1√
x+x4 g1 : R→ R, x 7→ 1(0,1](x) 1√

x
∈ L+ ⊂ L1

g2 : R→ R, x 7→ 1[1,∞)(x) 1
x4 ∈ L+ ⊂ L1

Sei g := g1 + g2. Dann ist g ∈ L1 mit:

Für x ∈ R gilt:

f(x) = 1(0,1](x)
1√

x+ x4︸ ︷︷ ︸
≤ 1√

x︸ ︷︷ ︸
≤g1(x)

+ 1(1,∞)(x)
1√

x+ x4︸ ︷︷ ︸
≤ 1
x4︸ ︷︷ ︸

≤g2

≤ g1(x) + g2(x) = g(x)

wegen f(x) ≥ 0∀x ∈ R ist damit auch |f(x)| ≤ g(x)

Weiter ist f als stetige Funktion messbar.

⇒ f messbar, |f | ≤ g ∈ L1 ⇒ f ∈ L1

Aufabe 5

1Qi

Ω offen, beschr. ⇒ Ω mbar:

Ω offen ⇒ ∃(Qi) mit Ω =
⋃
i∈N

Qi, Qi ∩Qj ⊂ ∂Qi∀i 6= j

1Ω = 1
⋃
i∈N

Qi∫
1

⋃
i∈N

Qi =
∑
i∈N

∫
1Qi

1Qi ∈ L+

N∑
i=1

1Qi ∈ L+. Genauso
N∑
i=1

1int(Qi) ∈ L1

⇒ 1
2

N∑
i=1

(1Qi + 1Q̊i
) ∈ L1

−→
N →∞

1
2

∑
i∈N

(1Qi + 1Q̊i
) = 1

⋃
i∈N

Qi = 1Ω ∈ L+

insb. Ω mbar!

a) f beschr. mbar. ⇒ f1Ω mbar, |f1Ω| ≤ ||f ||∞1Ω ∈ L1

1Ω ∈ L1 da mbar und endl, also
∫
R

1Ω <∞

b) x ∈ Ω, f ∗(x) = sup{f(τ j(x))|j ∈ N} = lim
N→∞

max
j∈{1,...,N}

f(τ j(x))︸ ︷︷ ︸
mbar, beschr.︸ ︷︷ ︸

mbar, beschr. d ||f ||∞1Ω⇒∈L1

(Lebesgue)⇒ f ∗ ∈ L1
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