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1 Tutorium vom 02.11.2011

1.1 Beispiel zur Gamma-Funktion

Γ(x) =
∞́

0

tx−1e−tdt

Γ(1
2) =

∞́

0

t−
1
2 e−t =

∞́

0

e−t√
t
dt

t:=x2

=
∞́

0

e−x
2

x 2xdx =
√
π

Hinweis:
∞́

−∞

∞́

−∞
e−x

2−y2
dxdy

Polarkoord
= 2π

∞́

0

re−r
2
dr = 2π · 1

2 [e−r
2
]∞0 = π

=
∞́

−∞
e−x

2
dx

∞́

−∞
e−y

2
dy =

(
∞́

−∞
e−x

2
dx

)2

= π

⇒
∞́

−∞
e−x

2
dx =

√
π

1.2 Stirling für ln(N!)

ln(N !) =
N∑
n=1

ln(n) ≈
Ń

1

ln(x)dx = [x ln(x)−x]N1 = N ln(N)−N + 1 ≈ N ln(N)−N

1.3 Binomialverteilung

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!(
n
k

)
pk(1− p)n−k: p: Trefferwahrschk bei 1 Versuch, n: Versuche, k: Treffer

Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen k Treffer zu erreichen.

p=40%, n=10, 6 Treffer:

P (10, 6, 40%) =
(

10
6

)
· 0.45 · 0.64 = 11.15%

Min. 6 Treffer: P (k ≥ 6) = P (6) + P (7) + P (8) + P (9) + P (10) = 16.62%

84 Studenten im ersten Semester, Wahrschk. in einer Klausur zu bestehen: 70%

Man muss 2 Klausuren bestehen. Wie wahrscheinlich, dass man besteht?

P (n = 2, k = 2, p = 0.7) = 49%

45 Studenten, 8 Klausuren:
Klausuren: 2 2 2 2

Wahrschk: 0.7 0.9 0.5 0.8

45 ∗ 0.82 ∗ 0.52 ∗ 0.72 ∗ 0.92 ≈ 3

Julian Bergmann
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2 Tutorium vom 09.11.2011

2.1 Wiederholung: Delta-Funktion

Werden benutzt zur Transformation einer kontinuierlichen Funktion zu einer dis-

kreten Schreibweise.
∞́

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a)

δ[f(x)] =
∑
i

1
|f ′(xi)|δ(x− xi), xi:einfache Nullstelle der Funktion

x́

−∞
δ(x)dx = θ(x)

∞́

−∞
f(x)δ′(x) = −

∞́

−∞
f ′(x)δ(x)dx = −f ′(0)

2.2 Delta-Funktion: Übungen

1)
β́

α
(f(x)− f(a))δ(x− a)dx = 0

2)
∞́

0

ln(x)δ′(x− a)dx =


− 1
a a ≥ 0

0 sonst

3)
π́

0

sin(θ)δ(cos(θ)− cos(π3 )dθ = 1

4)
5́

0

√
xδ(x3 − 7x2 + 16x− 12)dx =

5́

0

√
x 1

3x2−14x+16
δ(x− 3) =

√
3

5)
∞́

−∞
xδ(x2 − a2)dx = 0

6)
5/2´
1/2

e−xδ(x3 − 6x2 + 11x− 6)dx = 1
2e + 1

e2

2.3 Blatt2, Augabe6: Liouville-Gleichung

ρ0(~q, ~p)

ρ(~q, ~p, t) =
´
dfq0

´
dfp0ρ0(~q0, ~p0)δ(~q − ~Q(~p0, ~q9, t))δ(~p− ~P (~p0, ~q9, t))

~Q und ~P lösen ∂H
∂pi

= q̇i,
∂H
∂qi

= −ṗi

Z.z. : ∂ρ
∂t =

f∑
i=1

(∂H∂qi
∂ρ
∂pi
− ∂H

∂pi
∂ρ
∂qi

) = {ρ,H}

∂
∂t(δ(~q − ~Q(t))δ(~p− ~P (t)))

= ( ∂∂tδ(~q − ~Q(t))) · δ(~p− ~P (t)) + ( ∂∂tδ(~p− ~P (t)))δ(~q − ~Q(t))

= ∂δ(~q− ~Q(t))

∂~q− ~Q(t)
· ∂(~q− ~Q(t))

∂t δ(~p− ~P (t)) + ∂δ(~p−~P (t))

∂~p−~P (t)
· ∂(~p−~P (t))

∂t δ(~q − ~Q(t))

= ∂δ(~q− ~Q(t))

∂ ~Q(t)
· ∂ ~Q(t)

∂t δ(~p− ~P (t)) + ∂δ(~p−~P (t))

∂ ~P (t)
· ∂ ~P (t)

∂t δ(~q − ~Q(t))
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= ∂δ(~q− ~Q(t))

∂ ~Q(t)
· ∂H
∂ ~P
δ(~p− ~P (t)) + ∂δ(~p−~P (t))

∂ ~P (t)
· ∂H
∂ ~Q
δ(~q − ~Q(t))

´
dfq0

´
dfp0ρ0(~q0, ~p0)[...] =

´ ´
...−

´
dfq0

´
dfp0

∂ρ0(~q0,~p0)
∂~q δ(~q − ~Q)δ(~p− ~P )∂H

∂ ~P

3 Tutorium vom 23.11.2011

3.1 Klärung: Phasenraumvolumen

W (E) = 1
N !

´
d3Nqd3Npθ(E −H)

Σ(E) =
´
dΓθ(E −H) = 1

N !(2π~)3N

´
d3Nqd3Npθ(E −H)

Σ(E) =
´ d3Npd3Np
N !(2π~)3N θ(E −H)

Γ(E) =
´
dΓδ(E −H) , Γ = ∂Σ(E)

∂E

h

nh

q

p

q

p
E1

E2

W (E) beschreibt das Phasenraumvolumen

Σ(E) beschreibt die Anzahl der Zustände im Phasenraum in Einheiten von ~

Γ(E) =
´

E<H<E+∆E

dΓ

Γ beschreibt den Entartungsgrad zu einer Energie!

3.2 Aufgabe zu Zustands-Summe
μ

B

n1 Anzahl parallel in B

n2 Anzahl antiparallel in B
E=-μB

E=μB

N >> 1, Em(n2 − n1)µB(N − 2n1)µB

Γ(Ẽ) = N !
n1!n2! =

(
N
n1

)
=
( N

− Ẽ
2µB

+N
2

)
N∑
k=0

(
N
k

)
= 2N = Σ(E)

E − (E + δE), µB << dE << E

Ω(E) =
E+δE∑
E=Ẽ

Γ(Ẽ) = Γ(Ẽ)
E+δE∑̃
E=E

= δE
2µB

(
N
n1

)
S = kb ln(Ω)

ln(N !) = N ln(N)−N

ln(Ω) = δE
2µB

N ln(N)−N
(n1 ln(n1)−n1)(n2 ln(n2)−n2)

1
T = ∂S

∂E = ∂ ln(Ω)
∂E

E

S=ln(Ω)
Smax

-NμB NμB

1/T

E

4 Tutorium vom 30.11.2011

4.1 Legendre-Transformation

L(qi, q̇i)→ H(qi, pi) , pi = ∂L
∂q̇i

H(qi, pi) =
∑
piq̇i − L(qi, q̇i)

Julian Bergmann
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Beispiel (klassisch):

L = 1
2mv

2 − U , mq̇

H(q, p) = mq̇2 − 1
2mq̇

2 + U = 1
2mq̇

2 + U = 1
2
p2

m + U

Beispiel (Thermodynamisch):

U(S,N, V ) = −(ST − F (T,N, V )) , S = ∂F
∂T

U(S,N, V ) = −(∂F∂T T − F (T,N, V )) , T → S

dU = ∂U
∂S∆S + ∂U

∂N∆N + ∂U
∂V ∆V = Tds− pdV + µdN

⇒ dF = SdT − pdV + µdN

4.2 Gugenheim-Quadrat

Merkspruch:

Schon unsere Vorfahren favorisierten Trinkgelage gegenüber physikalischen Herleitungen.

-S U V

F

TG-P

H H=TdS+VdP+μdN

Koeffizienten

F=-SdT-PdV+μdN

Differentiale

Potentiale

-S U V

F
TG-P

H ⇒ ( ∂S∂P )T = (∂V∂T )P

5 Tutorium vom 7.12.2011

5.1 Kreisprozesse

Pa

Va Vb

Pb

A

B C

D

Δw ΔS=0
ΔU  =0

P

V

=ΔW+δQ

Angabe in der Regel:

pV = nRT, U = B
2 knT

A : Va, Ta, pa

Julian Bergmann



5 7.12.11 Theo 5 - Thermodynamik, Tutorium 5 - 11

B : pb

C : Vc

Errechnete Größen:

A Ta Va pa

B Tb = pb
pa
Ta Vb = Va pb

C Tc = ... Vc pc = pb

D Td = ... Vd = Vc pd = pa

(p13 : streng geheimer Regierungsdruck, bei dem aus Diamant Gold wird)

∆SA→B =
B́

A

δQ
T =

B́

A

Cv
dT
T = CV ln( TbTa )

Cv = 3
2kN , Cp = 5

2kN

A→ B B → C

∆W 0 pb(Vc − Vb)

δQ U(Tb)− U(Ta) U(Tc)− U(Tb)− pb(Vc − Vb)

∆S CV ln( TbTa ) Cp ln(TcTb )

C → D D → A

∆W 0 pa(Va − Vd)

δQ U(Td)− U(Tc) U(Td)− U(Tc)− pa(Va − Vd)

∆S CV ln(TdTc ) = −CV ln( TbTa ) Cp ln(TaTd ) = −Cp ln(TcTb )

Karnot Prozess:

A

B

C

D

Δw

P

V

T=const

T=const

δQ=0

δQ=0

A→ B B → C

∆W U(Tb)U (Ta)
Ć

B

pdV =
Ć

B

nRT
V dV = nRT ln(VcVb )

δQ 0 −∆W = T (S1 − S2)

Julian Bergmann
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6 Tutorium vom 14.12.2011

6.1 Kreisprozesse

Carnot-Prozess

T1
S2S1

T2

p

dV

a
b

cd

ΔW

0 = ∆S ⇔ dQ = 0⇔ adiabatisch

T1 > T2, S2 > S1

pV = nkT

Beispielangaben: Va, pa, Ta, Vb

pb = Va
Vb
pa etc. ⇒Damit alle Punkte ausgeben.

∆U = ∆W + ∆Q , ∆W = −p(V )dV, U = 3
2kTN

⇒ ∆W = −
´ Vb
Va
p(v)dV −

´ Vc
Vb
p(v)dV − ...

¸
dU = 0 =

¸
∆W +

¸
∆Q = 0

a→ b: isotherm ⇒ ∆T = 0 ⇒ ∆U = 0 ⇒ ∆W = −∆Q

∆W = −
´ Vb
Va
pdV = −

´ Vb
Va

nkT1
V dV = −NkT1 ln( VbVa ) < 0 ⇒ ∆Q > 0

b→ c: adiabatisch ⇒ ∆U = 0 ⇒ ∆U = ∆W = 3
2kN(T2 − T1)

c→ d: wie a→ b : ∆W = −NkT2 ln(VdVc ) > 0

d→ a: wie b→ c : ∆W = 3
2Nk(T1 − T2)

η = −∆W∑
∆Q>0

∆Q

hier: η = −∆W/∆Qa→b

∆U = 0 = ∆W + ∆Q1 + ∆Q3 ⇒ −∆W = ∆Q1 + ∆Q3

η = ∆Q1+∆Q3

∆Q1
= 1 + ∆Q3

∆Q1

∆Q3 = NkT2 ln(VdVa ) , ∆Q1 = NkT1 ln( VbVa )

T1V
γ−1
b = T2V

γ−1
c , T2V

γ−1
d = T1V

γ−1
a

⇒ Vc
Vd

= Vb
Va

⇒ η = 1− T2
T1

Julian Bergmann
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7 Tutorium vom 11.1.2012 - Klausurbesprechung

7.1 Aufgabe 1

a) Z =
N∏
i=1

Zi (mit Zi Zustandssumme jedes einzelnen Teilchens)

Zi =
∑

Zusände
{−ε,0,ε}

e−βEn = eβε + 1 + e−βε

= 1 + 2 cosh( ε
kT )

⇒ Z = (1 + 2 cosh(εβ))N

F = − 1
β ln(Z) = −NkT ln(1 + 2 cosh( ε

kT ))

S = −∂F
∂T = Nk

(
ln (1 + 2 cosh (βε))− βε 2 sinh(βε)

1+2 cosh(βε)

)
b) U = − ∂

∂β ln(Z) = −Nε 2 sinh( ε
kT

)

1+2 cosh( ε
kT

)

T → 0 ⇒ U → −Nε

T →∞ ⇒ U → 0

7.2 Aufgabe 2

p = NkT
V−b −

d
V 2

a) cv = ∂U
∂T |V , z.Z. : ∂cv

∂V |T = T ∂2p
∂T 2 |V

∂2U
∂V ∂T = ∂2U

∂T∂V , U = U(T, V,N) = U(S(T, V,N), V,N)

∂U
∂V = ∂U

∂S
∂S
∂V + ∂U

∂V = T ∂S
∂V − p = T ∂p

∂T

∂cv
∂V = ∂

∂T (T ∂p
∂T − p) = ∂p

∂T + T ∂2p
∂T 2 − ∂p

∂T = T ∂2p
∂T 2

b) ∂cv
∂V = T ∂2p

∂T 2 = T ∂
∂T 2 (NkTV−b + a

V 2 ) = 0

c) dU = (∂U∂T )V,NdT + (∂U∂V )T,V dV = cv(T )dT + (−p+ T ∂p
∂T )dV

= cv(t)dT + (−NkT
V−b + a

V 2 + NkT
V−b )dV = cv(T )dT + a

V 2dV

⇒ U =
´
cv(T )dT − a

V + const

d) dS = ∂S
∂U

∂U
∂T dT + dSU ∂U

∂V dV + ∂S
∂V dV = 1

T
∂U
∂T dT + ( 1

T
∂U
∂V + p

T )dV

cv(T )
T dT + 1

T (∂U∂V |T + p)dV = cv(T )
T dT + 1

T (−p+ T + ∂p
∂T + p)

= cv(T )
T dT + Nk

V−bdV = dS

S =
´ cv(T )

T dT +Nk ln(V − b) + const

e) dU = TdS−pdV = T ∂S
∂T |V dT+T ∂S

∂V |TdV −pdV = T ∂S
∂T |V dT+(T+ ∂S

∂V |T−p)dV

dw = tdx+ gdy ⇒ ∂t
∂y = ∂g

∂x ⇒ ∂
∂V (T ∂S

∂T |V ) = ∂
∂T (T ∂S

∂V |T − p)

⇒ T ∂2S
∂V ∂T = ∂S

∂V |T + T ∂2S
∂T∂V −

∂p
∂T ⇒ ∂S

∂V |T = ∂p
∂T |V

Julian Bergmann
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7.3 Aufgabe 3

a) η = 1− |Qout|/Qin

η = −∆W/Qin + ... (egal, keine Zeit, Musterlösung
”
ist so“)

b) Q = Ncp(Ti − Tf ) , Qin = Ncp(TC − TB) , Qout = Ncp(TA − TI)

η = 1− TD−TA
TC−TB

pV γ = const , Tp
1−γ
γ = const

TC = T1 , TA = T2

⇒ TDp
(
D

1−γ
γ ) = Tcp

(
c

1−γ
γ )

⇒ TD = TC( pCpD )
1−γ
γ

⇒ TB = TA( pApB )
1−γ
γ

η = 1−
T1(

p1
p2

)
1−γ
γ −T2

T1−T2(
p2
p1

)
1−γ
γ

= 1− (p1

p2
)

1−γ
γ

c) ηc = 1− T2
T1

= 1− ( p1

pB
)

1−γ
γ ≥ 1− (p1

p2
)

1−γ
γ

8 Tutorium vom 25.1.2012 - Klausurbesprechung

8.1 Übung zu Quantengas

Großkanoniche Zustandssumme:

H|p >= ε|p >

Z =
∞∑
N=0

Sp(e−β(Ĥ−µN̂)) =
∞∑
N=0

∑
{np}

e
−β(

∑
p
npεp−µ

∑
p
np)

=
∑
n1

∑
n2

...
∑
np

∏
p
e−β(εp−µ)np

=
∏
p

∑
np

e−β(εp−µ)np

Bosonengas:
∞∑
n=0

qn = 1
1−q

ZB =
∏
p

∑
np

[
e−β(εp−µ)

]np
=
∏
p

1

1−eβ(εp−µ)

p

0 εpFermionengas:

np ∈ {0, 1}

⇒ ZF =
∏
p

(
1 + e−β(εp−µ)

)
Ω = − 1

β ln(Z)

ΩB
F

= ± 1
β

∑
p

ln
(
1∓ e−β(εp−µ)

)
< N̂ >B

F
= −∂Ω

∂µ =
∑
p

1

eβ(εp−µ)∓1
=
∑
p
< np > ⇒< np >= 1

eβ(εp−µ)∓1

Julian Bergmann
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9 Tutorium vom 1.2.2012 - Klausurvorbereitung

9.1 Stefan-Boltzmann-Gesetz über Photonengas

TdS = dU + pdV , p = 1
3 ū , ū = U

V , ∂S
∂V = ∂p

∂T

gesucht: ū ≈ f(T )

T ∂S
∂V = ∂U

∂V + p = T ∂P
∂T

⇒ 1
3T

∂ū
∂T = ū+ 1

3

T ∂ū
∂T = 4ū

∂ū
∂T = 4

T ū , ⇒
´
dū
ū = 4

´
dT
T

⇒ ln(ū) = 4 ln(T ) = ln(T 4) ⇒ ū = αT 4

9.2 Temperatur auf Erde als schwarzer Körper

P = σAT 4 (σ: Boltzmann-Konstante, A: Oberfläche)

Oberfläche der Kugel mit Radius Erde-Sonne und anteilig Scheibe mit Erdradius

mit Strahlungsleistung der Sonne berechnen

Wauf Erde =
πr2
Erde

4πr2
Sonne−Erde

Wvon Sonne

T = 4

√
P
Aσ = 4

√
WErde ≈ 300K

9.3 Glühemission von Elektronen (Nolting 2.2.6)

VakuumLeiter
Ef

WA

V0

z

<ni> T=0

< ni >= 1
eβ(εi−µ)+1

εi = ~2k2/2m

εA = ~2k2/2m+ V0

Di =


d
√
E E > 0

0 , sonst

DA =


d
√
E − V0 E > 0

0 , sonst

< ni >= 1
eβ(εi−µ)+1

< n >i=
1

eβ(ε−µ)+1

< n >u= 1
eβ(ε+V0−µ)+1

Jetzt: Teilchenzahl außerhalb des Metalls.

na = 1
V

∞́

V0

dE Da(E)

eβ(E−µ)+1
, E =

∞́

0

√
E

3

eβ(E−µ)+1

Julian Bergmann
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N =
∞́

0

√
E

eβ(E−µ)+1

na = 1
V d
∞́

V0

√
E−V0

eβ(E−µ)+1

β(V0 − µ) >> 1 ⇒ nA = d
V

∞́

V0

√
E − V0e

−β(E−µ)dE = d
V

∞́

0

√
xe−β(x+V0−µ)dx

= d

V b
3
2
e−β(V0−µ)

∞̂

0

√
ye−ydy

︸ ︷︷ ︸
=Γ(3/2)

⇒ nA = CT
3
2 e−β(V0−µ)

10 Tutorium vom 8.2.2012 - Klausurvorbereitung

10.1 Glühemission

T = 300◦K , S = 0

µm = µv = εF

n = 1
eβ(ε−µ)+1

nσ = 4π(2m
h2 )

3
2

∞́

0

ε
1
2

eβ(ε+wA−εF )+1
dε

nm = 4π(2m
h2 )

3
2

∞́

0

ε
1
2

eβ(ε−εF )+1
dε β(wA − εF ) >> 1

x2 = ε

nv = 4π(2m
h2 )

3
2 e−β(wA−εF )

∞́

0

√
εe−βεdε

∞́

0

√
εe−βεdε = 2

∞́

0

x2e−βx
2
dx =

√
πk3T 3

nv = 2π
3
2

h3 (2mkT )
3
2 e−

wA−εF
kT

fm = env
1
2 < |vx| > , < |vx| >=

√
2kT
πm

f(µ+ kTz) ≈ f(µ) + f ′(µ)z + 1
2f
′′(µ)z2(kT )2

f(µ− kTz) ≈ f(µ)− f ′(µ)z + 1
2f
′′(µ)z2(kT )2

⇒ I = C
( µ́

0

f(ε)dε+ 2(kT )2f ′(µ)
∞́

0

z
ez+1dz + 1

3(kT )4f ′′′(µ)
∞́

0

z3

ez+1dz + ...
)

I = C
( µ́

0

f(ε)dε+ π2

6 (kT )2f ′′(µ)...
)

10.2 Aufgabe zur Boseverteilung

N =
∑
i
< ni > , U =

∑
i
< ni > εi∑

k

→ V
(2π)3

´
d3k → 2π(2m

~2 )
3
2

´
ε

1
2dε

I = C
∞́

0

f(ε)

e
ε−µ
kT +1

e− µ = kTz

I = CkT
∞́

− µ
kT

f(µ+kTz)
ez+1 dz = kT

( µ
kT́

0

f(µ−kTz)
e−z+1

dz +
∞́

0

f(µ+kTz)
e2+1

)

Julian Bergmann
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1
e−z+1

= 1− 1
e2+1

⇒ C
( µ́

0

f(ε) + kT
∞́

0

f(µ+kTz)−f(µ−kTz)
ez+1 dz

)
⇒ N = 2

3
V

(2π)3Cµ
3
2 (1 + π2

8 (kTµ )2 + ...)

U = 3
5Nε(1 + 5

12π
2(kTεf )2 + ...)

Cv = const ∗ T +−T 3...
T→0−→ 0

Julian Bergmann
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