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1 Mathematische Grundlagen

An dieser Stelle wenden wir uns den mathematischen Grundlagen zu, die im Versuch Einklang
gefunden haben. Ein Laie konnte vermuten, dass die Mathematik erst bei der Auswertung der
eingelesenen Daten zum Einsatz kommt. Durch die Verwendung von Computern als Lese- bzw.
Verarbeitungsgeréte, ist es bereits beim Einlesen der Daten meistens erforderlich sich der Mathe-
matik zu bedienen.

Bedingt ist dies dadurch, dass Computer keine kontinuierlichen Signale erfassen kénnen. Will man
bei Messungen den PC nutzen, muss dafiir gesorgt werden, dass die Daten erfassbar werden. Die
Losung ist recht simpel: man lédsst den Computer das Signal ,,abtasten®. Abtasten bedeutet hier,
dass der PC nicht alle Werte erfasst, sondern nur jene, die in einem konstanten zeitlichen Abstand
auseinander liegen. Dieser Abstand wird im Allgemeinen so gewihlt, dass der Informationsverlust
durch fehlende Werte moglichst vernachlédssigbar ist. Aber wenden wir uns nun der Mathematik
dahinter zu:

1.1 Delta-Distribtion

Ein Werkzeug, um diskrete Werte aus einem kontinuierlichen Signal zu gewinnen, stellt
die Delta-Distribution, unter Nicht-Mathematikern auch lax Delta-Funktion genannt,
dar. Sie ist wie folgt definiert:

0(t —tg) =0 wenn t # t

/ 8(t — to)d

Von Interesse ist fiir uns die sogenannte Ausblendeigenschaft, die mit der Delta-Distribtion
einhergeht. Aus einem Signal (hier dargestellt als Funktion f(¢)) kann mittels der Delta-
Distribtion, genau ein Wert zur Zeit t; abgetastet werden. Dabei muss ty natiirlich im
betrachteten Zeitraum liegen, um ein von Null verschiedenes Ergebnis zu erhalten:

f(to) fir ¢y € [ta,te]
0 sonst

P08 — to)dt = {

123

Natiirlich ist ein einziger Wert zur Analyse kontinuierlicher Signale meist wenig hilfreich.
Dabher ist es sinnvoll, eine kleine Erweiterung der obigen Definitionen vorzunehmen.
Wir ersetzen f(t)d(t — to) durch

> Bt —n-to) =D f(n-to)d(t—n-to)

mit ganzzahligen n. So erhalten wir Abtastungen, die genau die Zeit to (auch als Ab-
tastperiode bezeichnet) auseinanderliegen.

1.2 Diskrete Fourieranalyse (DFT)

Hat man die gewiinschten Daten erfasst, ist der nichste Schritt die Analyse. Hierfiir
bedient man sich der Diskreten Fourieranalyse, die den Zeit- und den Frequenzraum
miteinander verbindet. Der Unterschied der DFT zu der normalen Fouriertransforma-
tion (FT) liegt in der Digitalisierung der Werte sowohl im Zeit- als auch im Frequenz-
bereich, was den Einsatz von PC’s zur weiteren Verarbeitung erméglicht.
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Um die DFT verstehen zu kénnen, wird an dieser Stelle kurz auf das Fourierintegral
und die Fourierreihe eingegangen. Auflerdem gehen wir auf weitere mathematische Me-
thoden ein, die bei der Fourieranalyse Anwendung finden.

1.2.1 Fourierintegral

Das Fourierintegral kommt bei der Analyse kontinuierlicher, aperiodischer Signale zum
Einsatz. Dabei wird eine Zeitfunktion im Frequenzraum abgebildet. Der Einsatz dieses
Integrals unterliegt allerdings den Dirichlet’schen Bedingungen. Diese sagen aus:

1. Es muss gelten [*_|f(t)|dt < oo (nachfolgend setzen wir f(t) = x(t), um Ver-
wechslungen mit der Frequenz f auszuschlieBen)

2. In jedem endlichen Teilintervall darf es nur endlich viele Sprungstellen geben

3. An jeder Unstetigkeitsstelle muss der Mittelwert des rechts- und linksseitigen
Grenzwertes gebildet werden

4. In jedem Teilintervall darf es nur endlich viele Extrema geben

Sind diese Bedingungen erfiillt, kann ein Fouriertransformationspaar gebildet werden.
Dieses hat folgende Gestalt:

X(f) = /_ " n(t) exp(—i2n ft)dt (FT)
x(t) = /_OO X (f) exp(+i2n ft)df (inverse FT)

Fiir das im Allgemeinen komplexe X (f) gilt:

X(f) = Re(X(f)) +i - Im(X(f)) = [X ()] exp(iO())

mit |X(£)| = /Re(X ()P + Im(X ()P und O(f) = arctan (2500

| X (f)] bezeichnet man als Amplitudenspektrum von X (f) und O(f) als Phasenspektrum
von X (f).

Fiir die Transformationspaare gelten Rechenregeln. Diese setzen aber ein Versténdnis
der sogenannten Faltung voraus, daher erfolgt vor der Auflistung der Rechenregeln ein
Einschub iiber das Thema Faltung.

Faltung
Die Faltung ist definiert als:

()@= [ 1) gla —)ir

Es sei darauf hingewiesen, dass man f = §(t — ty) setzen kann. Sogar beide Funktionen
f und g kénnen eine Delta-Distribtion sein. Die Faltung wiirde in dem Fall so aussehen:

51(t — tl) * 52(t — t2) = 5(t - tl - tg)

Interessant wird die Faltung fiir uns, da Faltungen im Zeitraum durch Multiplikation im
Frequenzraum dargestellt werden kénnen. Analog verhélt es sich natiirlich, betrachtet
man eine Faltung im Frequenzraum.
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Rechenregeln
Nachfolgend werden die Fouriertransformationspaare durch z(t) o — ¢ X (f) dargestellt.

Linearitét: x(t) +y(t) o—e X(f)+Y(f)
Zeitskalierung: x(at) o—e ﬁX(g)
Frequenzskalierung: ﬁx(%) o—e X(af)
Zeitverschiebung;: x(t —to) o—e X(f)exp(—i27fto)
Frequenzverschiebung: x(t)exp(i2mfot) o— e X(f = fo)
Faltung im Zeitbereich: x(t) * y(t) o—e X(f)-Y(f)
Faltung im Frequenzbereich: x(t) - y(t) o—e X(f)*Y(f)

1.2.2 Fourierreihe

Wie bereits angeprochen, sind nur digitalisierte Werte fiir einen PC les- und auswertbar.
Daher kann ein Integral, wie es im letzten Abschnitt behandelt wurde, nicht fiir unsere
Auswertung genutzt werden. Allerdings kénnen wir uns die Eigenschaften der Delta-
Distribution zu Nutze machen.

Nachfolgend sei x(t) ein Signalimpuls, der gemessen werden soll. Dann koénnen wir

schreiben:
) =) Y 5(t—n.t0)o—oY(f)—X(f)tlo > -
=Xy 3 X -1

Wir haben somit x(¢) in die periodische Funktion y(¢) umgewandelt. Ferner gilt:

vy = [ v eplizes)

Durch Einsetzen von Y (f) erhilt man:

w0 = [ XGRS - ) epliza s

n=—0oo

= [ xabs ) exptizas)

n=—0oo

= Z X, exp(i27 ft)

n=—oo

= Z X, exp(i2mn fot)

n=—oo



Fourier-Analyse - 1 Mathematische Grundlagen JUSTUS-LIEBIG- 4 - 33

UNIVERSITAT
GIESSEN

Nun untersuchen wir den Koeffizienten X,, genauer: multipliziert man y(¢) mit dem
Faktor exp(—i2mk fot) und integriert tiber eine Periode ¢y, dann kann man daraus eine
Formel fir X,, in Abhéngigkeit von y(¢) gewinnen:

to
2

/to y(t) exp(—i2wk fot)dt = /jo Z X, exp(i2m(n — k) fot)dt

2 n=—00

Z / exp(i2m(n — k) fot)dt

70
n=—oo 2

Dem geschulten Auge entgeht nicht, dass es sich bei dem letzten Integral um eine Delta-
Distribution handelt. Daher liefert es nur einen von Null verschiedenen Wert (= ),
wenn n = k. Es folgt:

tg

o
X, =+ / * () exp(—i2mn fot)dt
to _%0

Anmerkung
Es existieren weitere Darstellungen der Fourierintegrale/-reihe. Wir begniigen uns im
Rahmen dieses Kapitels mit den obigen Darstellungen.

1.2.3 Prinzip der DFT

Fiir Auswertungen kontinuierlicher Signale via PC, benétigen wir, wie mehrfach an-
gesprochen, diskrete Werte sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich. Desweiteren
haben wir die Delta-Distribution und die Fourierintegrale bzw Fourierreihen kennenge-
lernt. Mit diesem Wissen kann das Prinzip hinter der DFT verstanden werden.

Wir gehen von einem kontinuierlichen Signal y(¢) aus. Zum Einlesen in den Computer,
muss das Signal abgetastet werden - die Delta-Distribution kommt zum Einsatz. Dabei
muss man sich aber auch Gedanken dariiber machen, wie lange der Computer eigentlich
messen soll. Auch wichtig ist die Frage nach den Absténden, in denen die Abtastungen
erfolgen sollen.

Im Zusammenhang mit dem oben Genannten spricht man auch von der Zeitbereichs-
abtastung und der Frequenzbereichsabtastung. Damit eng verbunden ist das Nyquist-
Theorem. Auf die eben genannten Begriffe gehen wir nun Schritt fiir Schritt ein.

Zeitbereichsabtastung
Wir tasten das Signal z(t) ab:

) i 5(t —k - o)

k=—o00

= y(k-to)5(t — k- to)

Yi(f) = **Zéf—f

Jetzt kann man sich natiirlich die Frage stellen, inwieweit die urspriinglichen Informa-
tionen von y(t) erhalten bleibt. Mit dieser Frage befassen sich die Nyquist-Theoreme.
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Das Theorem fiir den Zeitbereich sagt aus, dass die Abtastfrequenz mindestens doppelt
so grof} sein muss, wie die Grofite der im Spektrum von z(¢) vorkommenen Frequenz:

fA > 2'fmaz

Der grofitmogliche Abstand zweier Abtastungen ist demnach

1 1

fA 2- fma:v
Fiir den Frequenzbereich gilt, dass die Abtastzeit T4 mindestens gleich der betrachteten
Zeitspanne T = .40 — timin S€in muss.

Bisher sind wir von unendlich vielen abgetasteten Werten ausgegangen. Wie oben be-
reits angedeutet, ist dies in der Praxis nicht umsetzbar - man muss eine Messdauer
T festlegen. Umsetzen kann man das, indem man mittels einer Rechteckfunktion den
Zeitbereich begrenzt.

= | Y wyk-to)d(t—k-to)| - R(t)
k=—o00
N-1 T
= y(k-to)é(t*k'to) mit N = —
k=0 fo

Die Fouriertransformierte einer Rechteckfunktion ist eine Funktion R ~ sin(xT'f). Fiir
Ya(f) bedeutet dies:

sin(7T'f)

na(f) = i) T

exp(—im(T — to)) f
Fiir die Herleitung sei auf die Fachliteratur verwiesen.

Frequenzbereichsabtastung Bislang haben wir diskrete Werte nur im Zeitbereich.
Folglich muss der Frequenzbereich auch abgetastet werden, damit alle Daten in diskre-
ten Werten vorliegen. Wir gehen dafiir analog zu der Zeitbereichsabtastung vor und
verwenden wieder die Delta-Distribution:

Ys(f) = Ya(f) D o(f - )

m=—00

ys(t) = ga(t) T D d(t—m-T)

m=—0o0

Durch Einsetzen von ys(t) und Durchfithrung der Faltung erhélt man:
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o) N—1

=T > | D uk-to)s(t—k-to—m-T)

m=—00 Lm=0

Wie auch im Abschnitt ,Fourierreihe®, gibt es fiir Y3(f) eine Darstellung mit einem
Koeffizienten X,,:

Z Xn0(f —n- fo) mit fo = % und

n=—oo

N-1
, n
Xn=Y(n-fo) = kzoyk‘ to) exp( z27rk:ﬁ)

Die Funktion Y (n- fy) ist die finale Fouriertransformation, die wir suchen. Das vollsténdi-
ge Fouriertransformationspaar (geeignet fiir Auswertung mittels PC) ist:

N—

_ 1
N
k=0

,_n

N-1
y(n-tg) = Y (k- fo) exszWkN)o—oY - fo) —kz_:oyk to) exp(—i27k

N)
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2 Versuchsdurchfithrung

2.1 A1l: Stiitzstellen

Sin: Da die Sinus-Schwingung nur aus einer einzigen Frequenz aufgebaut ist, reicht eine
Minimale Anzahl von Stiitzstellen bereits, um das Signal vollstdndig rekonstruieren
zu konnen, da die Fouriertransformation, speziell die Fourier-Reihendarstellung
bereits von einer Sinus-Cosinus-Uberlagerung ausgeht.

Rechteck: Fiir kleinere Stiitzstellenanzahlen ist die Rekonstruktion zur Rechteckfunk-
tion schlecht wiedererkennbar. Erst fiir grolere Stiitzstellen ist die Rekonstruktion
dem Original &hnlich. Dies ist darauf zuriickzufithren, dass man viele verschiedene
Frequenzen an Sinus- und Cosinus-Schwingungen benétigt, um die quasi unendlich
steile Flanke, sowie die konstanten Werte dazwischen darzustellen.

Hierbei fillt auch der Gibbs-Effekt auf, den man an den deutlichen Uberschwin-
gungen an den Rechteck-Sprungstellen erkennen kann.

2.2 A2: Stiitzstellen: Gibb’sche Phanomen

Das Gibb’sche Phénomen tritt bei Sprungstellen unstetiger Funktionen auf und duflert
sich in Uberschwingungen, die min 9% von der Gesamtamplitude betragen. Die grafische
Darstellung der Rechteckrekonstruktion kann in Anhang 3.1 betrachtet werden.

8 Stiitzstellen: Hier zeigen sich erst ganz leichte Uberschwingungen, allerdings ist die
Rekonstruktion eher einer Sinus-Schwingung als einem Rechteck-Signal &hnlich.

32 Stiitzstellen: Die Flankensteilheit nimmt durch die héhere Anzahl an Stiitzstellen
zu und damit auch die Ahnlichkeit zur eigentlichen Rechteck-Funktion, allerdings
erkennt man nun auch eine grofere Welligkeit in Sprungstellennihe und etwas
hohere Amplituden der Uberschwinger.

128 Stiitzstellen: Die Rekonstuktion ist nun fast identisch mit der urspriinglichen Recht-
eck-Funktion, jedoch verraten die beiden griinen Spitzen in unserer grafischen Dar-
stellung, dass direkt an der Sprungstelle weiterhin eine Uberschwingung stattfindet,
wenn auch zeitlich stark lokalisiert.

Damit stehen die Beobachtungen mit der Vorraussage, das Gibb’sche Phénomen sei
durch héhere N einzuddmmen, jedoch niemals unter 9% zu driicken, im Einklang.

2.3 A3: Stiitzstellenvertauschung
Siehe hierzu Anhang 3.2.

Zunéchst fillt auf, dass bei einer Phasenverschiebung um eine Periode (periodische
Stiitzstellenvertauschung) gemif der Erwartung an ein periodisches Signal keine Ande-
rungen erkennbar sind. (¢ = —50%T — 50%T)

Verschiebt man die Phase halbperiodisch, was fiir das Signal einen Vorzeichenwechsel
bedeutet, erkennt man auch einen Vorzeichenwechsel bei den Fourierkoeffizienten und
dem Amplitudenspektrum. (¢ = —50%T — 0%T — 50%T)

Beim Verschieben um halbzahligen Vielfache der Periode erkennen wir auflerdem, dass
im Phasenspektrum keine Werte auftauchen. Dies wird plausibel, wenn man bedenkt,
dass pn = arctan(z—z) und wir hier nur mit Sinus-Schwingungen arbeiten,

also arctan(0/ay) = 0.

Gehen wir jedoch auf Verschiebungen um die viertelzahligen Vielfachen der Periode(ohne
halbzahlige) ein, wird hier nur Cosinus benutzt = ¢ = §

Dabei tritt auch hier der Vorzeichenwechsel der Koeffizienten und somit auch der
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Vorzeichenwechsel des Phasenspektrums bei halbperiodischer Verschiebung auf (¢ =
—25%T — 25%T).

Allerdings beobachten wir hier auch, dass im Amplitudenspektrum im Vergleich von
-25% und 25% scheinbar keine Verinderung geschieht.

Dies ist aber erkldrbar aus dem Vergleich aller Verschiebungen um viertelzahlige Pe-
riodenanteile, denn hier ist erkennbar, dass zunéchst jede zweite Amplitude ein Vor-
zeichenwechsel von @ nach © erfiahrt, im néchsten Schritt die anderen von @ nach ©,
im néchsten wieder zuriick zu allen @ und im letzten (4 * 25% = 100%) wieder in den
Ursprungszustand.

Ahnlich lassen sich auch alle Veréinderungen um viertelzahlige Anteile der Periode in
den Koeffizienten beschreiben, mit dem Unterschied, dass zunichst der Wechsel Sinus
© @ vorherscht, dieser zu Cosinus © & umklappt, nun die jeweils anderen Koeflizienten
umklappen zu Sinus @ &, danach zu Cosinus ® @ und wieder zu Sinus & @.
Zwischen den viertelzahligen Vielfachen der periodischen Verschiebung herrscht dabei
eine kontinuierliche Verédnderung zu den oben genannten Ergebnissen.

2.4 A4: Bandbegrenzung

Wie in der grafischen Darstellung in Anhang 3.3 zu sehen ist, hat eine Begrenzung
des Frequenzbandes eine Begrenzung der Koeffizienten zur Folge und damit direkten
Einfluss auf die Ahnlichkeit der rekonstruierten Funktion zu der urspriinglichen.
Dabei gilt: Je mehr Frequenzen man zulésst, desto besser ist die Rekonstruktion.
Hierbei ldsst sich allerdings auch die Zunahme der Welligkeit und die Persistenz des
Gibb’schen Phidnomens betrachten.

2.5 Ab: Rauschunterdriickung
Siehe hierzu auch Anhang 3.4

Filter-Grenzfrequenz: Die Filtergrenzfrequenz beschneidet das Phasenspektrum ab der
eingestellten Frequenz und lasst nur noch Fourier-Koeffizienten zu, die zu kleineren
Frequenzen gehoren.

Dies ist sehr gut fiir die Rauschunterdriickung geeignet, wenn die urspriingliche
(rauschunbehaftete) Funktion nur auf wenige, niedrige Frequenzen beschrénkt ist.
Die Filter-Grenzfrequenz besitzt die grofien Vorteile, dass sie auch niedrige Ampli-
tuden niedriger Frequenzen zulassen kann und unabhéngig von der Anfangsphase
arbeitet, also auch bei kontinuierlicher Anfangsphase funktioniert.

Schwelle: Die Schwelle unterdriickt alle Frequenzen, also die zugehorigen Koeffizienten,
deren Amplitude unterhalb der Schwelle ist.

Dies ist besonders fiir schwache Rauschstorungen oder zumindest fiir Signale, die
nur Frequenzen mit zugehorigen starken Amplituden besitzen, von Vorteil, da der
Rest (Rauschen) einfach weggeschnitten werden kann. Auch diese Methode arbeitet
unabhéngig von der Anfangsphase, allerdings profitieren Signale, die viele schwache
Frequenzen bené6tigen eher wenig von dieser Methode.

n-Mittelwert: Der n-Mittelwert benutzt die letzten n Messwerte der Amplitude der
Rekonstruktion zu einem bestimmten Perioden-Intervall-Zeit-Punkt (t-Achse in
unserem Diagramm) und mittelt diese.

Dieses Verfahren verringert zuverldssich jedes Flackern der Amplitude, was im
Falle konstanter Anfangsphase mit maximalem n auch maximalen Erfolg ergibt.
In Verbindung mit Schwelle und Grenzfrequenz lésst sich hier das Ursprungssignal
fiir verniinftige Rauschamplituden gut wiederherstellen.
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Ist allerdings die Anfangsphase verdnderlich, zerstorrt selbst ein niedriger n-Wert
eher das urspriingliche Signal, als dass er es deutlicher macht, da man hier quasi
iiber Anteile der Perioden der Signale mittelt und somit etwa bei 1 Periode sich
einfach 0 als Amplitude ergibt.

Aus der Funktion und Kenntnis iiber das Amplitudenspektrum der urspriinglichen
Funktionen, lisst sich die Tauglichkeit auf die jeweiligen Signalarten ableiten:

Mit konstanter Anfangsphase ist der n-Mittelwert fiir alle Signale zu empfehlen, da er
Schwankung und damit Rauschen vermindert. Fiir kontinuierliche Anfangsphasen sollte
er unbedingt vermieden werden.

Im Falle der Sinus-Schwingung ist der Schwellen-Filter ausreichend, da es sich nur um
eine starke Frequenz handelt. Auch der Grenzfilter ist gut anwendbar, da es nur eine
einzige Frequenz ist. Setzt man beide ein, sollte das Rauschen fast komplett unterdriickt
werden konnen.

Bei dem Rechteck-Signal tauchen weitere, mittelstarke, erwiinschte Frequenzen auf, die
die Effizienz der Schwelle und der Grenzfrequenz mindern. Man muss héheren Frequenz-
bereich und schwichere Amplituden zulassen.

Dieser Nachteil ist bei dem Dreiecks-Signal noch stérker, da mehr und niedrigere Fre-
quenzen auftauchen, die den Schwellen-Filter fast untauglich machen.

Im Multi-Sinus hingegen sollte man eher auf die Schwelle als auf die Grenzfrequenz
setzen, da hier zwar mehrere Frequenzen auftauchen, diese aber alle sehr stark sind. die
Kombination aus beidem ist aber auch hier férderlich.

2.6 A6: Angewandte Rauschunterdriickung
Siehe hierzu auch 2. Teil von Anhang 3.4

a) Grenzfrequenz 5: Starke, einzelne Sin-Frequenz = restlicher f-Bereich enthilt nur
Rauschen
Schwelle 0.9: Einzige benétigte Frequenz fillt mithilfe des 100-Mittelwert-Filters
nicht unter 0.9, im Gegensatz zum Rauschen.
n-Mittelwert 100: Da Anfangsphase kontinuierlich, entfernt Mittelwert Flackern 1,
also n maximal.

b) Grenzfrequenz 7: Mehr als 1 Frequenz notwendig, also hohere Grenzfrequenz als
bei a).
Schwelle 0: Einige benttigten Frequenzen haben geringe Amplitude, daher Schwel-
le ungeeignet
n-Mittelwert 100: Wie bei a), ist hier aber hauptverantwortlich fiir die Rauschent-
fernung unter der Grenzfrequenz

c¢) Grenzfrequenz 66: Durch die kontinuierliche Anfangsphase sind die benétigten Fre-
quenzen mit kleineren Amplituden ohne Mittelwertfilter nicht mehr rekonstruier-
bar, daher muss auf hohere, starke Frequenzen zuriickgegriffen werden, die zumin-
dest ein grob-dhnliches Signal erzeugen.
Schwelle 0.34: Da der Mittelwertfilter hier nicht anwendbar ist, versucht man zu-
mindest die kleineren Rauschstérungen zu entfernen.
n-Mittelwert 0: Da die Anfangsphase kontinuierlich ist, wiirde der Mittelwertfilter
breit iiber die Schwingung mitteln und sogar gegenteilig zum eigentlichen Ziel das
urspriingliche Signal abschwichen bis aufheben.
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2.7 AT7: Verstandnis der Schwingungsform

Variieren wir den Beobachtungsort, bewirkt dies ein ,,Abschneiden* der gemessenen
Schwingungsspitze, da die restliche Amplitudenéinderung an den Bauchpunkten der
Schwingung stattfindet.

Eine Variation des Anzupfpunktes hingegen bewirkt ein Kippen des in der Darstellung
verwendeten Gitters zu einem Parallelogramm, was in der Messung einerseits in den ab-
geschnittenen Spitzen (keine beidseitigen Bauchpunkte mehr) und einer steileren Flanke
seinen Ausdruck findet.

2.8 A8&AD9: Fourier-Analyse der Saitenschwingung

Die Ausdrucke zu Fourier-Graphen und Amplitudenspektrum sind in Anhang 3.6 zu
finden!
Die theoretischen Koeffizienten berechnen sich die dabei mittels

L
= i/o f(zx) Sin(%x)dm

mit

zH

== 0<z<zx

f(x) =9q 5 L—z == >

Hfoo i) <z < L

was ausgefiihrt
2HL?sin (&on)
ap =

m2n2xg (L — xg)

entspricht, was jedoch noch auf a; normiert werden sollte, wodurch die Schwing-Hohe
H unwichtig wird.

sin (™7 )
ap = ——=
" sin(To)
An den Koeffizienten ldsst sich erkennen, dass die gemessenen a; wohl hoher als die
errechneten waren, da alle iibrigen Koeflizienten in der Messung schwécher sind als die

errechneten (von den theoretischen Null-Koeffizienten abgesehen).

Auflerdem kann man speziell an den hinteren Koeffizienten erkennen, dass in der Mes-
sung eine starke Dampfung auftrat.

Versucht man diese Effekte zu ignorieren, sind die gemessenen Koeffizienten den errech-
neten &dhnlich.

2.9 A10: Grundfrequenz der Saite

Nach Vorgabe besitzt die Messung eine Sample-Rate von 50 OOO%’”E.
Dies kann mit dem Mittelwert der Stiitzstellen zu der Dauer einer Schwingung verrech-

net werden:
(38343844385 ) pypkte 384

T, = = = 0.00768
! 50000 Luzkte 50000 o
was dann als Kehrwert die Grundfrequenz bedeutet:
50000
fo=T;"'="—"——=130.208Hz .

g 384s
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2.10 A11l: Vorspann-Kraft der Saite

Die Spannung der Seite ist definiert als:

F F ) A

_r_ L _(7)2 _g
T AT w@pe T\’

= T p .

Wobei hier fiir A = % einfach n = 1 eingesetzt wurde.

g 7(d/2)?4L?p _ nd*L?p ‘
T2 T2

Wobei T aus Aufgabe A10 bereits bekannt ist.
Die restlichen Werte entstammen der Aufgabenstellung:

g_g, L=1m
cm

7(0.025¢m)? - (100cm)? - (7.85—L5) g-cm
-~ F= em "2 — 2.61323 * 10°
(0.00768s)2 ’ s?

d=0.25mm, p=7.85

2.11 A12: Mindestauslenkung zur Ausnutzung des ganzen Bildschirms

512 Pixel Bildschirmhohe = 256 Pixel maximale Amplitude.

= min. 256 Werte nach oben/unten (damit 1 Wert/Pixel).

12Bit-Detektor = 2'2 = 4096 Werte Auflésungsvermogen.

Detektorfliche 2.5 x 34mm = 34 mm relevante Detektorhdohe.

Damit ldsst sich die Mindestauslenkhthe bestimmen:
256Werte

A . — 34 e =212
min = dmim 4096Werte Grmm

=26.1323N .
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Im Anhang befinden sich folgende Dokumente:

Anhang 3.1:
Anhang 3.2:
Anhang 3.3:
Anhang 3.4:
Anhang 3.5:

Anhang 3.6:

Anhang 3.7:
Anhang 3.8:

Anhang 3.9:

Aufgabe 2 - Stiitzstellenuntersuchung Rechteck/Sinus

Aufgabe 3 - Analyse der period. Stiitzstellenvertauschung bei Rechteck-Signal
Aufgabe 4 - Beschreibung des Effekts der Bandbegrenzung auf Rechteck-Signal
Aufgabe 5&6 - Verschiedene Rauschunterdriickungsverfahren und Anwendung
Aufgabe 9 - Mathematica-Programm zur Analyse der Saitenschwingung

Aufgabe 8&9 - Gemessene und theoretische Koeffizienten und Ausdrucke
zur Schwingenden Saite

Mathematica-Programm zur Testaufgabe 1&2
Analyse der Werte aus Testaufgabe 1&2

Testaufgabe 3: Herleitung der Saitenschwingung
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3.1 Anhang: Stiitzstellenuntersuchung Rechteck-Sinus
Rechteck-Darstellung durch Fourier-Entwicklung an n Stiitzstellen:
n==§:
Original A . 5 q
Kante bei t = (n/4za)/n Abtastung e Fourier-Beispiel
Riicktransformation
L3 Signal Sinus-/Kosi Koeffizienten
Signaltyp - o 1024 Punkte: Kosinus |1 ' 1
Rechteck = Lo Sinus |1 '
nPunkte:  Kosinus
n 0,57 0,57 Sinus
s |
a 0,0 0,0~ i I
1 0,5~ -0,5-
Phasen-
verschiebung (%) | 107 -1,0
0 1,3 E | i ————————
0 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
Amplitudenspektrum Ph pektrum
i 1024 Stiitzstellen [ ' 1| /- 1024 Stiitzstellen |1 ' 1
1,07 n Stiitzstellen | ! - n Stitzstellen | ! 1
0,5 -
o | |I _— | | L o
0,5 ‘ 7
1,0~ 7|
.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequenz / Grundfrequenz Frequenz / Grundfrequenz
n=32:
Original Y . q A
Kante bei t = (n/4%a)/n Abtastung e Fourier-Beispiel
Riicktransformation
L Signal _ Sinus-/Kosi Koeffizienten
Signaltyp - 13 1024 Punkte: Kosinus |1 ' 1
Rechteck e el s
n Punkte: Kosinus
n 0,5~ 0,57 Sinus
32 | |
. 0,0~ 0,0- : | | - | ' . ]
1 0,5+ 0,57
Phasen-
verschiebung (%) | 1.0 -1,07
0 -1,3- PR iy ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
) Amplitudenspektrum _ Ph pektrum
L3 1024 Stiitzstellen || ' 1 /- 1024 Stiitzstellen | ' 1
1,07 n Stitzstellen | ' 1 - n Stitzstellen |1 ' 1
0,5 -
il [ I 1
(N (. |
0,5 7
1,0- 7
. A
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequenz / Grundfrequenz Frequenz / Grundfrequenz
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Kante bei t = (n/4%a)/n

Original
Abtastung

Riicktransformation

-

Fourier-Beispiel

L Signal 3 Sinus-/K Koeffizienten
B .3 137 N
Signaltyp 1024 Punkte: Kosinus |1 ' 1
1,0 pren 1,0~ . 1
Rechteck SRS | .
n Punkte: Kosinus
n 0,5- 0,5 Sinus
128
- 0,0 0,0 | L T : L,
1 0,5 0,57
Phasen-
verschiebung (%) | 107 1,07
0 -1,37 v 130 ' ' ' ' ' ' ' '
0 1 0 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
3 Amplitudenspektrum Ph pektrum
! 1024 Stiitzstellen || ' 1 /- 1024 Stiitzstellen | ' 1
1,07 n Stitzstellen | ' 1 - n Stiitzstellen |1 ' 1
0,5- -
0,0-* o || i " w I T I 1 0
0,5- 7l
1,0 7
1,3 /2
37 ' ' ' ' ' ' ' ' ' | ' ' ' ' ' ' ' i
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 3 4 5 6 7 8 9 10

Frequenz / Grundfrequenz

Frequenz / Grundfrequenz




Fourier-Analyse - 3 Anhang

JUSTUS-LIEBIG-

15 -

33

3.2 Anhang: Stiitzstellenvertauschung Rechteck-Signal

UNIVERSITAT
ﬁ GIESSEN

periodische Stiitzstellenvertauschung (Phasenverschiebung um ¢) mit T=Periode:

¢ = —50%T:

Original A . q a
Kante bei t = (n/4+a)/n At N Fourier-Beispiel
Riicktransformation
L Signal L3 Sinus-/K Koeffizienten
Signaltyp - - 1024 Punkte: Kosinus |1 ' 1
1,0~ 1,07 "
Rechteck Sinus | '
n Punkte: Kosinus
n 0,5- 0,5- s
200 |
0,0- ,0-t -
a 0,0 | I
0 0,5 0,57
Phasen-
verschiebung (%) | 10 F— 1,07
-50 -1,37 ¢ o130 ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 1 0 1 2 5 4 bl 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
s Amplitudenspektrum Ph pektrum
ta 1024 Stiitzstellen || ' v | g/ - 1024 Stiitzstellen |1 ' 1
Lo n Stitzstellen |\ ' 1 - n Stiitzstellen | ' 1
0,57 || -l
oo T Il o
0,57 7
1,0+ 7
1,3- -n/Z
, ' ' ' ' ' ' ' ' ' | | ' ' ' ' ' ' ' ' ' |
0 1 2 B & 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequenz / Grundfrequenz Frequenz / Grundfrequenz
¢ = —25%T"
Original Y . . .
Kante bei t = (n/4ta)/n Abtastung Ay Fourler-BeISplel
Riicktransformation
e Signal L3 Sinus- /K Koeffizienten
Signaltyp - ! 1024 Punkte: Kosinus |1 ' 1
1,0- [T ——————————————— 1,0~ .
Rechteck S
n Punkte: Kosinus
n 0,5- 0,57 Sinus
200
0,0- 0+ . - .
a 0 | | | I
0 0,5~ 0,5
Phasen-
verschiebung (%) | 10 1,0
-25 =il 3 ¢ L3 ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
Amplitudenspektrum Ph pektrum
L2 1024 Stitzstellen || ' 1 /- 1024 Stiitzstellen |1 ' 1
1,04 n Stiitzstellen ) ' 1 -] n Stiitzstellen | ' 1
0,5- -
o0d- " B I ol
0,5- -
1,0 7
.
0 12 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequenz / Grundfrequenz Frequenz / Grundfrequenz
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Original Y B . .
Kante bei t = (n/4%a)/n g A Fourier-Beispiel
Riicktransformation
L Signal . Sinus- /K Koeffizienten
Signaltyp ! ! 1024 Punkte: Kosinus |1 ' 1
1,0 [rr——— 1,0~ .
Rechteck L '
n Punkte: Kosinus.
n 0,5~ 0,5-] Sinus
200 | |
0,0- 0 . | —
a 0,0 |
0 0,5 0,57
Phasen-
verschiebung (%) | 1.0 1,07
0 1,3+ L3 R ———————
0 1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
s Amplitudenspektrum Ph pektrum
! 1024 Stiitzstellen || ' 1 /- 1024 Stiitzstellen | ' 1
1,07 n Stiitzstellen ) ' 1 -] n Stiitzstellen | ' 1
0,5- -
o0d- " ..|| ' I o
0,5- -
1,0 7
N -n/Z
1,3 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequenz / Grundfrequenz Frequenz / Grundfrequenz
Original Y . . .
Kante bei t = (n/4za)/n Abtastung e Fourier-Beispiel
Riicktransformation
. Signal L Sinus-/Ki Koeffizienten
Signaltyp - - 1024 Punkte: Kosinus |1 ' 1
1,0 1,0- )
Rechteck Sinus
n Punkte:  Kosinus
n 0,5-] 0,57 Sinus
200 | I | !
0,0-| ,0-1 d
a 0,0
0 -0,5- -0,5-]
Phasen-
verschiebung (%) | 107 1,07
25 1,3+ 130 e e
0 1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
Amplitudenspektrum Ph pektrum
i 1024 Stiitzstellen i ' 1| g/ - 1024 Stiltzstellen |/
1,07 n Stiitzstellen | ! - n Stitzstellen |
0,5- -
ol " | I ol
0,5- -
1,0~ 7|
13 —— S —
0 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frequenz / Grundfrequenz

Frequenz / Grundfrequenz
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¢ = 50%T":
Original Y B . .
Kante bei t = (n/4£a)/n otastung A Fourier-Beispiel
Riicktransformation
Signal Sinus- /K Koeffizienten
. 1,37 1,3+ =
Slgnaltyp 1024 Punkte: Kosinus | ' 1
1,07 1,0-| .
Rechteck S
n Punkte: Kosinus.
n 0,5~ 0,5-] Sinus
200 |
a 0,0 0,0 | |
0 0,57 -0,5]
Phasen-
verschiebung (%) | 10 Pr— L0
50 -1,37 ¢ 13 ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 1 0 12 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
s Amplitud ktrum Ph pektrum
! 1024 Stiitzstellen || ' 1 /- 1024 Stiitzstellen | ' 1
1,07 n Stiitzstellen ) ' 1 -] n Stiitzstellen | ' 1
0,57 -|
" I ]
0,0 " 1 0
0,5- -
1,0 7
1,3- /2
371 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 1 3 4 5] 7 8 9 10 0 1 2 5 4 5 6 7 8 9 10
Frequenz / Grundfrequenz Frequenz / Grundfrequenz
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3.3 Anhang: Bandbegrenzung auf Rechteckspannung
n=3, Beschrankung auf 27 - %:
Anschauliche DFT (Sinus- / Kosinus-Darstellung)
-~ L Kosi Kurven L S
1A L - Teil o
2 1,04 10 /\ Original E
3
0,5-| 0,5-]
0,0-| 0,0-|
-0,5-] -0,5-]
-1,0- -1,0~
1,3+, e ,
0 1 0 1
Zeit t Zeit t
Signaltyp 137 — 13 — Index: I;sinus N
Rechteck 1,07 1,07 Sinus r
max. Index 0,5 0,5-
3 |
0,0 0,0-| I
: |
1 -0,5-] -0,57
Phasen- | i
verschiebung (%) | ™° s
1,37 PO T T T S R
0 0 1 0 1 2 B] 4 5] 6 7 8 9 10
Zeit t Frequenz / Grundfrequenz
Kante bei t = (n/4+a)/n

n=10, Beschrinkung auf 2 - %:
Anschauliche DFT (Amplituden- / Phasendarstellung)
o [~ Einzelkurven S
1] 3 L3 el (A
d A
2 1,0 Lo A4 Original E
5
4 0,57 0,57
5 [\ =
6 0,0'%“" 0,07
s
7 |~
8 | |-0,5- -0,5-]
9
A_A~_N
10 [~ |-1,0- -1,07 \VARWV/
=il 2 |13 v V i
0 1 0 1
Zeit t Zeit t
Signaltyp 1,3 Amplituden Teil | Ehasen Teil T,
Rechteck 1,07 Original r - Original r
max. Index 0,5- :
10 | -
0,0 1 ! I )| @
a ¢ | | I I ’
0,5-| -
Phasen- |
10~ -7/2|
verschiebung (%) g il i
0 S T S S S S R S T S SR S S S S N S
Frequenz / Grundfrequenz Frequenz / Grundfrequenz
Kante bei t = (n/4%a)/n
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3.4 Anhang: Verschiedene Rauschunterdriickungsverfahren

3.4.1 Beispiele der Rauschunterdriickungsverfahren an Sinus-Schwingung:

Grenzfrequenz-Filter:

Signal

Riicktransformation

6,7 257
>
Rauschen M 15
2-| Ly
0,5
o
o
-2- 0,5-]
Signaltyp -4 B
Sinus i La
6,71 ] -2-| .
0 1 0 1
RS Zeit Zeit
1
Mittelwert - Amplitudenspektrum
Rauschamplitude e
5,7 0,8~
0,7
n-Mittelwert
0,6
1 0,5-1
Filter-Grenzfrequenz b
0,3-]
16 o5
Schwelle 017 | | |
0- i ! B A A
0 0 5 10 15 20 25 30 Bb 40
Zeit Frequenz
n-Mittelwert-Filter:
. Signal 25 Riicktransformation
o
Rauschen 1]
o
m5
o
-0,5-
1
Signaltyp =il
Sinus 3]
2,5 i
0 1
FREEETS Zeit Zeit
1
67 Mittelwert . Amplitudenspektrum
Rauschamplitude ) ned
5,7 47 0,8
0,7-1
n-Mittelwert 27| o
100 O-W%W 0,5-]
Filter-Grenzfrequenz 2] S
0,3-]
256 4 oz
Schwelle i U
6,7 T T T AN A AR AR e A NN Y
g 1 T 1 1 U U U U 1
0 0 1 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zeit Frequenz
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Schwellen-Filter:
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Signal

Riicktransformation

Rauschen
Signaltyp
Sinus
Frequenz Zeit Zeit
1
57 Mittelwert - Amplitudenspektrum
Rauschamplitude | e
5,7 4 0,8+
0,7-
n-Mittelwert 27| !
0,6-1
1 0 0,51
Filter-Grenzfrequenz 2] l
0,371
256 - o5
Schwelle i .S
05 _6’7_0 0.0 R R R s
Zeit Frequenz
3.4.2 Entrauschte Signale aus A6:
Sinus, f=4, Rauschamplitude 6, Anfangsphase konst=0:
- Signal . Riicktransformation
67 0,8-
Rauschen & ol
0,4-1
7] 0,2
0 o]
o -0,2-|
0,4
Signaltyp “H -0,6-
Sinus -6 RSl
-7 -1-! |
0 0 1
R Zeit Zeit
4
Mittelwert - Amplitudenspektrum
Rauschamplitude 0,0
18- )
6 . 0,8
0,7
n-Mittelwert 0,5-
) 06-
100 . 0,54
Filter-Grenzfrequenz 03" oA
0,3-]
5 : 0,2-|
3 0,1-
Schwelle ,
2= 0- e e
019 0 0 5 10 15 20 25 30 Bb 40
Zeit Frequenz
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Dreieck, f=2.1, Rauschamplitude 4, Anfangsphase konst=0:
o Signal ) Riicktransformation
0,8-1
Rauschen el
0,4-|
0,2-|
i
-0,
0,4~
Signaltyp -0,6-]
Dreieck -0,8-]
- |
0 1
FreEErs Zeit Zeit
2,1 .
s Mittelwert - Amplitudenspektrum
Rauschamplitude 1,25- e
4 0 ;: el
’ 0,7-
n-Mittelwert &
0,25- 0,671
100 &= 0,5
' 035 0,4~
Filter-Grenzfrequenz 0|5~ !
> ol 0,3
- 0,2-
Schwell 1,35 %
0 0 1 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zeit Frequenz
Dreieck, f=2.1, Rauschamplitude 4, Anfangsphase kontinuierlich:
Signal 2 Riicktransformation
5 o
4 1,5
Rauschen ¥ .
>
14 5
0- 0-|
-1+ 0,5-
2]
i
Signaltyp -3+
Dreieck ] b3
5- 1 27 v
0 1 0
HETSE Zeit Zeit
2,1
Mittelwert - Amplitudenspektrum
Rauschamplitude oo
4 0,8
0,77
n-Mittelwert
0,61
1 0,5-]
Filter-Grenzfrequenz e
0,3-]
66
0,2-|
Schwelle 0,1+
0- L s s e e e B
0134 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Zeit Frequenz
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3.5 Anhang: Mathematica-Programm zur Saiten-Schwingung

Anmerkung Die Werte werden zunéchst zur besseren Verarbeitung auf den 1. Funkti-
onswert normiert

Anmerkung2 50000 steht hierbei fiir die Sample-Rate des Messung, hat hier aber le-
diglich Einfluss auf die Zeitskalierung der Funktionen, nicht auf die Koeffizienten!

Werte einlesen

nF2]= Clear[ts, a, b, c, q, M, Werte, T, ¢, Koeff, ¥, nKoeff, ap, cp]

Werte = Tmport["Ré 1 2.dat", "list"]: Werte = Werte f Werte[[1]]:

Definitionen

M = Length[Werte]:

M
" 50000
2
ke[t ] := — &
- MT
M M-1
q:If[Hud[H, 2] =20, — -1, ]:
2 2

2 2k
a[z ]:= — Sm[‘i'ferte[[k+1]] Cus[ ], ik, 0, H—1}] i N
- M M
2 2mnk
bz ]:= — Sm[werte[[k+1]]51n[ ] {k, 0, M- 1}] N
- M M

cln]:= If[n == 0, a[0], V a[z]* + b[=] ] i H

b[z]

¢lz ] := ]h:'c:Ta.n[ ] [H

a[=]
2
ap =If[l-[ud[l{; 2] == 10, E S1urm[||[-1}jnk Werte[[k +1]], {k, O, H—1}]; l]]:

Cp = dap:

Koeff = Tahle[{a[n], b[n], c[n], ¢#[n]}, {n, O, g}];

nEoeff = Table [{Koeff[[n]11[[1]1] fKoeff[[2]11[[1]1], Koeff[[n]11I[2]1] fKoeff[[21]1[[11].
Koeff[[n]]1[[3]1] fKoeff[[2]11[[3]1], Koeff[[n]]1[[411},; {n, 1, q+1}];

¥LE]:=
Koeff[[1]1]1[[1]1]

2

+ Sum[Koeff[[k + 1]1[[1]] Cos[kts[#]] + Boef£[[k + 111[[2]1] Sin[kts[]],

M
(k, 1, q}] + ECDS[—tB[t]]
2 2
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Ausgabe

in[i0&]:= Print["Hormierte Fourier-Koeffizienten"]

TahleForm[Tahle[Tahle [nEoeff[[111[[n]], {n, 1, 4}], {i, 1, 16}],
TableHeadings — {Table[n, {n, 0, 15}], {"accueze" s "Proomiess" ¢ "Crommdeze ", " 0" 331

Print ["Ricktransformation und YVergleich mit Original funktion"]
TahleForm[Table[{Werte[[1i + 1]1], ¥[1i+T], fAbs[Werte[[i + 1]1] - ¥[Li ~T]11}, i, 1, 16}],
TableHeadings — {Table[n, {n, 1, 16}], {"L£{0)" """ |y {x)-£0x) [" }}]
Print["Plot der Riickentwicklung und Original funktion"]
Plot [{¥[t]1}, {t, 0, MT}]
ListPlot[Table[{i T, Werte[[i]]}, {i, 1, M- 1}]1]
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3.6 Anhang: Fourierkoeffizienten zur Saitenschwingung
Gemessene und theoretische Werte normiert auf a; bzw. c;:
T | Gtheo (mess brmess Cmess 0]
0 0.01823 0 0.01822 0
1 |1. 1. —0.01941 1. —0.01941
2 10 0.01045 —0.00026 0.01045 —0.02489
3 | —0.11111 0.06421  0.00777  0.06466 0.12047
4 10 0.00353  0.00032  0.00355 0.09148
5 10.04 0.0087 0.00399  0.00957 0.43012
6 |0 0.00162  0.00035  0.00166 0.21488
7 | —0.02041 0.00114  0.00223  0.00251 1.09871
8 |0 0.00031  0.0004 0.0005  0.90888
9 |0.01235 0.00061 0.00145 0.00158 1.17211
100 —0.0001 0.00107  0.00107 —1.47329
11 | —0.00826 0.00021 —0.00062 0.00066 —1.24839
12 |0 —0.00031 0.00005  0.00032 —0.15317
13 10.00592 0 0.00017  0.00017 —1.54418
14 |0 —0.00063 0.00009  0.00064 —0.13503
15 | —0.00444 0.00073 —0.00019 0.00075 —0.25802
Rekonstruktion Messwerte
Er T Ty 10 15 20 25

_05F

-05r

-10+

Amplitde
T T

Saitenschwingung: Vergleich Experiment - Theorie

der

Kosinus-Koeffizienten

o T T T S S R B B B S AR
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 366

Datenindex

1,1
1,0-
0,9+
0,8-|
0,7+
0,6-|
0,5+
0,4-|
0,3

0,2+

0,1
0,0-"
0,1

-0,2-|

aus Messdaten e
aus Saiten--Theorie | ' +

O3 v
005 1152253354455556657758 85099510

Frequenz / Grundfrequenz

Anzupfstelle x0 Daten/Periode  Tarierwert
(L / x0)
2 383 -0,00¢
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3.6.2 Saite auf L/3 angezupft
Gemessene und theoretische Werte normiert auf a; bzw. ¢;:
n Atheo Amess bimess Cmess (;5
0 —0.00197 O —0.00197 O
1 (1. 1. 0.00559 1. 0.00559
2 10.25 —0.00344 —0.00093 0.00357 0.26345
3 10 0.00425 0.00576 0.00715 0.93548
4 | —-0.0625 —0.00211 -0.0009 0.0023 0.4045
5 | —0.04 0.00018 —0.00226 0.00227 —1.49223
6 |0 —0.00018 0.00009 0.0002 —0.4464
7 10.02041 0.0015 —0.00039 0.00154 —0.25318
8 10.01562 0.00016 0.00121 0.00122 1.43806
9 10 0.00031 0.00022 0.00038 0.62708
10 | —0.01 0.00046 0.00032 0.00056 0.60466
11 | —0.00826 —0.00023 —0.0012 0.00122 1.3776
1210 0.0004 —0.00045 0.0006 —0.84245
13 | 0.00592 0.0006 —0.00207 0.00215 —1.28934
14 | 0.0051 0.00007 —0.00059 0.00059 —1.44906
1510 —0.00044 —-0.0006 0.00074 0.93755
Rekonstruktion Messwerte
1.0
051
015 1.‘0 1‘.5 210 215 3.‘0 110 15 20 25 30
05 -05[
-10} -10F
Saitenschwingung: Vergleich Experiment - Theorie
der Ke
]

nl I I I i i [ [ i i [ ' i i
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325
Datenindex

0,27

0,1+

0,0
-0,1-

-0,2-|

T T R T T T S S B T S A S B S R
366 0051 152253354455556657 758850909510
Frequenz / Grundfrequenz

Anzupfstelle x0 Daten/Periode Tarierwert
(L/x0)
2 384 -0,00¢
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3.6.3 Saite auf L/10 angezupft

Gemessene und theoretische Werte normiert auf a; bzw. cy:
T | Gtheo (mess brmess Cmess 0]
0 0.01029 0 0.01029 0
1 |1. 1. —0.00718 1. —0.00718
2 10.47553  0.0078 0.00128  0.0079 0.1623
3 10.29089 —0.02239 —0.00091 0.02241 0.04042
4 10.19236 —0.00096 0.00357  0.0037 —1.3077
5 10.12944  0.0091 —0.00205 0.00933 —0.22178
6 |0.08549  0.00013  0.00116  0.00117 1.45753
7 10.05343 —0.00054 0.00258  0.00264 —1.3634
8 10.02972 —0.00034 0.00137  0.00141 —1.33144
9 10.01235 —0.0018 —0.00041 0.00185 0.22241
10| 0 0.00088  0.00056  0.00104 0.56319
11 | —0.00826 0.00029  0.00116  0.0012 1.32672
12 | —0.01321 —0.0008 —0.0004 0.0009 0.46291
13 | —0.01549 0.00191 —0.00035 0.00194 —0.18154
14 | —0.0157  —0.00067 0.00009  0.00067 —0.12961
15 | —0.01438 0.00034  0.00083  0.00089 1.17838
Rekonstruktion Messwerte

1.0
05
015 1.‘0 1‘.5 210 215 3.‘0 1.0 15 2‘,0 25 3.0

~10F

-10|

Amplitude
. . .

Saitenschwingung: Vergleich Experiment - Theorie

der

Kosi

Koeffizienten

T T T S S S T S IR U
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 366

Datenindex

11
1,0-
0,9+
08
0,7
0,67
0,57
0,4+
03

0,27

0,1+
0,0
-0,1-|

-0,2-|

al U [l i ' [ I ' [ 1 ' [ [l I [ I
0051 152253354455556657758 850909510
Frequenz / Grundfrequenz

Anzupfstelle x0 Daten/Periode Tarierwert

(L/x0)
2 384

-0,00¢
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3.7 Anhang: Mathematica-Programm zur Testaufgabe 1&2

Das Programm erstellt zunéchst eine Wertetabelle in angegebener Intervallbreite, spei-
chert diese und liest sie wieder aus, um etwas Realismus zu simulieren, da im Versuch
ebenfalls eine Datei an Funktionswerten vorliegt.

Die Variable-Bezeichnung hélt sich dabei grofitenteils an die Bezeichnung aus der Ver-
suchsbeschreibung

Werte erzeugen & Abspeichern

f[x ] := x Exp[—xu'gS]

Intervall = 25;
M= 31:

Export["testfunktionl Eingabe 31.txt", Table[f[x], {x, 0, Interwvall, Intervall fM}]]:
Export["Breite.txt", Intervall];
Clear[M, Interwvalll]

Werte einlesen

Clear[ts, a, b, c, g, M, Werte, A, ¢, Hormac , Koeff, ¥y, nkoeff, ap, cp]

Einlesen[¥ames ] := (InStream = OpenRead[Name]:
Tert = BeadlList [InStream]:
Close [ Nams]:
Return[texrt]:)

Werte = Einlegen["test funktionl Eingabe 31.txt"];
Intervall = et["Breite.txt"];|

Definitionen

M = Length[TWerte] - 1;
A = Intervall F M;

2m
ts[E ] :1= — &
- Ma

r

H—l]
2

M
I =If[Hua[H, 2] ==0, — -1,
2

2 2k
a[z ]:= — Sm[‘i'ferte[[k+1]] Cus[ ], ik, 0, H—1}] N
- M M
2 2mnk
bz ]:= — Sm[werte[[kd]]sn[ ] {k, 0, M_ 1}] N
- M M

cla]i= If[n == 0, a[01, V a[z]® + b[z] ] i H

b
Pl ] = ]ch:Ta.n[ [=]

I ] fH
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2
ap = If[Hua[H, 3] == 0, - Sum[{-1)" Werte[[k + 111, {k, 0, K- 1}], u];

Cp = ap:
Foeff = Tabhle[{a[n], bIn], c[n], ¢[n]}, {n, 0, q}]:
Hormac = {a[1], c[1]1}:
nEoeff = Table[{Koeff[[n]]1[[1]1] fHoxrmac[[1]], Koeff[[n]1]1[[2]1] f Hormac[[1]1],
Foeff[[n]11[[3]1]1/Hormac[[2]], Koeff[[n11[[411}, {n, 1, g+ 1}]1:

It ] := I

Koeff[[1]1]1[[1]]

2 +
Sum[Koeff[[k+ 1]1][[1]1] Cos[kt=s[£]] + Koeff[[k + 111[[2]] Sin[kt=[2]1], {k, 1, g}] +

?Cus[gts[t]]
Ausgabe

Print["Hormierte Fourier-Koeffizienten"]
TahleForm[Table[Table[nEoef£[[i]1]1[[n]1], {n, 1, 437, {i, 1, g+ 1}].,

TableHeadings — {Table[n, {n, 0, 4}], {"Gcermiece " ¢ "Proodece" » "Croordece” » "4 3]
Print["Ricktransformation und Vergleich mit Original funktion"]
TableForm[Table[{Werte[[i + 111, ¥[i v 4], Ahs[Werte[[i + 11] - ¥[1i ~AJ]}, {i, O, g}].

TableHeadings — {Table[n, {n, 0, ¢}], {"E£(x)", "ylx)", " [y{xd-£0x) |" }}]
Print["Plot der Riickentwicklung und Original funktion"]
Plot [{£[t], ¥[t]1}. {t, 0, 25}]
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3.8 Anhang: Analyse der Werte aus Testaufgabe 1&2

Die Amplitude und Periodenlénge der Funktionswerte haben auf die Koeffizienten kei-
nen Einfluss. Sie spiegeln sich lediglich im Amplitudenspektrum in einer Streckung der
Ordinate bzw. Abszisse wieder.
Die Phasenverschiebung oder auch zyklische Vertauschung der Stiitzstellen hat fiir das
Amplitudenspektrum lediglich eine Verschiebung zur Folge, verédndert jedoch auch alle

Koeffizienten.

Mit dem Programm aus Anhang 3.5 sind folgende Koeflizienten bestimmt worden.
Geméf der Aufgabenstellung sind sie auf a; bzw. ¢; normiert.

N=31 Stiitzstellen:

n Anormiert bnormiert Cnormiert (b

0 |-3.25324 0 1.35655 0

1 |1 -2.17973 1. -1.14067

2 1 0.9469 0.5799  0.463 0.5495

3 1-0.1127  0.40262 0.17434 -1.29788

4 |-0.14379 0.05003 0.06349  -0.33484

5 |-0.05358 -0.02192 0.02414  0.38835

6 |-0.0138  -0.01912 0.00983  0.94568

7 1-0.00186 -0.01018 0.00431  1.39033

8 |0.00092 -0.0048  0.00204 -1.3819

9 10.00121  -0.00218 0.00104 -1.06246

10 | 0.00098  -0.00097 0.00058  -0.77901

11 | 0.00073  -0.00043 0.00035 -0.52998

12 | 0.00054 -0.00018 0.00024  -0.32414

13 | 0.00042  -0.00007 0.00018 -0.17197

14 | 0.00035 -0.00003 0.00014  -0.0749

15 | 0.00031  -0.00001 0.00013 -0.01973

n | Vorlage(T'-n) Rekonstruktion(7 - n) Differenz

0 [0 -2.842170943040401-10~ 14 2.842170943040401-10 4
1 |0.121743 0.121743 1.1879386363489175-10~14
2 | 3.64518 3.64518 2.6645352591003757-10~ 14
3 | 19.8103 19.8103 1.7763568394002505-10~14
4 | 53.7728 53.7728 7.105427357601002-10~1°
5 | 100.007 100.007 0.

6 | 146.64 146.64 0.

7 | 182.659 182.659 0.

8 | 202.064 202.064 2.842170943040401-10~
9 | 204.268 204.268 0.

10 | 192.407 192.407 2.842170943040401-10~ 14
11 | 171.219 171.219 5.684341886080802-10~ 14
12 | 145.418 145.418 0.

13 | 118.785 118.785 5.684341886080802-10~ 14
14 | 93.8821 93.8821 7.105427357601002-10~
15 | 72.132 72.132 7.105427357601002-10~ 14
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N=32 Stiitzstellen:
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Differenz

n Qnormiert  bnormiert Cnormiert @

0 -3.25326 0 1.35655 O

1 1. -2.17974 1. -1.14067
2 0.9469 0.5799 0.463 0.54951
3 -0.1127 0.40262 0.17434  -1.29787
4 -0.1438 0.05003 0.06349 -0.33483
) -0.05359 -0.02192 0.02414  0.3883
6 |-0.01381 -0.01912 0.00983  0.94546
7 -0.00186 -0.01017 0.00431 1.38977
8 | 0.00091 -0.0048  0.00204 -1.38299
9 0.00121 -0.00217 0.00104 -1.06421
10 | 0.00098  -0.00097 0.00057  -0.78118
11 | 0.00072 -0.00042 0.00035 -0.53173
12 | 0.00053  -0.00018 0.00023 -0.32414
13 | 0.0004 -0.00007 0.00017  -0.16945
14 | 0.00033 -0.00002 0.00014 -0.07154
15 | 0.00029 -0.00001 0.00012 -0.02188
n | Vorlage(T'-n) Rekonstruktion(7 - n)

0 |0 -1.2149135864003568-10~14
1 0.103094 0.103094

2 3.15725 3.15725

3 17.54 17.54

4 | 48.6507 48.6507

) 92.4328 92.4328

6 138.428 138.428

7 176.082 176.082

8 198.883 198.883

9 205.252 205.252

10 | 197.35 197.35

11 | 179.247 179.247

12 | 155.368 155.368

13 | 129.513 129.513

14 | 104.45 104.45

15 | 81.8831 81.8831

1.2149135864003568-10~ 14
1.3836154444391013-10~ 14
1.687538997430238-10~ 14
2.842170943040401-10~ 14
1.4210854715202004-10~ 14
1.4210854715202004-10~ 14
2.842170943040401-10—14
2.842170943040401-10~14
5.684341886080802-10~ 14
2.842170943040401-10~ 14
0.

0.

0.

0.
1.4210854715202004-10~ 14
2.842170943040401-10~14
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Funktionen-Plot der urspriinglichen Funktion (Rot) und der Rekonstruktion (Blau).
Die Funktionen liegen so gut iibereinander (an den Tabellen oben bereits erkennbar),
dass Mathematica die Farben zu einem Lila mischt.

N=31:

200 -

100|-

100}
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3.9 Anhang: Testaufgabe 3: Herleitung der Saitenschwingung
Saitenschwingungs-DGL:
Ofy(x,t) = *0Zy(x,t)
Bernoulli-Seperations- Ansatz:
1 1
_ 2 _ 2 2 —
y(x,t) = X(2)T(t) = X(2)0;T(t) =c"T(t)0;:X(x) = 2T 0T(t) X(x)axX(:c)

Diese Gleichung ist nur losbar, wenn beide Gleichungs-Seiten konstant bleiben, wir
wihlen hierfiir —k2.
Damit ergeben sich 2 DGL, die einfach gelést zu folgenden Ergebnissen fithren:

T(t) = Acos(ket) + Bsin(ket), X(z)= C cos(kz) + Dsin(kz)

Da die Saite eingespannt ist, gilt y(x=0)=0, also muss C=0 sein.
Die resultierende Gleichung lésst sich noch etwas einfacher darstellen, wenn man A und

B jeweils durch D teilt:
4, B
““p "TD
= y(T) = (acos(ket) + bsin(ket)) sin(kx)
AuBlerdem gilt y(x=L), also k- L =nr = k, ="
Damit ergibt sich als Losung:

o0
y(T) = Z(an cos(kpct) + by, sin(kyct)) sin(kpz)
n=1
Dabei gilt:
9 L 9 (L
o= [ dmOaysin(E) b= 2 [Car el sin ),
In unserem Fall ist
zH
L 0<x <z
y(x,0) = { moLL—x o<z <L ° Oy(x,t)|t=0 = 0
— Sz <

Also ist

2 *o xH nmw L L—z nmw
=+ dr— sin(—) + dzH in(—
on L(/O xl’o SlD(L) /xo v L—:):OSID(L))

2H (Lsin (™20) — nx0 cos (T220)) +2H (L (sin (29) —sin(mn)) 4+ mn(L — x0) cos (Z222))

2n2x0 m2n?(L — x0)
2HL (Lsin (™2) —x0sin(rn))  2HL?sin (72X0)
- m2n2x0(L — x0) - m2n2x0(L — x0)
Und b, analog: 5
2 d:p-()-sin(@):()
nwe Jo L

Daraus ergibt sich dann die Losung:

> 2HL?sin (””XO) TN nw enm
_ L . 0 .
M%ﬂ_ggw%%ML—m)mmlzﬂﬁmLtk%(Lx)

siehe zu 3b) Aufgabe 9 in Anhang 3.6
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