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1 Algebraische Grundstrukturen
1.1 Definition

Sei G eine Menge.

GxG—G
a) Eine Verkniipfung in G ist die Abbildung * :(a,b) — a * b.

(H&ufig benutzte Symbole: +, -, X, ...)

b) Eine Verkniipfung * in G heifit assoziativ, falls
Va,b,ce G: (axb)*xc=ax*(bxc).

c) Ein Element e € G heifit links(rechts-)neutral, also
Va € G:exa=a( bzw. axe =a).
e neutral < rechts- und linksneutral.

d) Die Verkniipfung * habe ein neutrales Element e.
Ein Element b € G heifit links-(rechts-)invers zu a, falls
bxa=e(axb=e).

binverszua < axb=bxa =e.

1.2 Definition

Eine Gruppe (G,x*) ist eine Menge G zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung
x: G X G — G, sodass gilt:

1) Es existiert ein neutrales Element e € G,
2) zu jedem a € G, ein inverses Element a~1 € G.

G heifit kommutativ, falls * kommutativ (Abelsch) [z.B.(Z, +)]

1.3 Bemerkung

a) Damit (G,*) Gruppe ist, geniigtdie Existenz eines links-/rechtsneutralen Ele-
mentes und links- /rechtsinveren Elementes.

b) Das neutrale ELement und die inversen Elemente in einer Gruppe sind eindeu-
tig.
c¢) Es gibt nichtkommutative Gruppen.
d) Statt ,,a* b“ auch oft ab.
Beweis: Seien eg, ea neutrale Elemente in der Gruppe G.

Dann e; = e *x e = es.

1.4 Beispiel: Permutationsgruppen

Eine Permutationsgruppe (von n Elementen) ist eine bijektive Abbildung

e:{l,...,n} —=A{1,..,n}
> =1l {1,...,n} < ist bijektiv} : Menge aller Permutationen von n
Elementen.

>, mit der Miteinanderausfiihrung als Verkniipfung
((pod)(d) = @(¥(j)) fiir j € {1,...,n}, falls o, € 5_,)

ist eine Gruppe.
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(Neutrales Element: id (identische Abbildung); Inverses Element zu ¢ €
>, ist die inverse Abbildung p~1)

Fiir n > 3 ist ), nicht kommutativ.

Definition: Sei n > 2. ¢ € )" heifit Transposition falls
i,7 € {1,...,n} exisitiert,
i # j mit ¢(i) = j,¢(j) =i und
v,ke{l,..,n}\{i,j}:pk)=k.

Schreibweise: T;;

Beispiele: 123 Start T3 0T
231 Ergebnis Tio 0 Ths
312 Ergebnis = nicht kommutativ

1.5 Definition

Ein Ring (R, +, -)ist eine Menge mit Verkniipfungen +, -, so dass folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

1) (R,+) ist kommutative Gruppe
2) - ist assoziativ

3) Es gelten die Distributivgesetze: Va,b,c € R:a-(b+c¢) = (a-b)+ (a-¢) =
(b+c)-a=(b-a)+ (c-a)
R heifit kommutativ, falls - kommutativ.
R heifit ,Ring mit Eins“, falls - ein neutrales Element hat. (Schreibweise oft ,,1%)

R heiBt ,nullteilerfrei“, falls gilt Ya,b € R/{0} : a-b # 0 (Hierbei ist ,,0 das
neutrale Element beziiglich ,+).

Bemerkung:
In einem Ring (R, +, ) gilt:
a) Vre R: 0-r=7r-0=0
b) Falls R mindestens 2 Elemente und ein Einselement 1 hat, so ist 0 # 1

Beweis:

a)

0-r=0+0)-r=0-7)+(0-7) addiere —0-r
0-r+(-0-7)=0-r)+(0-7)+(=0-7)
0=0-r analogr-0=20

b) Seia € R/{0}; 0=0-a (nach a)) # a=1"a somit 0 # 1.

1.6 Definition

Ein Korper (K, +,-) ist eine Menke K mit min. 2 Elementen und Verkniipfungen
+, -, so dass gilt:

1) (K,+,-) ist kommutativer Ring mit Eins

2) Zu jedem a € K/{0} ex. ein inverses Element a~! bzgl. - (Gleichbedeutend:
K /{0} ist Gruppe mit d. Verkn. ,,-)
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1.7 Bemerkung

Falls (K, +,-) ein Korper, so ist fiir a,b € K/{0} auch a-b # 0
Dann K/{0} mit der auf K/{0} eingeschriebenen , Multiplikation*

(K/{0})z(K/{0})

F(K/{0))x(K/{0})
(a,b) —a-b

eine kommutative Gruppe.

1.8 Definition

Sei (k,+, ) ein Korper. Sei V Menge und seien

b:
©:

V xV — V (,,Vektoraddition®)
k-V — V (,Skalarmultiplikation®)

Abbildungen.
(v, @, ®) heiBt dann K-Vektorraum (VR tiber K), falls gilt:

2)
b)

(V,®) kommutative Gruppe
Yo,w eV Vo, € R:

1) (a+p)oV=>@oV)+(BoV)
aoVeW)=(aoV)e (aoW)

2) (a-BoV=(BoV)ow
3) 1V =V (Unitéres Gesetz)

} Distributivgesetze

Elemente von V heifiten ,, Vektoren*, Elemente von K , Skalare“.

Notation: 0 fiir neutrale Elemente in (V, @), + statt @; Keine Unterscheidung von
-und ©.

1.9 Definition/Bemerkung

a)

)

Sei n € N und M Menge.

Ein n-Tupel in M ist eine Abbildung aus der Mengre 1,2,3,...,n — M.
Schreibweise oft (z1, ..., x,) statt  : {1,...,n} — M.

n=2: ,Paar“,

n=3: ,Tripel*,

n=4: ,Quadrupel”.

M™ := Menge der n-Tupel in M,

M™ = {(z1,x2,...;xn)|zi € M,i=1,2,...,n}

Sei (K,+,-) Korper. Dann ist K™ mit komponentenweiser Addition und Skalar-
multiplikation.

(1,22, ..., ) € K™ (y1,Y2, .-y yn) € K" N € K |

(1,22, ey ) + (Y1, Y2, -y Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, ooy Tnn + Yn)
A (z1, 22, o xn) = (A1, Amg, ooy ATy)

Ein K-Vektorraum.

Wichtige Beispiele: R™, C"



1 Algebraische Grundstrukturen Mathematik fiir Physiker

4 - 32

1.10 Definition: Untergruppen, -raume, Normalteiler

a) Sei (G,-) Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge U C G heifit Untergruppe falls
Ya,beU: a-b"teU

b) Sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Eine nichtleere Teilmenge U C V/
heifit Unter(-vektor-)raum von V falls:

1) VuyveU: u+velU
2) Ve KYueU: dueU
c¢) Eine Untergruppe U C G heifit Normalteiler von G (auch normal in G), falls

VgeGVYueU: g-u-gteU
1.11 Bemerkung

a) Falls U C G Untergruppe, so ist fiir a,b € U auch a+b € U und U ist mit der
eingeschriebenen Verkniipfung .‘U o :U x U — U auch Gruppe
X

b) FallsU C V Unterraum ist, so ist <U,Jr
UxU KxU

:UxU—-U; :K><U—>U>
auch Vektorraum.

Beweis:

b) trivial

a) Fir AcUist a-a! € U, also e € U (e ist neutr. Element). Somit zu b € U
auch e-b~! =b~! € U. Also U Untergruppe.

Bemerkung:
Falls U C G Normalteiler, so kann man

1) fiir @ € G die ,Nebenklase von a“ durch @ := a-u := {a - ulu € U}
definieren.

2) Auf diesen Nebenklassen eine Verkniipfung @ - b := a - b definiert.

Beim Beweis der Wohldefiniertheit (7d.h. der Unabhingigkeit von a - b
von dem Repriisentanten a = a, b = b) gilt die Normalteilereigenschaft.
Die Menge der Nebenklassen wird dann mit ,,x“ zu einer Gruppe;

Bei G/U, Quotienten-/Faktorgruppe (G modulo U). Falls #G < oo, so
ist #G/U = £

1.12 Definition: affiner Unterraum

Sei V K-Vraum. A C V heifit affiner Unterraum, falls es einen Unterraum U C V
und ein zg € V gibt, sodass
A=20+U={yeV|ZueU: y=x¢+u} ={zo+uluecU}.

(Im Allgemeinen ist so ein A kein Unterraum, nur falls xg € U!)

1.13 Beispiel

R™ = {(21, ..., xp)|x; € R,j = 1,...,n} ist R-Vraum z.B. in der Ebene R?.
Geraden durch 0 haben die Form g, = {\ - 2|\ € R} (Unterrdume).

Affine Unterrdume: Geraden, die typischerweise 0 nicht enthalten.
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2 Homomorphismen, lineare Abbildungen
2.1 Definition

a) Seien (G,o0) und (H,-) Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppenhomomorphismus, falls
Va,b € G: p(aob) =p(a)- @)
b) Seien V, W Vektorrdume iiber dem selben Korper K.
Eine Abbildung ¢ : V' — W heifit Vektorraumhomomorphismus (oder K-linear)

falls gilt:
1) Yu,v € Vi p(u+v) = p(u) + ¢p(v)
inV inW
2) Ve KVYueV: AU = X-ou
) o Ay ) o(u)

inKxXV -V inKXW—W

c¢) Ahnlich: Ring- und Kérperhomomorphismus, wobei zusitzlich (1) = 1 gefor-
dert wird

2.2 Definition

Sei ¢ : V. — W Homomorphismus (Gruppen-, Vektorraum-, etc.)
© heifit Monomorphismus falls ¢ injektiv

”

Epimorphismus falls ¢ surjektiv
Isomorphismus falls ¢ bijektiv

7 Fudomorphismus falls V=W
Automorphismus  falls V=W und ¢ bijektiv

2.3 Definition

Seien U, V, W K-Vektorrdume und ¢ : U — V sowie ¢y : W — W beide K-linear.
Dann auch 9 o ¢ : U — W (Entsprechend fiir alle Gruppenhomomorphismen etc.)

Beweis:
(leicht), z.B. (Y o o) (z +y) = Y(p(z +y)) = Y(e(x) + ¢(y))
=Y(p(x)) + ¥(p(y) = (Yo p)(x) o (¥(¥))(Y)

2.4 Definition/Bemerkung

Sei ¢ : V. — W Homomorphismus (Vr.- oder Gruppen-) dann gilt:
a) Bild(y) :={y € W|3z € V: ¢(z) =y} ist Unterraumvon W (-gruppe).

b) Ker(y) := {z € V|p(z) = 0} ist Unterraum von V (in ,, Gruppenfall“: Normal-
teiler von V)

2.5 bemerkung

Sei ¢ : V — W Vektorraumhomomorphismus. Dann gilt
@ injektiv < Vz e V: [p(z) =0=2=0] =
&2 Ker(p) = {0}

Beweis:
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»=1“ Sei ¢ injektiv. Sei z € V, ¢(x) = 0. Z.z. z = 0. Es ist ¢p(0) = 0 (stets
fiir lineare Abbildungen). Da ¢ injektiv ist z = 0.

»1“ Selen z,y € V, ¢(x) = o(y). Z.z. x = y. 0 = o(x) — o(y) = p(z —y),
alsox —y=0,x=y

=2 Falls x gilt, so Ker(¢) < {0}, ,D“ klar, da Ker(p) = {0}
w2 Sei Ker(p) ={0}. Seiz € V, p(z) =0, dann = € Ker(p), also x =0

2.6 Bezeichnung

Fiir K-Vraume V, W sei
Homp(V,W) :={p:V — W|p ist K-linear}
EndgV :={p:V — V|p ist K-linear}

3 Lineare Unabhidngigkeit, Basen, Dimensionen

Sei stets K Korper, V ein K-Vraum.

Fiir eine Indexmenge I ist eine Familie (W;);c; von Vektoren aus V ist eine Abbildung von
I-V

’i—>Ui

3.1 Definition

Sei (V;)ier Familie von Vektoren in V. Dann heifit

span|(Vi)ier] :={w € V|Fk € N, A1 - A € K, d1,.yip € I mit w =X -v1 + ... +
)\k . Uk}

Linearkombination von Vektoren aus der Form (V;);c; der von (V;);er erzeugte
Unterraum von V.

3.2 Definition

a) (Vi)ier heifit Erzeugendensystem von V, falls span[(V;)icr] = V.
b) (V;)ier heiit linear unabhingig, falls gilt:

Falls K € W, A,..,\r € K, i1,...,7 € I und A\v1 + ... + A\gvie = 0, so gilt
A1 = ... = A = 0, sonst linear abhéngig.

¢) (Vi)ier heiit Base von V, falls (V;);cs linear unabhéngig und Erzeugendensys-
tem von V

3.3 Bemerkung

Falls (V;)ier und (Wj);cs Familien in V und v;, # v;,
falls i1,49 € I, i1 # ip und {v;]i € T} C {w;|j € J}.
Dann:
i) (Wj)jes linear unabhéingig = (V;);cr Lu.
ii) (Vi)ier Erzeugendensystem von V = (W;);c; Erzeugendensystem
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3.4

3.5

3.6

Satz

Sei k € N und seien (v1, ..., v;) und (W;);cs zwei Basen von V. Damit ist #J = K.

Die Lénge einer Basis von V ist also, falls V endliche Basis hat, eindeutig bestimmt.
Diese Zahl heif3t Dimension von V iiber K.

In Zeichen: dimgV.
Bemerkung:

Haufig auch Angabe von Basen/Erzeugendensystemen etc. als Menge, z.B.
»{v1,v0,v3} Basis von R3“ (Gemeint: Die Familie, wo jedes Element der
Menge genau einmal vorkommt).

Hilfssatz

Sei K Kérper,n € Nund a;; € K, i=1,...,n, j=1,...,n+ L
Damit hat das homogene lineare Gleichungssystem

aip - &1 a1g - T2 ... Aip+1 - Tpy1 =0
a1+ T2 A22 * T2 ... A2p 41 Tyl =0
(5n) 9 . : . :
(pl * T1 Ap2 " T2 .. Ayl " Tpp1 = 0
von n Gleichungen fiir n+1 Variabeln 1, ..., 2,41 eine nichttriviale
nicht alle z;=0

Losung (21, ..., Tpy1) € K™

Lemma
Sei V ein K-Vraum, n € N mit (vy,...,v,) Erz.sys. von V sowie (wy, ..., w,,) linear
unabhéngige Familie. Dann m < n.
Beweis:
Annahme: mjn. Dann m;n+1 und auch (wy, ..., w,,) Lu. Fir j=1,....n+1

n
ex. a;; € K, i =1,...,n mit w; = ) a;; - v;, da (vy,...,v,) Erz.sys.
i=1

n+1
Nach Hilfssatz ex. 1, ..., 2,41 nicht alle 0, so dass > a;j-z; = 0, i =
j=1
1,...,n.
n n n n n
Es fOlgt Z Qg5 - W5 = Z Zj- (Z ;5 -’Ui> == Z (Zaij 'ZCj)’Ui =0
j=1 j=1 i=1 i=1 N5
—_——
0

Widerspruch zu (wy, ..., w14y,) Lu. Folgt: m <n
Beweis von Satz 3.4:

Sei (v1, ..., vy) Basis von V, (W) jc s ebenfalls fiir jede Teilmenge {j1, ..., jm } C
J gilt: w1, ..., wjn, ist Lu., da (W;);es Lu.

Nach 3.6 m < n folgt: J endlich, #J < n. Sei m := #J(m < n), ohne Ein-
schrinkung sei ¢ = {1,...,m}. (w1, ..., 1,;,) ist Basis von V, insbes. Erz.sys.
(v1, ..., vp) ist Basis von V| insbes. Lu.

= n < m. Zusammen: m =n
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3.7 Austauschlemma

Sei ('Ul,

,Up) eine Basis des K-Vraumes V und sei w € V, i € {1,...,n}. Genau

dann ist (vy,...,v;—1, W, Vit+1, ..., vy) wieder Basis von V, wenn gilt:

In der eindeutigen Basisdarstellung w = A1 -v1 + ... + Aj - v; + ... + Apvp ist Ay #£ 0.

3.8 Satz

Sei {0} # U, U C V Unterraum, k € N, vy, ...,v, € U. Aquivalent sind:

1) ('01, ceny

vy) ist Basis von U.

ii) (v1,...,vx) ist maximal Lu. uin U d.h. (v1,...,vx) ist Lu. und fir w € U ist
(v1, ..., Vg, w) nicht Lu.

iii) (vi,...,vg) ist minimales Erz.sys. von U, d.h. (v1,...,vx) ist Erz.sys. und fiir
je{l,...,k}ist (vi,...,vi,...,v%) kein Erz.sys. von U.

iv) Jeder Vektor w € U ldsst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination der

n
vj darstellen, w = Zl Ajvj

J

Beweis (Ringschluss):

(i)=(ii):

(if) = (iii):

(iil)=(iv):

Sei (v1,...,v;) Basis von U. Dann ist (v, ...,v,) Lu. Sei w € U. Da

k
(v1,...,v) auch Erz.sys. von U ex. A1, ..., \x € K mit w = Zl AjVj.
]:

Also 0 = Aoy + ... + A\pvg —w

Sei (v1, ..., vp) max. Lu. (vq, ..., vx) ist Erz.sys. Seiw € U. Dann (vy, ..., vk, w)
nicht l.u., also ex. Ay, ..., Ag+1 mit 0 = Ajvg +... + Ak + Ag10k+1 nicht
alle \; = 0.

Wére Agy1 = 0, so wegen vy,...,v; Lu. auch Ay = ... = Ay = 0.
k

Widerspruch, also Agy1 # 0. Folgt: w = E(—)\,;ll - A1) - vy, also
j=1

w € span(vy, ..., vk).

(v1, ..., vk) ist minimales Erz.sys. Fiir i € {1,...,k} ist (v1, ..., Vs, ..., V)
kein Erz.sys, sonst wiirden A1, ..., Aji—1, Ait+1, ..., A €x. mit v; = Ajv1 +
v Ais1vim1 Vi N - AU
Dann 0 = \v; + ...\—L—Ui 4 oo + A0

£0
Widerspruch zu (vy, ..., vg) Lu.

k

Jeder Vektor w € U hat Darstellunge w = > Ajv;, da (vi,...,v;)
j=1

Erz.sys.

k
Eindeutigkeit: Sei w € U, w = Y A\jv;. Z.z. \j = U furj =1,... k. Es
j=1

k
ist 0 = > (\j—py)v;. Falls jo € {1, ..., k} ex. mit A\j, —p;, # 0, so folgt:
i=1
vj, = —(Njo — ,ujo)_l (Aj — pj)vj, also vy, € span(vy, ..., Wg, ..., Vk)-

J=1
Dann (vi, ..., g, ..., V) =
min. Erz.sys.

span((v, ..., v;)) Widerspruch zu (v, ..., vg)



3 Lineare Unabhéngigkeit, Basen, DimensioneMathematik fiir Physiker

9 - 32

Also: \j = pj fiir j =1,..., k.

(iv)=-(i): Erz.sys. klar. Lu.: Sei Ajv; + ...+ Agvp = 0. Auch 0-v1 +...+0- v, = 0.
Mit Eindeutigkeit der Darstellung A\; = ... = Ay = 0, also (vy, ..., vk)
lLu.

Zusammen: (v1, ..., v;) basis.

3.9 Folgerung

Sei V ein K-Vraum der Dimension n € N.

a) n Lu. Vektoren vy, ..., v, sind stets Basis von V

b) n Vektoren vy, ..., v, die Erz.sys. von V bilden, sind Basis von V

c) Falls (v1,...,0,) Lu. und 1 < k < n, so ex. Basis (v1, ..., Vg, Ug41-.-, ) von V
Beweis:

a) Seien vy, ..., v, Lu. Fallsw € V, w ¢ span(vy, ..., v), so auch (v1, ..., U, V)
l.u. und w hat Erz.sys. Widerspruch zu Lemma 3.6.

Also (vy,...,v,) auch Erz.sys. von V, sonst Basis.

b) Falls (v1, ..., v,) linear abhéngig, so ex. jo € {1, ..., n} mit span(vy, ..., v,) =
span(vi, ..., Yig, ..., Un), also (v1, ..., Ui, ..., Uy ) Erz.sys. Nach Lemma 3.6,
da (b1, ...,b,) (Basis) Lu: n < n~!. Widerspruch!

Also (v1,...,v,) Lu. also Basis.

c) (v1,...,vg) ist keine basis, da k < n = dimgV, also (vy,...,v;) kein
Erz.sys. Also vi11 € Vj, vgq1 € span(vi, ..., v). Dann (vy, ..., vk, Ug41)
L.u. (Beweis leicht).

Falls k + 1 = n, so fertig (dann nach a)(vy, ..., vg41) Basis.

Sonst: Diesen Schritt wiederholen, liefert vgio, viis, ..., vy

3.10 Satz

Seien V, W k-Vraume, beide mit Dimension n € N und f € Homg(vjw) (d.h.

f:V — W ist K-linear). Dann sind dquivalent:
i) fist Isomorph (d.h. bijektiv)

)
ii) fist surjektiv
iii) fist injektiv
iv) Fiir jede Basis (vy, ...,v,) von V ist (f(v1), ..., f(v,)) Basis von W.
Beweis:
(i)=(ii): trivial
(ii)=(iv): Sei (v1,...,v,) Basis von V. Dann (f(v1), ..., f(vpn)) Erz.sys von Bild(f),
denn falls w = f(v) € Bild(f) (mit einem v € V'), so hat V Darstellung
v =M1 + ... + Apvp, und somit w = f(Ajv1 + ... + Apvn) = A1 f(v1) +
.+ A f(vy). Da f surjektiv ist Bild £:W. Also (f(v1), ..., f(vn)) Erz.sys.
von W. Nach 3.9: auch Basis von W.
(iv)=-(iii): Annahme: Jv # 0, f(v) = 0. Nach 3.9c) ex. Basis (v1,...,v,) von
V. Dann auch (f(vl),..., f(v,)) Basis von W. Insbesondere f(v) # 0.
Widerspruch.

Also: Ker(f) = {0}, fiir injektiv (vgl. 2.5)
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(iii)=(i) Sei (v1,...,vn) Basis von V. Behauptung: (f(v1),..., f(vy)) Lu. (in W).

Beweis: Falls A\ f(v1) + ... + M\ f(vn) = 0,80 0= f(>_ A\jv;) (f linear),
i=1
also, da f injektiv, 0 = >  A\jv;, also Ay = ... = A\, = 0 { linear, da
i=1

(v1, ..., vp) Lu

Mit 3.9b) folgt: (f(v1), ..., f(v,)) Basis von W, insbes. Erz.sys. zu w €
W oex. also A1, ..., Ay mit w = A\ f(v1) + ... + Mo f(vn) = (O] Nivy) €

i=1

Bild(f), also f surjektiv, insgesamt bijektiv.

4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei K Korper. Fiir m,n € N sei K™*" : {(ai;). 1
i=1,..m

ji=1.,n
Abb. {1,....,m} x{1,...,n} — k
(4,9) — aij
aiy a2 --- Gin
Schreibweise: A = (a;5) = (aij)i m =m a:21 a:22 : a?n —n
i=1..n Aml Gm2 *** Qmn

4.1 Bemerkung/Definition
Seien V, W K-Vraume und n = dimgV, m = dimgW und f € Homg(V,W).

Seien A := (v1, ..., v,) Basis von V. B := (wq, ..., w,,) Basis von W.

s

a) Dann ex. eindeutige Zahlen a;;,7 = 1,...,m, j = 1,...,n, so dass gilt: f(v;) = laijwi (j=

J
1,...,n) (Beweis klar)

b) Die Matrix A = (a;;) € K™*™ heifit darstellende Matrix von f bzgl. der Basen A und B,
air -+ Qin
in Zeichen A = My'(f) =
Al *** Qmn
Merkregel: Die i-te Spalte enthélt die Koeffizienten von f(v;) bzgl. der basis wi, ..., w,.
Kurz: Die Spalten sind die Bilder der Basisvektoren.

4.2 Definition: Matrixmultiplikation
Fiir A = (a;;) € K™ und B = (b;;) € K™ sei C 1= (¢;j) € K" = B - A.
Cij = kil biray; (cij = ite Zeile von B und jte Spalte von A)
(Spalte;lzahl von B muss Zeilenzahl von A sein, damit B - A definiert ist.)

21

Bsp: A = (igz), B=|0-1
10
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=~ B-A=|0-1 (i?g) —[-4-5-6
10 1 2 3

4.3

4.4

4.5

Satz: Kompositionen linearer Abbildungen und Matrixmultiplikationen
Seien U, V, W K-Vrdume mit Dimensionen n,m,l und Basen A, B, C. Sei [ €
Homy(U,V) und g € Homg(V,W) und A := Mlgfl(f), B := Mf(g)

Dann ist B- A = Mg(go f), also Mg (g o f) = ME(g) - MZ(f).

Beweis:

Sei A = (u1,...,un), B=(v1,...;0m), C=(w1,...,wp).

l
Fir i € {1,...,m} ist g(v;) = > bg; - w und fiir j = 1,...,n ist f(a;) =
i=1

Z Aj;U;. Somit flII‘j = 1, ey N (gof)(uj) =4g <Z aijvi> Z Qg -g(vi) =
=1

=1

=1
m ! l m
> ai; - <Z bkiwk> = (Z bri - aij) wy,
i=1 k=1 k=1 \ =
=(B-A)k;

Also [Mé“(go i =B Ay, k=1,...,1, j=1,..,n.

Bemerkung

Fiir n € N ist K™*" (mit komponentenweiser Addition und Matrixmultiplikation
100

als Verkniipfungen) ein Ring mit Eins (Einheitsmatrix | o-. ¢ |)
001
Im Allgemeinen nicht kommutativ.

Allgemeiner Fall: Vektoren werden durch Elemente von K™ beschrieben bzgl. einer
Basis B = (v1, ..., v,) des Vraumes V, also © = 2101 + ... + T, Up.

(1, ..., ) € K™ heiit ,Koordinatenvektor” von x bzgl. der basis B.

Bemerkung

Eine Matrix A = (aij). 1 € K™*™ induziert eine lineare Abbildung.
i=1,..m
n

/i K" — Km, (dh(A . :IJ)Z = z Ai5T5, 1= 1, ,m)
7=1

bzgl. der Einheitsbasen &, = (e1,...,e,), Em = (€1,...,€,) von K™ iiber K™ gilt:
Mg (A) = A.
Beweis:

7.7. fl(ej) = Z aijéi
=1

A(ej) = Aej, (Aej); = k; air - (ej)k = aij
- \6;:
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m
AlsoA-ej = Zaij-éi
=1

1 0 0 3
zB.3({0| =211 +7|1)]=|-2
0 0 0 7

4.6 Satz: Invertierbare Matrizen, Basisvektoren

100
a) A € K™ heifit invertierbar & 3B € K"*": B-A=1,, I, =0 .0
001
(n x n Einheitsmatrix)
In diesem Fall ist B eindeutig bestimmt und es gilt auch A-B = I,,. Schreibweise:
B = A~! (inverse Matrix)
Die Gruppe (!) der invertierbaren n x n Matrizen mit Elementen aus K wird
mit GL(n,K) bezeichnet. Fiir A, B € GL(n,k) ist (A-B)™' = B~1. A~}
b) Sei V K-Vraum, dimV =n und f € EndgV und seien B, B’ Basen von V.
Dann gilt: f ist Homomorphismus < MZ (f) invertierbar.

c) Sei A:= ME(f),A'=ME Mit T:=ME (id,) €K™ gilt dann:
——

ident.Abb.

r+— X

A=T"1. A" T, also ME(id,) = (M5 (id,)) - M5 (f) - M5 (id,)

d) Zwei Matrizen A, a € K™*" heiflen dhnlich, falls T € GL(n,k) ex. mit A =
T-1-A-T

Beweis:

zu a) Seien A, B: K" — K" die durch Multiplikation mit A bzw. B erzeug-
ten lin. Abbildungen (z — Az bzw. z — Bz). Dann (4 o B)(z) =

B (Az) = (B-A)z = z also (vgl. Ubg.) B surj., A inj. Nach 3.10: A
bij., B bij., B=A"! auch Ao B = idgn.
Also Yz : A(B(z)) = x. Folgt: Auch A- B = I,,.
—_—
(A-B)x
zub) ,=“ fIsom = 3Jg € EndkV, go f = idy. Nach 4.3: ME(go f) =
ME(go fYMB(idy) = I, = ME (g)o ME,(f), also ME (f) invertierbar.

,<=“ Sei ME'(go f) invertierbar mit inv. Matrix M = (m;;)

1=1,..,n

ji=1..n
Def. g : V. — V auch g(b}) = 277%'51' (dabei B" = (b,...,b)), B =

(b1,..,b,)). Dann ME'(g) = (my;) = M. Dann MB(go f) = I,, =
Mg/(g) -MBE (f), also: (go f)(bj) = b fiir j =1,...,n also go f = idy.
Folgt: f inj., g surj. Mit 3.10 f bij. also Isomorphismus.
mc) f=idyofoidy,alsonach4.3: A = MB(f) = ME (idy)- ME, (f)- M5 (idy),
T7 !
also A=T"1.A"-T. (Nach 4.3: ME (idy) = M5 (idy) = I,,)
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4.7 Rang und Transposition

a) Seien V,W K-Vriume, dimgV =n €N, f € Homg(V,W).
Dann definitert man rang f := dim Bild(f) (Bem: Autom. rang(f) < dimgV =
n)
b) Fiir A € K"™*" sei rang(A) := rang(A) (A: K" — K™, 2 — Az)
rang(A) ist die max. Anzahl linear unabh. Spalten von A (,,Spaltenrang v. A“).
c) Fir A = (a;5) € K™ definiert man AT = (aj;) €

1=1,....m 1=1,....m
i=1..n j=1..n
K™ ™ ai; = aj; (Transponierte von A)
d) Fir A e K™*" B™!ist (A-B)T) = BT - AT und falls A € Gl(n, K), so auch
AT und (AT)=! = (A—H)T
e) Es gilt: rang A = rang AT
f) Fiir den Zeilenrang von A (max. Anzahl l.u. Zeilen von A) gilt: Zeilenrang(A)=Spaltenrang(A)
Beweis:
b) Sei A = (di],...,d)).
T1
Dann ist fiir z = | e K" A(w) =A-x=ux1d] + ... + Tpay.
Tn
Also Bild(A) = span(ai, ..., ay). Somit rang(A) = rang(A) = dim Bild(A) =
dim span(ai, ..., d,) = max. Anzahl L.u. Spalten innerhalb von ai, ..., d,

d) Ubung (A- B und A" und BT (Produktmatrix transponieren und ver-
tauschen!))

e) Beweisskizze: Klar, falls A=0. Somit r := rang A > 1
1000

Es ex. Basen A von K™, B von K™, so dass Mg‘(fl) =000 ¢
0010

0000
K™ ™ (r = Anzahl der Spalten/Zeilen, die eine 1 enthalten).

Es ex. somit inv.bare Matrizen S € Gl(m,K), T' € G(m,k) mit T- A -
1000

S = 0°-.00 c Kmxn,
0010
0000

Dann (TAS)T = ST . AT . TT. Aus Invertierbarkeit von ST, T7T folgt
rang(AT) = r. Somit rang(A”) = Spaltenrang AT = Zeilenrang AT =
r = Spaltenrang A

5 lineare Gleichungssysteme, Matrizenumformung

5.1 Dimensionsformel

Seien V, W K-Vradume, f : V — W linear. Sei V. = n € N- Dann dim V =
dim Ker(f)+ dim Bild(f) (Dabei dim{0} = 0)

Beweis:
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5.2

1) Falls Ker(f) = {0}, so ist f : V — Bild(f) bijektiv, also Isomorphis-
z— f(x)
mus, also dim V = dim Bild(f)
2) Falls Ker(f) =V, so dim V =dim Ker(f), Bild(f) =0
3) Sonst: Wahle Basis vy, ..., vi von Ker(f) (k € {1,...,n—1}), ergéinze zur
Basis (U1, ..., U, Vnyt 15 -5 Up) von V (vgl. 3.9). Sei u := span(viy1, ..., Un).
Dann f : U — Bild(f) Isomorphismus (!), somit, da vy, ..., v, Basis
x = f(x)
von U: dim Bild(f) = dim U = n —k. Somit n = k+ (n — k) &
dim V = dim Ker(f)+ dim Bild(f)
Beispiel zur Transposition:

12

A:<i§2>€R2X3:>AT: 34 | e R3*2 rang(A)=2
56

A (;ig) rang(A)=1 Bizd(A)zR.@) :{A-@)Mem}

dim Bild(A) + dim Ker(A) = dimR> = 3
) 0
zB.A-[ 1 ]= (8), A 3 )= (8)
0 -2
Ker(A) = {z € R3A -z = 0} = span((—2,1,0),(0,3,—2)) =R
(-2,1,0) + R (0,3,-2)
FEin lineare Gleichungssystem
a11x1 +...+ apTn = b1
4= ©  (m Gleichungen fiir n Variabeln z1, ..., z,)
am1T1 +.o.t GpnXn = bm
mit a;; € R (i =1,....,m, j =1,..,n, b € K, i = 1,...,n) lasst sich mit A =
b1 1
(a;;) € K™, | € K™als A-x =bschreiben. (zx = | @ | € K™ gesuchter

bm T

Vektor). Offenbar 16sbar < b € Bild(A)

Bemerkung

Falls A -z = b 16sbar und p € R™ eine spezielle Losung, so ist Losungsmenge gleich

~

p+ Ker(A) (affiner Unterraum K™)

»Allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems = spezielle Losung des
inhomogenen Gleichungssystems + allgemeine Losung des homogenen Gleichungs-
systems.

Beweis:

Sei b spezielle Losung von A -z = b, also Ap = b.

Falls v € Ker(A), also Av =0,s0 A(p+v) = Ap + fi)v =b.
b
Falls p weitere Klsung von Az = b, so A(p —p) = Ap— Ap=b—b =0,

alsov:=p—pe Ker(A)undp=p—v=p+( —v )ep+Ker(A)

€Ker(A)
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5.3 Zeilenumformungen und Elementarmatrizen

Zeilenumformungen sind:
® Vertauschungen von zwei Zeilen
® Addition des A-fachen einer Zeiler zu einer anderen
©® Multiplikation einer Zeile und A € K/{0}

Zeilenumformungen einer Matrix A sind beschreibbar als Multiplikationen von links
mit so genannten Elementarmatrizen aus K™
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z.B. Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile mit j # i (A € K3%3,

i=1j=2)
1A0 — 2z — — Azt 21—
010 . — 29 — = «— 29 —
001 — 23— — 23 —

Analog: Spaltenumformungen sind Multiplikationen von rechts mit Elementen aus
KTLXTL'

Elementarmatrizen sind Invertierbar.

Zeilen und Spaltenumformungen dndern nicht den Rang von A. Dimension von
Zeilenraum /Spaltenraum bleibt gleich.

det(a) wird durch Vorfaktor verdndert. Wenn det(A) = 0, ist det(A) = det(E-A) =
det(A-E) =0

5.4 Satz

Die Elementarmatrizen erzeugen GL(n,K), d.h. jede Matrix A € GL(n, K) lésst
sich als Produkt von Elementarmatrizen A = FE - - - E}, schreiben. (nicht eindeutig!)

Beweisskizze:
ail --* Qin
A=
Am1 *** Omn

Durch Zeilenvertauschung aj; # 0. Durch Addition geeigneter Vielfacher
der ersten Zeile zu den anderen:

all ...... a‘ln
* *

0 as -~ az,
* *

0 A2 Amn

Wiederholung dieses Verfahrens mit Untermatrix bis obere Dreiecksmatrix

aip - aip
erreicht ist, also: By ---E1-A=| ¢ *-. ¢ |,ai #0,i=1,..,n(daA
0 0 anp

invertierbar.)

Durch weitere Zeilenumformungen: Diagonalgestalt: F;--- Ep--- FEp - A =
air 0 0

0O . 0 )
0 0 anm

schlieBlich Multiplikation der i-ten Zeile mit (aj;) ™' : Ep---Ej---Ep---Ey--- A=
100

0.0
001

Also A=E;'- - E ' B! B! (Produkte von Elementarmatrizen).
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Folgerung;:
Praktisches Verfahren zur Matrixinversion (A € K™*™ gegeben):
* Schreibe A auf, daneben Einheitsmatrix I,,: A|l,

* Wene Zeilenumformungen auf A an, bis aus A Einheitsmatrix enstan-
den ist. Diese aber auch gleichzeitig auf die rechts daneben stehende
Einheitsmatrix anwenden!

* Am Ende: rechts A=1: [,|A~!
Begriindung: E;---Ej---FEy---I, = A~!
Beispiel:

12
A= :
(10)
12(10 12110 12
30/01 0-6|—-31 01

10 10
1-3) " \o1
1
:A_IZ(?_?ﬁ)
2 6

Fiir allgemeine Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme, Beschréinkung auf
Fall Ax = bmit A e K™, be K", Ainvertierbar

5.5 GauBsches Eliminationsverfahren

- Bilde geréinderte Koeffizientenmatrix (A,b) € K™*(+1)

- Fiihre wie in 5.4 Zeilenumformungen durch bis aus A die Einheitsmatrix ge-
worden ist (auch auf b anwenden!)

1---0lby
- Ergebmis: | g *-. o/ - |, eindeutige Losung ist z1 = 61, To = 52,
0 1lby

Begriindung:
A$:b<:>E1A$:E1b

=
<:>El'~E1'A$:El‘--E1‘b<:>(lZ:i)
—_——

b
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5.6 Bemerkung: Variante

ail - -+ Gin x1 b1
Nach Erreichen oberer Dreiecksgestalt: | ¢ -, el = | ==
0 0 ann T bn,
R n
. by Y aiTy
(bp—1—an—1)x j=it+1

anil‘nflz T = x; =
n

an—1n—1 [£27)

... Riickwértseinsetzen (Mehr in num. Mathematik)

Beispiel:

z1 —2x9 +3z3=1 1 -2 3|1 1-2 3 |1 1-2 3 |1

321 +x2 —w3 =0 |= | 3 1 -10 |~|07 -10-3]~|07 —10-3 | =

—x1 4529 —w3 = —1 -1 5 —1-1 03 2|0 00 ¥|2
— 9

$3_ﬂ

7x2:—3+%:>x2:—23—2

3 9 5

6 Determinanten

Sei K Korper, Permutationsgruppe >, := {¢ : {1,...,n} <=, ¢ bijektiv}

Bemerkung: Jedes ) > o ldsst sich schreiben als 0 = 7x o ... o7 mit Transpositionen 7;
(Bewegungsiibergénge)

6.1 Definition/Bemerkung

Fir o € ), sei sign(o) := I1 U(j]).:?(i).
a<j
i,j€A{l,...,n}

signy_, — {—1,1} Gruppenhomomorphismus,

dh.Vr,o e}, ¢ sign(moo) = sign(r) o sign(o).
Sign(a) . (_1)Anzahl der Kreuzungen

6.2 Definition/Satz: Determinante und Leibniz-Formel

a) Es existiert genau eine Abb. det:  K"" — K
—
id. mit (K™)"
mit folgenden Eigenschaften:
1) det ist linear in jeder Spalte, d.h. fiir i € {1,...,n}, a1,....,an,a; € K™, X\ €
K ist det(a, ..., a;i+Aal, @i, ..., an) = det(ai, ..., a;, ..., ap)+Adet(aq, ..., a, ..., ap)
(, multilinear*)
2) det(ar, ..., G, ..., Gj, ..., an) = —det(ai, ..., Gj, ..., Qj, ..., Gp)
i i J
3) det(eq,...,en) =1 (wobei e; i-ter Einheitsvektor in K™)
b) det ist gegeben durch det((aij)ij=1,.n) = Y. 8ig1(0) " Ax(0)0 " Uo(1)1 " * Co(n)n

oeY .,

(Leibniz-Formel)
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Veranschaulichung:

a1l a2 a13

a21 a2 423

asi a3z a3z3

Jedes o entspricht einem Weg von links nach rechts durch die Matrix,
der aus jeder Spalte und auch aus jeder Zeile genau ein Element auf-
sucht.

Beweis:

Sei det : K™ — K fu. mit 1) und 3).

1. Behauptung: Fiir o € ) ist det(es(0),...,eq(n)) = sign(o)

Beweis:
o0 =T, o---om (Darstellung mit Transpositionen).
Setze o(j) :==Tjo---oT, j=1,.. k.
Dann det(e,(0), ...,e5(n)) = —det(ex(0)(k — 1),...,ex(n)(k — 1))
= ... = (=DFkdet(ey,...,en) = (=1)F sign(ry,) o--- o sign(r1)

K Sahmite — —

= sign(tg o ---o1) = sign(o)

2. Behauptung:
Fir (a;;) € K™*" folgt

n n

n n n
det((ai;)) = det( Y2 ai1€i, Do Aig2€igs oy D5 Gign€iy) = D5 -+ D Qigl Qi

=1 ia=1 in=1 =1 in=1
det(ei,, ..., €;,) = 0, wenn 2 der ij gleich sind.

- 2 @iy1 - Gigndet(er, .. en) = 30 o)1 Qi (n)n

JEZn

11y +ee5ln

{i1,yint = {1,..,n}

also gilt Leibniz-Formel.
3. Zu Zeigen: Ausdruck in a) erfiillt tatséchlich 1) - 3), Beweis nicht schwer.

6.3 Bemerkung

1) bis 3) sind verniinftige Forderungen, falls det(ay, ..., a,) so etwas wie ,,das Volu-
men® das von ay, ..., a, erzeugten Parallelotops sein soll (= {Aja; + ... + Apan|\; €

[0,1], ¢ =1,...,n}) (wenn K = R)

Falls 1) und 3) gelten, dann ist 2) dquivalent mit 2’) det(aq, ...,a,) =0 < aq, ...

linear abhingig. (Beweis Ubung)

6.4 Folgerung

a) det(ay,...,an) = 0<% ay, ..., ap linear abhéngig in K™
b) det(A) = det(AT), det auch in den Zeilen linear.

c¢) Fiir Dreiecksmatrizen (obere/untere) mit Diagonalelementen a;;, ¢ = 1,...

gilt: det(A) = a1, ..., ann
Beweis:
a) Siehe 6.3

det(eq,...,en)
sign(o) 7
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6.5

6.6

6.7

b) det(A) = Z Sign(a)'aa(l)l *Qg(n)yn = Z Sign(o-_l)'ala(l)—l © o Qpg(n)-1 =
aeY ., o€,
> sign(o) - a1p(1) -+ Ane(n) = det(AT). Damit Zeilenlinearitét klar.
oEY

¢) Nur o = id gibt Betrag in der Leibnizformel, ndmlich sign(id) -ai1 - - - app.
1

Determinantenmultiplikationssatz

VA, B € K™" : det(A - B) = det(A) - det(B)

Beweis:
100
1. Richtig fiir E-A, E Elementarmatrix (Beweis: Hinschauen: £ = | ) *-.
001
100
oder E = [ 0O |, Zeilenlinearitit von A)
001

2. Fir A, B € GL(n, K) ex. Elementarmatrizen Ej, ..., Ey, F1, ..., F; mit
A,=E,---E,, B=F, - F).

det(A-B) =det(Ey---E-Fy---F) = det(Ey) -det(Ey--- Ey, - F1 - Fy)
=..=det(Ey)---det(Ey)-det(Fy)---det(F}) = det(E; - - Ey)-det(Fy - -- F)
= det(A) - det(B)

3) Falls det(A) = 0 oder det(B) = 0, so A nicht invertierbar oder B nicht

invertierbar.

Also A nicht injektiv oder B nicht injektiv, also A o B nicht injektiv.
(DimBild(A o B) < n, dann A o B nicht surj. auch nicht inj.).

Somit A - B auch nicht invertierbar: det(A - B) = 0.

Spezialfille von Determinanten

ab
det(cd) = ad — be

abc
det | de f | =aei+bfg+ cdh —ceg —bdi —afh
ghi

Definition/Bemerkung

SeineN, n>2, A= (a;)e K™

Die i-j-Streichungsmatrix A;j ist dann definiert durch

all... ...aln

A= oy ay o, | € KO-Dx@oD,

anl... ...ann

Das algebraische Komplement (der Kofaktor) zum Matrix-Element (a;;) ist (—1)i+1det(A;j).
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Die zu A komplementire Matrix ist definiert als A = (0ij)ij=1,..n, Qij = (—1)i+1det(A;i).

det(A) 0 0
Esgilt A-A=A-A=det(A)- I, = 0 0
0 0 det(A)
Beweis:
(A-A)yj = 3 agpar; = S2(=1)FF - det(A})ag;.
k=1 k
ail - O... a1n

Es ist det(A,;) = (=1)* " det, | 0 ---1--- 0

anl DY O DY ann
(A-A)ij => (—1)“‘1‘3 . (—I)H'k -det(ai, ..., €y ..., p)ag; = (1) det(di, ..., €1, ..., an) =
g 1
n det(A) i=3
det(di, ..., Y, i€y ..., Gp) = et(4) Z ‘7
k=1 0 i

(A - A) analog

Falls A invbar, so offenbar A~! = detl( - A.

6.8 Entwicklungssatz von Laplace

n . .
A = (a;5) € K™ ist det(A) = z_:( 1) - a5 - det(A};) (Entwicklungssatz nach
der i-ten Zeile, i € {1,...,n} beheb g)

A = (aij;) € K™ ist det(A) = Z( 1) - ay - det(Aj;) (Entwicklungssatz nach

der j-ten Spalte, j € {1,...,n} beliebig)
Beweis:
det(A) = (A-A)y = S Ay - Ay = Y (1) - ay; - det(A}))
i= ~~ =1
aij  det(Al,)-(—1)i+s
((—=1)**7: Vorzeichen nach ,,Schachbrettregel“)

Beispiel:
12 3
A= |{4-1-1], det(A) = (+1) -1 —4 12 +0 23 = —20
—-11 12 —-11
01 —1
0 5

6.9 Cramersche Regel

Fir A € GL(n,K), A= (ai,...,dp) und b € K™ ist die eindeutige Losung des lin.

%

~~
Gl. Systems Ax = b gegeben durch x; = det(ahﬁét(g) wete)
Beweis:

r=A"1b= Ab

det(A)
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n
1 ~
Ti = gaay 2 A
RPN
Kofaktor
ZU aj;

b: — det(ai,...,b,...,an)
J det(A)

6.10 Bemerkung

1) Fiir n > 3 ist die Cramer-Regel eher ungeeignet zur Losungsberechnung (Re-
chenaufwand, Rundungsfehler)

2) Praktische Berechnung von Determinanten:

Addition von Vielfachen einer Zeile/Spalte zu einer anderen éndert die
Determinante nicht.

M *
z.B: Dreiecksgestalt erzeugen: =AM
0 An

Variante: moglichst viele Nullen erzeugen, dann Entwicklungssatz!

7 Summen und direkte Summen von Unterraumen

7.1 Definition

Sei W ein K-Vraum und seien U,V C W Unterrdume.

Man setzt: U+ V :={w e W|Gu e U,Iv eV :w =u+v}

U+V ist Unterraum von W (klar). (,,Summe von U und V*)

Die Summe heifit direkt, falls U NV = {0}. Notation W =U & V

7.2 Satz

Fiir Unterrdume U, V von W sind dquivalent:

)y W=UasV
Q) VweWahueUFweV:iw=u+v
Beweis:

)=2) SeiW=UaV.
Dann existiert zu w € W jedenfalls u € U und v € V mit w = u + v.

Seiw e U, v €V mitw=u+0. Dann 4+ = u+wv, alsot —u = v — 0.
——

~——
eU ev
Somit (u —w) e UNV, (v=0)eUNV =u=1a, v="7
{0} {0}

2)=1) Gelte 2). Dann existiert zuw € W w e U, v € V mit w = u+ v, also
W c({U+V).,C“Kklein, also W =U + V.

Zu Zeigen: Summe U + V ist direkt, also UNV = {0}.
SeiweUNV.w=wleU]+0eV]|=0cU]+wleV].
Wegen Eindeutigkeit: w = 0.

Bemerkung/Beipiel:
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Falls by, ..., b, Basis von W (K-Vraum), soist W =K by ® K by @ ... D by,
(hierbei K -bj = {\-bj|\ € K}).

1 0 0

zB:RP=R-[0]@R-[1]®R-[0

0 0 1

Dabei direkte Summen fiir mehr als zwei Unterrdume entsprechend

7.3 Satz

Sei W endlichdimensionaler K-Vraum und u, V' C W Unterrdume.

Dann ist dim(U 4+ V) = dim(u) + dim(V) — dim(U NV)

Beweis:

Sei di,...d,, Basis von U NV

Es ex. u1,...,u4; € Uund vy,...,v,, €V, so dass

(u1, -

(1)1,..

Uy, dy, ..., di) Basis von U

oy U, U1, ..., Ug) Basis von V

(jeweils weglassen, falls U NV = {0} oder UNV = U etc.)
Behauptung: (u1,...,u;,di, ..., dg, v1, ..., Up,) ist Basis von U + V.

Beweis:

1)

Erzeugenden System: span(...) C U + V klar.
LCSeiwe (U+V), w=u+v.

Dann ex. A1, .oy A, fh1y eeey ke

mit u = A\jug + ... + Ny + pady + ..+ pgdg
und 5\1,...,5\1,/11,...,/];9

mit v = A\o1 + ... + Nop + fudy + ... + fds
Somit w =u + v

= Aut e N+ (1 i) di et (i i) dg A 01+ AU
€ span(...)

lin. unabhingigkeit:

Sei Adjuy + ... + Nug + pidy + oo+ ppdy + o1+ o+ 90, =0
(Farbe A Farbe =: a € U, Farbe N Farbe =:b€ V).
Alsoaucha e UNV, beUNV.

Da (dy,...,di) Basis von UNV ex. fi1, ..., i mit a = f1dy + ... +
Py

Da (u1,...,us,dy, ..., dy) Basis von U folgt: u; = ... = u; = 0.
Analog 91 = ... = ¥, = 0. Da dy, ..., di lin. unabh. folgt: pu; =
o= =0

Behauptung gezeigt!

Folgt:
dim(U+V)=Il+k+m=dmU)+m=dmU)+m+k—k
=dim(U) +dim(V) — k =dim(U) + dim(V) —dim(UNV)
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8 Eigenwerte und Eigenvektoren

8.1

8.2

8.3

8.4

Definition

Sei V K-Vraum und f € EndgV.
a) A € K heiit Eigenwert von f, falls v € V' \ {0} ex. mit f(v) = Av.
v heift dann ein Eigenvektor (EV) von f zum Eigenwert (EW) A.

b) Sei A € K™*™ heifit Eigenwert von A, falls w € K™\ {0} ex. mit Av =X v (v
heifit Eigenvektor von A zu EW ))

Definition und Bemerkung

Fir f € EndgV bzw. A € K™ und einem EW A von f (bzw. A)
sei Ex(f) :={v e V|f(v) = Av} bzw. E\(A) := {v € K"|Av = v}
(geometrischer Eigenraum zum EW \)

E\(f) ((A)) ist Unterraum von V bzw. K™*". Es ist E)(f) = Ker(A - idy — f)
bzw. E)\(A) = Ker()\ . ’LdKn — A.

Ubliche Schreibweise ,A — f* bzw. A — A%

Weiter sei Gy (f) :=Jj = 1®Ker((A-id— f))) ={v e V|Fj € N: (\-id— f)I(v) =
0} (entspr. G(A)).

,, Verallgemeinerter Eigenraum* bzw. ,,algebraischer Eigenraum® von f (A) zum EW
A

Offenbar Ey C G).

Bemerkung

n Eigenvektoren vy, ..., v, von f (A) zu paarweisen verschiedenen EW Ay, ..., A, von
f (A) sind stets linear unabhéngig.

Definition und Bemerkung: Charakteristisches Polynom

Sei K =R oder K = C und dimgV =n € Nund f € EndgV. Sei B eine Basis
von V und A4 := ME(f).

Die Funktion K > A — det(\I,, — A) =: Py(\) auch P()) heifit charackteristisches

Polynom von f bzw. A und ist unabhéngig von B.

Es ist P4(\) = A" — spur(A)A" ™1 + .. + (=1)"det(A) mit spur(A) := i a;;, falls
A = (aij)ij=1,.n -
Beweis:

Sei B’ weitere Basis, A" := MJ (f)

ME(f) = My (id) - M (£) - M5 (id)

A -1 Al T

Esex. T € Gl(n,K)) mit A=T"1- A" T.

Fir A € K : det(\,, — A)

=detO\[;T - A T)=det(T" -\, T—-T 1 A-T)

= det(T~'- (M —A')-T) = det(T~1)-det(\, — A')-det(T) = det(\M,, — A')
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= PA()\) = PA/()\)

A—ai1r —aiz -+ —ai,
a A—agp- -+ —a
—Aanl1  —Aap2 - A— Gnn

=N — A" Yagg + ... + anp) + ... + P4(0)
=" = X" Lspur(A) + ... + (=1)"det(A)
Speziell fiir A € C?*2: Pa()\) = A2 — Aspur(A) + det(A)
 spur(A)xy/spur(A)2—ddet(A)
NS: & e

8.5 Bemerkung und Definition: Algebraische und geometr. Vielfachheit von EW

Sei K =R oder K =C, dimgV =n, f € Endg(V).
a) Fiir A € K gibt A EW von f& Pr(A) =0
b) Falls A EW vn f, so sei
Vgeom(A) := dimp (E)) (geom. Vielfachheit),
Vaig(A) :==Vielfachheit von A als Nullstelle von Py
(algebraische Vielfachheit).
Also: Es ex. eine Polynomfunktion ¢ mit ¢(\) # 0,
so dass P4(0) = (z — A\)as(M) . ¢(2) fiir z € C.
Es gilt stets: Vgeom(A) < Vaig(A)
Beweis:

zu a): Sei A darstelende Matrix von f bzgl einer basis.

A EW & x-id — f nicht injektiv < A - I,, — A nicht invertierbar

=4 det()\ -1, — A) =0= PA()\) = Pf()\)

zu b) Sei vy, ..., v Basis von E)\(f), also k = vgeom(A). Es ex. wyt1,...,w, €

V, so dass (v1, ..., vk, wg + 1, ..., w,) Basis von V.

AO--- 0z
. /B OA---0:
Dann darstellende Matrix M5 (f) = A= (k, n-k).
00°-.0:
00--- Az

zZ—A 0 =z
Also P¢(z) = Pa(z) = det(zI, — A) = . :
0 Z— A

det > also valg(A) = k = vgeom (M)

8.6 Definition und Satz: Diagonalisierbarkeit

Sei dimgV =n € N.

=z— Ak,
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a) f € EndgV heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis B von V aus Eigenvekto-
ren von f gibt

A0 00

0X 0 O
(Dann Mg(f) = o mit EW A1, ..., A\, zu den EV by, ..., b,, die

00 0\,
die Basis B bilden.

b) Sei K = R oder K = C. Aquivalent zur Diagonalisierbarkeit von f ist: Es ex.
Ay An € K, so dass pg(z) (char. Polynom) = (2 — A1)(z — X2) -+ (2 — A\y)
(py zerfillt iiber K in Linearfaktoren) und fiir jeden EW Ay, ..., A, von f gilt:
Vgeom (i) = Valg(Ni), i =1,...,n

Beispiele:
100
1. A=1020|,DaN)=(A=1)(A=2)(A—3)
003
entspr. lin. Abb. A:R3 — R3 2 +— AzoderAc : C — C,z — Az

2.A=<ﬁ§):A¢@DJﬁ=(A—®2

2 EW: vg(2) = 2

by = (é) ist EV zu EW=2. Es ex. kein von by lin. unabh. EV by zum
EW 2, denn sonst wire Ab; = 2by, Aby = 2bs.

Somit fiir alle z € R? : & = aby + Bby mit gewissen a, f3,

Az = A(abi+0by) = aAby+Aby = 2(aby+Fbe) = 2x, aber A- (?) #

0
9.
(V)
= Vgeom(2) = 1 < 1gy(2) =2 = A nicht diagonalisierbar!
Beweis von b):

Seifdiagbar. Dann ) dimEyx=n< ) vge(N) < gradvonpy =

A A
AEW vV ANEW vV
n.

Somit VAEWwvonf : Vgeom () = Vaig(A)

A 00
Beziiglich einer Basis B aus Eigenvektoren auf f gilt: ME(r) = | ¢ *-. ¢
00N,
A=X 0 O
mit den EW Ay, ..., A, Somitps(AN)=| o -, ¢ = (A=A1) - (A=
0 0AX=\,

An)
Umgekehrt: ps zerfalle in Linearfaktoren und fiir jeden EW A; gelte: vgeom (Ai) =
Valg()\i)(i = 1, cesy n)

Dannn= >  vagA\)= >,  Vgeom(A) = >, dimE).
/\EW)/\"UV )\EV‘/>’UV )\EV‘/>UV
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(Ug/\),...,vl(/’\l) (}\)), alle diese Vektoren bilden zusammen dann eine Basis
alg
von V (Beachte 8.3, woraus folgt, dass die Summe U§/\)E)\ direkt ist, al-
sodim( >, E\)= >, dim(E))=n). Bezgl. dieser Basis B gilt
A EI/I)} vV A EI/Ié vV

8.7

dann, dass ME(f) diagonalisierbar.

Folgerung

a) Falls f € EndgV diagbar,soist V.= @& E\(f) (direkte Summe)

A
EWwvonf

b) Falls f n verschiedene EW in K hat, so ist f diagbar.

8.8 Satz: jordansche Normalform

8.9

Sei K = R oder C, py zerfalle iiber K in Linearfaktoren.

Dann gilt:
1) Firalle EW Avon fist dim(Gx(f)) = vag(A\)) und V = @  G,(f) invariant
A
EWwvonf

unter f: f(Gy) C Gy

2) In jedem G gibt es eine Basis bzgl der f|g, : Gn — G die darst. Matrix
ANE; O 0

Vaig(A) mit g, € {0,1},4 =1, ..., v44(A) — 1 und

#{ilei = 0} = vgeom(A) — 1
* 0
B,
B,
0 *

3) Es ex. somit eine Basis B von V mit M5(f) =

Beweis: siehe Fischer - Lineare Algebra. Vorsucht:

A= <; 12) hat komplexe EW A\; = 142i, \o = 1—24, also A¢ : C? — C?2

ist diagbar bzgl. geeigneter Basis von C?: Darst. Matrix (1 —521 1 0 2.)-
—2i

Aber: A : R?2 — R2 nicht reell diagbar!

Bemerkung

Fiir A € R und A : R* — R™ 2 — Az hat das char. Polynom p4 im Allgemeinen

auch komplexe Nullstellen (in C\R). Diese sind nicht EW von A (iiber Kérper R),

aber von A¢:C— C |, z+— A. (Dann, falls A EW von Ac¢ mit EV v, so A auch
—_——

Komplexifizierung

EW von AcmitEV7)

Beweis:

Az=X 2= Az=X 2=A-Z=A-Z = \-Z mit A reell.
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Uber C zerfillt das Polynom p4 in Linearfaktoren, Satz iiber JNF anwen-

den, liefert Zerlegung C* = @& G\, dim(G)) = vq4(N), invariant unter
A
. EW v Ac
Ac.
Man erhélt wiefolgt unter A invariante Zerlegung von R" :
(D
R™ = & R(GA+Gy),uy =Gy falls A € Ryuy = GrdGy, fallsu ¢ R,
A ~——
EWwvonAc FEUN

dim(v ) - Valg()\) AeR
M (N AE R In(A) >0

O Euklidische unitare Vektorraume

Hier stets K = R oder C

9.1

9.2

Definition
Fine Bilinearform < .,. >: V x V — R auf den K-Vraum V ist eine abb. mit den
Eigenschaften
<rH+y,z>=<zr,z>+<y,z><zr,yt+tz>=<z,y>+<x2 >,
<Ar,z>= A<z, 2>, < T, A2>=A<1T,2>.
AlsoVu € V :<u,.>:V — Klinear, < .,u >: V — K linear.
< .,. > heifit symmetrisch, falls < u,v >=<v,u > (Vu,v € V).
Im Fall K = C heifit < .,. > hermitische Form (hermitisch), falls
<Uu Wt w>S=A<u,v>+ <u,w >
<M Av,w>=A<u,w >+ < v,w >
<u,v>=<v,u >
(Vu,v,w € V, X € K)

Eine sym. Bilinearform bzw. eine Hermitische Form heif3t positif definiert < Yu €
VA{0} :<u,u>—0

Ein Skalarprodukt auf V(K = R) (unitéres Produkt auf V(K = C)) ist eine pos. def.
symmetr. (hermet.) Bilinearform auf V. Dann (V, <, >) eukl. oder unitdrer Vraum

Beispiel:

n
1. V=R"<v,w>= ) vjw; (Euklidisches Skalarprodukt)
j=1

2. V=C"<v,w>= ) vjw; (Standard-Skalar auf C)
j=1

3. V=0%0,1,C), < f,g >= [} f(x)g(z)dx

Definition
Eine Norm auf dem K-Vr V ist eine abb. || || : V — R{,z +— |[|z|| mit folgenden
Eigenschaften:

1) |lv]|=0<v=0

2) [[Aofl = [A]-[J]]

3) [lv+ wl|| < ||| + |Jw]|| (Dreiecksungl.)
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9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

Bemerkung

Falls (V,<,>) eukl. oder unitdrer Vraum, so wird durch ||z|| := /< x,z > eine
Norm auf V definiert

Beweis:
llv+w|]? =<v+w,v+w>=|[v]]2+2R(< v,w >) + ||w]|? < ||v]]? +2| <
v,w > |+ [[wl|? < JJol[? + 2[Jol] - [[wl] + [[w]? = ([Jo]] + [[w]])?,
also [[v +w[| < [|v]| + [|w]|

Ab hier: (V,j,;) stets euklid. oder unitér.

Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Sei (V,<,>) euklid. oder unitdr. Dann (mit ||z|| := /< z,2 >): YVo,w € V : | <

vy,w > | < ||v]| - ||w|| (Gleichheit genau dann, wenn v,w lin. abhéingig)

Beweis:
Falls w = 0, sei jetzt w # 0. Fiir A € K gilt: 0 << v+ Aw,v + Aw >=
o] 24 < w,v > 4+ < v, w > 4+ < dw,  dw >= [[v]P+ X < v,w > +) <
v,w >+ < Aw, Aw >= |[v?]| + 2R\ < v,w >) +|A]? - ||Jw]|?

C e e e s 2 2 w2
Speziell gilt dies fiir A = —<|ﬁl’)"1|’2>,al500 < |Jv||2= |Iirw1ﬁ2>| +|<|Tw“|"f| |Jw]]? =

0< [PIPflwlP® — | <v,w> =] <v,w> * < [jv]f?Jw]]”

Definition und Satz: Orthogonalitat

a) u,v € V heiflen orthogonal (ulv) &< uv >= 0.
Fir M Cc V heiit ul M : Vv e M :<u,v>=0

b) Eine Summe u; + ug von Unterrdumen von V heifit orthogonal, falls Yu; €
UiVug € Uz : ug Lug In Zeichen: uj @ ug (orth. Summen sind stets direkt)

¢) Fiir einen Unterraum U C V sei U+ : {v € V|v LU} (orth. Komplement), U+
ist auch Unterraum v. V.

Satz

Seien z,y € V.

a) vly = [l +y|[*> = [|z[[* + |y[|* (Pythagoras)

b) ||z +yl|? + ||z — y||*> = 2(||z||* + ||y||*) (Parallelogram-Gleichung)
Beweis:

a) [lz+yl? =<z +yo+y>= 2P +|ylP + <z y>+<yaz>=

2 2 =
(1" + 1yl

b) [lz+yl*+]|z—yl|? =< aty, x4y > + < z—y,z—y >= ||z|*+]||y||*+ <
z,y >+ <y, > +|z|]P+HylP- <2,y > — <y, z>=2(]|z|]*+]||y|]*)

Definition

Eine Familie (V});e; von Vektoren aus V heifit Orthonormalsystem (ONS), falls
0 j#k

1 j—k

Ein ONS heifit Orthonormalbasis, falls es eine Basis von V ist (ONB)

Vi ke J:< Vj, Vg >= 6jk = {
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9.8 Bemerkung

Sei U C V Unterraum, u1,...,ux ONB von U und v € V.

k
Daunngilt:v—z:<uj—v>uj€UL
j=1

orth.Proj.v. fuy

Beweis
k k
Fir 1 € {1,..,k}ist < v— > <uj,v > uj,uy >=< v,y > — )y, <<
=1 j=1
Uj, 0 > Uj, Uy >=< 0, U > —< U, v > =<v,u >—<v,u >=0
9.9 Folgerung
k
1) Falls U =V (k=dim(U) =dim(V)),sogilt: Vo € V :v = > < uj,v > u;
j=1

(Koeffizient von v bzgl. ONB (u1, ..., u;) durch < uj,v > gegeben)
2) V =U @ U+* und fiir v € V ist die orth. Projektion von v auf U gegeben auf

k
Y <wj,v > uj (wobei uq, ..., u, ONB von U)
j=1
Beweis
1) Klar.
k k
2) V:V—Z <uj,v>uj+z<uj,v>uj, also V=UoU"
j=1 j=1
eUu+ €U

(Orthogonalitét hier klar!)

9.10 Satz
Sei (V, <,>) eukl. oder unitérer Vr. (vy,...,v,) Basis von V. Dann wird durch
k .
~ u .
Uy = Hzil\’ukH = U1 — L < U, U1 > Uj, Uy 1= ”a:ij:” (Gram-Schmidtsches
i=1

Orthogonalisierungsverfahren)

eine ONB uy, ..., u, definiert.

Beweisidee:
Nach 9.8: g1 Lspan(ui, ..., ug). Beachte: Fir k € {1,...,n} ist span(uy, ..., u;) =
span(vy, ..., Vg)

10 Adjungierte lineare Abb.

Sei (V, <,>) eukl./unitér.

10.1 Definition und Bemerkung
Sei f: V — V linear. Es ex. genau eine lineare abb. f%¢ : V' — V linear, sodass
Yw,v €V <, f(w) >=< f4v),w >
f heiBt selbstadjugiert (im Komplexen Fall hermitisch) falls f = f%.
Beispiel:



11 Hauptachsentransformation Mathematik fiir Physiker

31 - 32

k
V = C", Standard-Skalarprodukt < v,w >= ) T;w;.
j=1

AeCvm f=A, f(z)= Az
VYo, w € C" :< v, f(w) >=< v, Aw >= < Aw,v > = (Aw)T v = (A -w)Tv =

— =T —T
WA v =wlATo = (A" v)Tw =< A" v,w >.

~

Also A%d — ZT

10.2 Definition: spezielle Matrizen

A € C™ " heiBt hermitisch <> A = 4" (im reellen Fall symmetrisch)

A € C™*™ heiit unitér (fiir R"*" orthogonal) = At A=1, (Einheitsmatrix)
(AcU(n), AT - A=1,,AcO(n))

SU(n) :={A € U(n)|det(A) =1}, SO(n) := {A € O(n)|det(A) = 1}

Es gilt: A € U(n) < Spalten von A sind ONB von C™"*"*(R"*") < Zeilen von A
sind ONB von C™*"(R"™*")

11 Hauptachsentransformation

(V,<,>) euklid. (unitér), dim(V) < oo

11.1 Satz

Sei f:V — V linear, hermitisch (selbstadjug.). Dann:
a) Alle EW von f sind rell.
b) Es ex. eine ONB aus EV von f
Beweisidee:
Induktion iiber n = dim(V):
1) F hat einen rellen EW. Sei v € C" zugehoriger EV. U := (C-v) L

2) Es gilt dann: f(n) C U (!) (benutzt: f = f¢). Nach dieser Annahme:
3 ONB uy, ..., up—1 (aus EV von f) von U. setze u,, := ﬁ

11.2 Folgerung

Fiir A € C™*™ hermitisch (A = ZT) gilt: A ist diagonalisierbar;

Es ex. ONB aus EV von A und es ex. O € C™*" unitér (orthogonal im rellen Fall)
A0

mit OT-A-0 = )
0 M\

(0" =01 wobei Ay, ..., \, € R die EW von A sind.
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11.3 Satz

Sei A € R™™ orthogonal. Dann ex. ONB B von R", so dass ME(A) die Form

1 0

1
wobei A; die Form <C?S(aj) —sm(aj)> hat mit ge-
. sin(oy) cos(a;)
Ay
0 Ay

wissen o € (0,2m) \ {r}
Beweisidee: Induktion iiber dim(V)



	Algebraische Grundstrukturen
	Definition
	Definition
	Bemerkung
	Beispiel: Permutationsgruppen
	Definition
	Definition
	Bemerkung
	Definition
	Definition/Bemerkung
	Definition: Untergruppen, -räume, Normalteiler
	Bemerkung
	Definition: affiner Unterraum
	Beispiel

	Homomorphismen, lineare Abbildungen
	Definition
	Definition
	Definition
	Definition/Bemerkung
	bemerkung
	Bezeichnung

	Lineare Unabhängigkeit, Basen, Dimensionen
	Definition
	Definition
	Bemerkung
	Satz
	Hilfssatz
	Lemma
	Austauschlemma
	Satz
	Folgerung
	Satz

	Lineare Abbildungen und Matrizen
	Bemerkung/Definition
	Definition: Matrixmultiplikation
	Satz: Kompositionen linearer Abbildungen und Matrixmultiplikationen
	Bemerkung
	Bemerkung
	Satz: Invertierbare Matrizen, Basisvektoren
	Rang und Transposition

	lineare Gleichungssysteme, Matrizenumformung
	Dimensionsformel
	Bemerkung
	Zeilenumformungen und Elementarmatrizen
	Satz
	Gaußsches Eliminationsverfahren
	Bemerkung: Variante

	Determinanten
	Definition/Bemerkung
	Definition/Satz: Determinante und Leibniz-Formel
	Bemerkung
	Folgerung
	Determinantenmultiplikationssatz
	Spezialfälle von Determinanten
	Definition/Bemerkung
	Entwicklungssatz von Laplace
	Cramersche Regel
	Bemerkung

	Summen und direkte Summen von Unterräumen
	Definition
	Satz
	Satz

	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Definition
	Definition und Bemerkung
	Bemerkung
	Definition und Bemerkung: Charakteristisches Polynom
	Bemerkung und Definition: Algebraische und geometr. Vielfachheit von EW
	Definition und Satz: Diagonalisierbarkeit
	Folgerung
	Satz: jordansche Normalform
	Bemerkung

	Euklidische unitäre Vektorräume
	Definition
	Definition
	Bemerkung
	Cauchy-Schwarz-Ungleichung
	Definition und Satz: Orthogonalität
	Satz
	Definition
	Bemerkung
	Folgerung
	Satz

	Adjungierte lineare Abb.
	Definition und Bemerkung
	Definition: spezielle Matrizen

	Hauptachsentransformation
	Satz
	Folgerung
	Satz


