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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Es sei A = D − L − R eine Matrix mit positiven Diagonalelementen aii, i = 1, . . . , n, und Ã =
D−1/2AD−1/2 = I− L̃− R̃ die zugehörige skalierte Matrix mit Diagonalelementen ãii = 1. Man zeige,
dass die Spektren des Jacobi-Verfahrens (HJ) und SOR-Methode (HSOR) durch die Skalierung nicht
beeinflusst werden, so dass gelten

σ(HJ) = σ(H̃J), σ(HSOR(ω)) = σ(H̃SOR(ω)).

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Sei

A =




1 t t
t 1 t
t t 1


 mit t ∈ (0.5, 1).

Zeigen Sie, dass das Jacobi-Verfahren divergiert und das Gauß-Seidel-Verfahren konvergiert.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Sei A symmetrisch. Das symmetrische Gauß-Seidel-Verfahren ist definiert durch

P = (D −RT )D−1(D −R) und N = RTD−1R.

(a) Zeigen Sie, dass es eine Cholesky-Zerlegung P = LLT von P gibt und geben Sie L an.

(b) Zeigen Sie, dass für die Matrix

A =

(
1 −b
−b 1

)
, 0 ≤ b < 1, L =

(
1 0
−b 1

)
.

gilt:
cond2(L

−1AL−T ) ≤ cond2(A),

wobei die Gleichheit genau dann gilt, falls A = I = L ist.

Abgabe: Dienstag, 11.06.2013, bis 12:15 Uhr in/vor Raum 149 HRZ oder in der Vorlesung.
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1.1 Aufgabe 1

Für die Matrizen des Jacobi– und des SOr–Verfahrens gilt:

A = D − L−R
HJ = D−1(L+R) HSOR = (D − ωL)−1((1− ω)D + ωr)

sowie f.d. skalierte Matrix Ã:

Ã = I − L̃− R̃
H̃J = (L̃+ R̃) H̃Sor = (I − ωL̃)−1((1− ω)I + ωR̃)

mit L̃ = D−1/2LD−1/2 und R̃ = D−1/2RD−1/2

1. Jacobi det(Hj − λI) = det(D−1(L+R)− λI)

= det(D−1/2D−1/2(L+R)D−1/2D1/2 −D−1/2D1/2λD−1/2D1/2)

= det(D−1/2) det(D−1/2(L+R)D−1/2 −D−1/2λD−1/2) det(D1/2)

= det(I(L̃+ R̃)− λI)

= det(H̃j − λI)

⇒ σ8Hj) = σ(H̃j)

2. SOR Sei λ ∈ σ(H̃SOR). Dann gibt es ν ∈ Rn \ {0} mit

det(HSOR − λI) = det((D − ωL)−1((1− ω)D + ωR)− λI)

= det((D1/2D1/2 − ωD1/2L̃D1/2)−1((1− ω)D1/2d1/2

+ωD1/2R̃D1/2)− λD−1/2D1/2)

= det(D−1/2(I − ωL̃)−1D−1/2D1/2((1− ω)I + ωR̃)D1/2 − λD−1/2D1/2)

= det(D−1/2) det((I − ωL̃)−1((1− ω)I + ωR̃)− λI) det(D1/2)

⇒ σ(HSOR) = σ(H̃SOR)

Julian Bergmann, 19.6.2012
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1.2 Aufgabe 2

Zeige Divergenz des Jacobi–Verfahrens, indem wir zeigen %(B) ≥ 1. Mit Matrix A

ergibt sich:

B = H = −




0 t t

t 0 t

t t 0




χ(B) = −λ(λ2 − t2) + 2t(tλ− t2) = −(t− λ2)(2t+ λ)

⇒ λ1,2 = t ⇒ λ1,2 ≤ t und λ3 = −2t ⇒ |λ3| ≥ 1

⇒ %(B) ≥ 1

Zeige konv. von Gauß–Seidel mit %(L̃) < 1

D − L0) =




1

t 1

t t 1


 ⇒ (D − L0)

−1 =




1

−t 1

t2 − t −t 1




L̃ = H = (D−L0)
−1R =




1

−t 1

t2 − t −t 1







0 −t −t
0 −t
−t







0 −t −t
0 t2 t2 − t
0 −t3 + t2 −t3 + t2




χ(H) = ... = −λ(λ2 + λ(t3 − 3t2) + t3)

⇒ λ1 = 0

λ2 = − t3−3t2
2 +

√
(t3−3t2)2

4 − t3

λ3 = − t3−3t2
2 −

√
(t3−3t2)2

4 − t3

Julian Bergmann, 19.6.2012
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Nach Voraussetzung 1
2 < t < 1 gilt:

(t3−3t2)2
4 − t3 < 0

d.h.λ2,3 ∈ C und es gilt:

|λ2|2 = |λ3|2 = (− t3−3t2
2 + i

√
(t3−3t2)2

4 − t3)(...− i√ )

= (t3−3t2)2
4 − t3 − (t3−3t2)

4 = −t3 < 1

1.3 Aufgabe 3

a) Z.Z. P symm. und pos definit.

– P T = (D − R)TD−1(D − RT )T = (D − RT )D−1(D − R) = P ⇒ P

symmetrisch

– Gilt: xTRTD−1Rx = xRTD−1/2D−1/2Rx = x(D−1/2R)T (D−1/2R)x > 0

⇔ D > 0 komponentenweise

Folgt: xRPx = xT (D −RT )D−1(D −R)x

= xT (DD−1)x− xT (DD−1R)x− xTRTD−1Dx+ xTRTD−1Rx

= xT (D −R−RT )x+ xRTD−1Rx

= xTAx+ xRTD−1Rx > 0
⇔ A pos definit.

Die Cholesky–Zerlegungs ergibt sich aus L = (D −RT )D−1/2

P = LLT = (D −RT )D−1/2((D −RT )D−1/2)T

= (D −RT )D−1/2D−1/2(D −R)

= (D −RT )D−1(D −R)

b) A symm. und damit auch L−1AL−T d.h. es genügt nach Numerik 1, die EW

von A bzw. L−1AL−T zu betrachten, da cond2(A) =
minλ∈σ(A) |λ|
maxλ∈σ(A) |λ|

Zunächst für L−1AL−T :

A =

(
1 −b
−b 1

)
, L =

(
1 0 −b 1

)

⇒ L−1AL−T =
(

1 0 b 1
)(

1 −b −b 1
)(

1 b 0 1
)

=

(
1 0

0 1− b2

)

⇒ σ(L−1AL−T ) = {1, 1− b2}
⇒ cond2(L

−1AL−T ) = 1
1−b2

Für A folgt:

det(A− λI) =

(
1− λ −b
−b 1− λ

)
= (1− λ)2 − b2 = λ2 − 2λ− b2 + 1

Nullstellen: λ1,2 = 1± b, also:

cond2(A) = 1+b
1−b = (1+b)2

1−b2
womit Beweis folgt.

Julian Bergmann, 19.6.2012
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