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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Berechnen Sie für die Matrix (

1 α
α 1

)
, α ∈ (−1, 1),

den Spektralradius von L̃w. Zeigen Sie aufgrund dieses Ergebnisses, dass das SOR-Verfahren genau
dann konvergiert, wenn w ∈ (0, 2).

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit




2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2


 ,




1
0
0
1


 .

Bestimmen Sie den kompatiblen Ordnungsvektor von A, das optimale ωopt ∈ (0, 2) für das SOR-
Verfahren sowie den Spektralradius der Matrix L̃ω des Verfahrens für ωopt.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Zeigen Sie die Korrektheit der folgenden Identitäten:

(a) det L̃ω = (1− ω)n für L̃ω ∈ Rn×n

(b)
(
L̃ω + (ω − 1) I

)2
= ω2B2L̃ω, wobei B die Matrix des Jacobi-Verfahrens ist und

Rn×n 3 A =

(
I −CT

−C I

)
, C ∈ Rp×q, 0 < p, q < n und p+ q = n

gelten.

Abgabe: Dienstag, 18.06.2013, bis 12:15 Uhr in/vor Raum 149 HRZ oder in der Vorlesung.
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1.1 Aufgabe 1

A =

(
1 α

α 1

)
= I − L−R

mit L =

(
0 0

−α 0

)
und

(
0 −α
0 0

)
= R

Nun gilt:

L̃ω = (I − ωL)−1[(1− ω)I + ωR]

=

(
1 0

ωα 1

)−1(
1− ω −ωα

0 1− ω

)

=

(
1 0

−ωα 1

)(
1− ω −ωα

0 1− ω

)

=

(
1− ω −ωα

−ωα(1− ω) ω2α2 + 1− ω

)

charakt. Polynom:

det(λI − L̃ω) = det

(
λ− 1 + ω ωα

ωα(1− ω) λ− 1 + ω − ω2α2

)
= ...

!
= 0

mit NSen: λ1,2 − 1 + ω = ω2α2

2 ± ωα
2

√
ω2α2 + 4(1− ω)

Fallunterscheidung:

α = 0: λ = 1− ω , d.h.|λ| < 1 ⇔ (1− ω) < 1⇔ ω ∈ (0, 2)

D := ω2α2 + 4(1− ω) < 0 Die Glng. ω2α2 + 4(1− ω) = 0 für auf zwei reelle Wurzeln:

ω1,2 = 21±
√

1−α2

α2

es ist ω1 ∈ (0, 2), da offenbar ω1 > 0 und außerdem

21−
√

1−α2

α2 < 2⇒ 1−
√

1− α2 < α2 ⇒ 1− α2 <
√

1− α2

da 0 < 1− α2 < 1 gilt.

Weiter ist aber ω2 ∈ (2,∞), denn

21+
√

1−α2

α2 > 2 ⇒ 1 +
√

1− α2 > α2 ⇒ 1− α2 +
√

1− α2 > 0

Also liegt Fall 2 vor, wenn ω1 < ω < ω2, dann nämlich gilt:

λ1,2 = 1− ω + ω2α2

2 ± iωα2
√
−ω2α2 − 4(1− ω)

Sowie |λ1,2|2 = (1− ω + ω2α2

2 )2 + (ωα2
√
−ω2α2 − 4(1− ω))2

= 1 + ω2 + ω2α2

4 − 2ω + ω2α2 − ω3α2 − ω4α4

2 − ω2α2 + ω3α2

= 1 + ω2 − 2ω = 81− ω92

⇒ %(L̃ω) = |1− ω|
Damit gilt:

%(L̃ω) < 1 ⇒ |1− ω| < 1 ⇒ ω ∈ (0, 2)

D = ω2α2 − 4(1− ω) ≥ 0 Dies ist genau dann der Fall, wenn ω2 ≤ ω ≤ ω1. denn dann sind die Nsen.

λ1,2 = 1
4(ω|α| ±

√
ω2α2 + 4(1− ω)2)

zusammen gilt dann:

λ1 > λ2 ≥ 0, womit %(L̃ω) = λ1 folgt.

Julian Bergmann, 26.6.2012
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Insgesamt gilt.

%(ω̃) =




|1− ω| ω1 < ω < ω2

1
4(ω|α|+

√
ω2α2 + 4(1− ω))2 ω2 ≤ ω ≤ ω1

mit ω1 = 21−
√

1−α2

α2 ∈ (0, 2)

ω2 = 21+
√

1−α2

α2 ∈ (2,∞)

Zur Konvergenz im 3. Fall betrachte

%(L̃ω) < 1⇒ 1
4(ω|α|+

√
ω2α2 + 4(1− ω))2 < 1

⇒ ω|α|+
√
ω2α2 + 4(1− ω) < 2

⇒
√
ω2α2 + 4(1− ω) < 2− ω|α|

was nur möglich ist, wenn 2− ω|α| > 0 ⇒ ω < 2
|α|

Es gilt aber ω2 >
2
|α| , denn

2
√

1+
√

1−α2

α2 > 2
|α|

⇒ 1 +
√

1− α2 > |α|
⇒ 1− |α|+

√
1− α2 > 0

Damit liegt Konvergenz nur im Fall ω ≤ ω1 vor.

Betrachte dazu√
ω2α2 + 4(1− ω) < 2− ω|α| ⇒ ω2α2 + 4− 4ω < 4− 4ω|α|+ ω2α2 ⇒ −ω <
−ω|α|
Mit |α| ∈ (0, 1) gilt aber ω > 0, womit Konvergenz im 3. Fall nur vorliegt, wenn

ω ∈ (0, ω1).

Zusammen gilt: Konvergenz nur mit ω ∈ (0, 2)

1.2 Aufgabe 2

Da A die Gestalt:


∗ ∗ 0 0

∗ ∗ 0

0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗




ist der kompatible Ordnungsvektor




−3/2

−1/2

1/2

3/2




Da A symm. gilt:σ(A) ⊂ R , Z.Z.µ̄ := %(B) < 1

B := H = D−1(L + R) =




1/2 0

1/2

1/2

0 1/2







0 1 0

1 0 1

1 0 1

0 1 0




=




0 1/2 0

1/2 ∗ 1/2

1/2 ∗ 1/2

0 1/2 ∗ 0




⇒ det(B − λI) = ... = λ4 − 3
4λ

2 + 1
16 mit NS

Julian Bergmann, 26.6.2012
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λ1,2,3,4 = ±
√√

3±
√

5
8

Folgt: µ̄ =

√
3+
√

5
8 < 1 Nach Vorlesung

%(L̃ω) > %(L̃ωopt)mitωopt =
2(1−
√

1−µ̄2)

µ̄2
≈ 1.2596

%(L̃ωopt) = ωopt − 1 = 0.2596

1.3 Aufgabe 3

a) det L̃ω = det((D − ωL)−1((1− ω)D + ωR))

= [det(D − ωL)]−1 det([(1− ω)D + ωR])

= det[(1−ω)D+ωR]
det(D−ωL) =

∏n
j=1(1−ω)djj∏n

j=1 djj

b) L̃ω = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωR]

=

(
I 0

−ωC I

)−1(
(1− ω)I ωCT

0 (1− ω)I

)

=

(
I 0

ωc I

)(
(1− ω)I ωCT

0 (1− ω)I

)

(
(1− ω)I ωCT

(1− ω)ωc ω2CCT + (1− ω)I

)

(L̃ω + (ω − 1)I)2 =

(
(1− ω + ω − 1)I ωCT

(1− ω)ωC ω2CCT + (1− ω + ω − 1)I

)

=

(
0 ωCT

(1− ω)ωc ω2CCT

)

= ω2

(
(1− ω)CTC ωCTCCT

(1− ω)ωCCTC (1− ω)CCT + ω2CCTCCT

)

B2L̃ω =

(
CTC 0

0 CCT

)
L̃ω

=

(
(1− ω)CTC ωCTCCT

(1− ω)ωCCTC (1− ω)CCT + ω2CCTCCT

)

⇒ (L̃ω + (ω − 1)I)2 = ω2B2L̃ω

Julian Bergmann, 26.6.2012
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