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Aufgabenblatt 10

Aufgabe 1 (10 Punkte) (a) Zeigen Sie, dass fiir die Bernstein-Grundpolynome folgende Rekursi-
onsbeziehungen gelten (fir n =1,2,...):

Pro(t) = (1 —t)pa_10(t),
pn,u(t> = (]- - t)pn—l,y(t) + tpn—l,u—l(t)7 O<v< n,
pn,n(t) = tpnfl,n71<t)

(b) Bestimmen Sie die Monom-Darstellung des Polynoms
P(t) = 2p470(t) + 3p471(t) + 4]?472 (t) + 5tp373(t).
(¢) Berechnen Sie fiir das Polynom

Q(t) = p3o(t) +3ps1(t) + 2p32(t) + p3a(t)
die Ableitungswerte Q*) (21;) firk=1und k=2

(i) mit Hilfe der Formel fiir die Ableitungen eines Bernstein-Grundpolynoms und

(ii) mit Hilfe der Differentiationsformel fiir Polynome in Bézier-Darstellung.

(d) Berechnen Sie

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Das Polynom P € Il  sei gegeben mit

P(x) := 52" — 32° + 2 + 5z — 2.
(a) Berechnen Sie die Bézier-Darstellung von P.

(b) Bestimmen Sie die Bézier-Punkte des Polynoms P. Skizzieren Sie den Verlauf von P im Intervall
[0, 1] sowie die konvexe Hiille der Bézier-Punkte.

(c) Werten Sie P an den Stellen t = % und ¢ = i mittels des de-Casteljau-Algorithmus aus.

(d) Berechnen Sie die Bézier-Darstellung der ersten und zweiten Ableitung von P und ermitteln
Sie P"(t) fiir t = —1.
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Aufgabe 1
a) Es gilt:
n—1 0 -1 ..
Prolt d—or=-o " a-0m = (1= paro fin
n=1,2,.
Auflerdem:
pnu :< > V(l—t (<n >+<n >)tl/(1_t)n—u
v v—1
—1 _
=(1-1) )t” e B r=1(1 — ¢) (D=1
V_

=1 —t)pp-1,(t) +tpn—1,-1(t) fiir0<v<n, n=2,3,..

-1
sowie ppn(t) = < =t ( 1 ) = tPn—1,n—1(t)
n —

3

3

b) Die Koeffizienten «, der Monomdarstellung.

4
P(t)= > a,t’
v=1

berechnen wir geméif: a,, = AYBy, v=0,..,4
v

Dabei sind die 8, fiir v = 0, ..., 4 die Bézierkoeffizienten des Polynoms.

Nondo’s Peri—Peri—-Sofie ist toll

P(t) = 2pao(t) + 3paa(t) + 4pa2(t) + 5p33(t)
= 2p4,0(t) 4 3pa,1(t) + 4pa2(t) + 5paa(t)
Die auftretenden Dlfferenzen berechnen wir gm. dem folgenden Dreiecksschema:

Bo =2
1
B1=3 0
1 -5
By =4 -5 19
—4 14
B3 =0 9
5
By =5

Damit hat P die Monomdarstellung

P(t):(3)-2+1t1<j>+0t2<3)—55’(3)—1—197&4(1)

= 2+ 4t — 20t3 + 19¢*

Julian Bergmann, 17.7.2012



Numerik 2 - 1 Hausaufgabenbesprechung Blatt 10 17.7.12

_ 2 27
=3 0 (1-3)°"=-%
Desgleichen pl (1) = &, sha(}) =12, pha}) = &
Es ergibt sich
Q(3)=-T5+3%+ 25+ 4 =T
Analog: pyo(3) = =6, pyi(3) =18, piy(5) = —18,
also
Q=18 ¢(h=-%
i) Q'(1)%
Analog: Q"(1) =18
16 . 17 . .
d) XA =F)mrw(z) = A= #)prw(z) =5
v=0 v=0
Aufgabe 2
n
a) Fiir das Polynom P(t) = > a,t”
v=0
ergeben sich die Bézierkoeffizienten 3,
( v
12
I
By = Z 7 N Qv V= 0,....,n
n=0 n
Hier nun ist n=4, damit ag = -2, a1 =5, ag =1, a3 = -3
Bo=ap = —2
Br=ja1+a0=3%
ﬁgz%ag—l-%al—kao:%
ﬂ3:%a3+%a2+%a1+a0:2
By=aq4+a3+ax+a+ay=06
Somit P(t) = 6b4’4(t) + %b374(t) + %5274(75) — %b174(t) — 2b074(t>
b) Die Bézier—Punkte sind gegeben durch

v/n

P, = , v=20,...,n
By

Mit (a) ergibt sich also

pgf:a(i) =6

, a4 = 5. Damit:

(b verm p)

PO:(O’_Q)’P]-:(i’_%)’PQZ(%7%),P3:(3 3)7P4:(1’6)

12

Punkte in Koordsys eintragen und Verbinden. P, und P; verbinden, da sonst

Hiille nicht konvex!

c¢) Algorithmus von Casteljau:

Julian Bergmann, 17.7.2012



Numerik 2 - 1 Hausaufgabenbesprechung Blatt 10 17.7.12 -4 -

g 4 42 .. A

1+ HNt/ V
(1)

(1) (1) 1
éi) Bn 1

\ t
1-t
G
A\ Y
(n)

Dabei kommt heraus fiir ¢t = 1: 1L

2°1

und ¢ = 1: —0.7148423243

Geometrische Auswertung von P an der Stelle %: zunéchst zeichnen wir das
Bézier—Polynom und markieren jew. die Mitten der einzelnen Geradenstiicke.
Anschlielend verbinden wir jew. zwei benachbarte Mittelpunkte; mit den ent-
standenen nerven Geradenstiicken Verfahren wir iterativ genauso. als Naherung

lesen wir ab: P(3) ~ 0.7

d) zur Berechnung der Ableitung benutzen wir
AB,, v=0,...,n—1

N 2 3 6
Al % 17 5 9
12 6 2
1 7 11
A? 5 12 3
Damit folgt: P'(t) = 4 Z AlB,bs,(t)

= 4(5bs0(t) + 15b31(t) + ) 25372( )+ 5b33(t))
= 5()370(75) + 1*32[)371@) + %b;g’g(t) + 18()373(75)
2
P'(t)=4-3 A%B,by, ()
v=0
= 12(kboo(t) — bo,1(t) + Hbaa(t))
= 2b90(t) — Tha1(t) + 44b2 2 (1)
Algorithmus von Casteljau: ... P"(3) = 26

Aufgabe 3

Offenbar ist die Funktion S(¢) in den offenen Intervallen (v,v+1) fiir v =0, ...,3 ein
Polynom und damit beliebig oft stetig dbar.
Um die stetige dbarkeit in den Punkten v = 1, 2,3 zu iiberpriifen, betrachte die fol-

genden Differenzenschemata:

Julian Bergmann, 17.7.2012
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1 1 3 0
1 1 -1 2

0 1 2 1 2 -3 2 4
0 2 —4 6

0 1 4 -3 -2 6 9 —6
1 —1 2 0

1 3 0 8

1. Intervall: 2. Intervall 3. Intervall 4. Intervall

Hier bei gilt: untere diagonale links und obere rechts in den Blocken miissen iiber-

einstimmen.

zub: S € C%(]0,3])
S e CH([3,4])
S ¢ C%([0,4]) , S e CY([0,4]).

Julian Bergmann, 17.7.2012
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