8 Ubungen zu Mathematik fiir Physiker zum Dienstag, den 24.11.2009

8.1

8.2

a)

f:(0,00) = R, f(x) =1 ist stetig auf (0,00), da ein Funktionswert eines = durch
ein zu diesem z beliebig nahem =z ebenfalls beliebig nahe zu dessen Funktionswert
f(zo) steht. Also VYazg € (0,00) 36 > 0 Ve > 0 Vz € (0,00), |zg — 2| < 0 :
[f (@) = f(xo)| <e.

Die Funktion ist allerdings nicht gleichmdf$ig stetig, da je weiter man fiir x — 0
zwei Punkte & und zg mit einem Abstand kleiner als § wéhlt, desto grofler der
Abstand der beiden Funktionswerte wird. Damit wire der Abstand nicht mehr
unbedingt grofler als ein vorgegebenes €. Somit gilt hier nicht mehr, dass Ve >
036 >0Vz,zg € (0,00), |z —a0| <d: |f(x) = fmo)| <e.

fR—=R, f(z) = ﬁ ist stetig auf R, da ein Funktionswert eines z durch ein zu
diesem z beliebig nahem x( ebenfalls beliebig nahe zu dessen Funktionswert f(xg)
steht. Also Vxg € (0,00) 36 > 0Ve > 0V € (0,00), |zo—z| <0 :|f(z)— f(zo)| <
€.

Die Funktion ist auch gleichmdfig stetig, da z.B. fiir § = 2 gilt: Ve > 0 Vo, z¢ €
(0,00), |z —mo| <2: [f(x) — f(zo)| <&
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8.3

Da es zu jedem x ¢ Q min. ein g € Q gibt, wofiir gilt Ve > 0: |z — x¢| < &, allerdings
|f(x) — f(zo)| = 1, ist die Funktion in allen Punkten unstetig.

flo beschrénkt sich auf die rationalen Zahlen, wodurch fiir den Definitionsbereich und
somit fiir die Stetigkeit gilt, dass jeder zu z € Q, f(z) = 1 beliebig nahe Funktionswert
ebenfalls Element von Q ist, also 29 € Q, f(xg) = 1. Dadurch entsteht auf dem
Definitionsbereich mit der Funktion f eine Konstante f(x) = 1. Nach der Definition
der Stetigkeit ist durch V6 > 0 : |f(z) — f(z0)] =0 < § also Vzg € (0,00) 3§ > 0 Ve >
0Vz e (0,00), |[xog—z| <d:|f(z)— f(zo)| < e erfiillt.

Selbes gilt fiir f|g\q, da hier aus oben genannten Grund fiir die Einschrinkung auf die
irrationalen zahlen die Konstante f(z) = 0 entsteht.

8.4
1) > 217 = Quotientenkriterium:
B - o A LT
= konvergent!
2) ]%' = Quotientenkriterium:

G+D! i GG G g .. o
(jil)]*l i jf(]il)jﬂ = j!éjl)(jil)j = (jil)ﬂ' < 1 (da Nenner grofler als Zihler)
= konvergent!

3) Jj—; = Mayorantenkriterium:
Vi :sqrt(j+1)—sqrt(j) > % > % = % > j ist divergent. Nach Mayorantenkrite-
rium ist dadurch, dass der Minorant % divergent ist, auch /7 + 1 —+/j divergent.
= divergent!
j2
4) > (JL) = Wurzelkriterium:
7 #? j
fie) )"~
J+1 J+1 JH+1
. J
lim; o sup(H;) =1—-e<1
= konvergent!
8.5

a) Eine Basis von C3 konnen 4 Vektoren aus K? niemals bilden, da sie dafiir ein
minimales Erzeugendensystem bilden miissten und dieses in der Anzahl der er-
zeugenden Vektoren gleich dim(C?) = 3 sein miissten. Folglich ist mindestens ein
Vektor der 4 durch die anderen 3 Vektoren darstellbar und damit sind die 4 Vek-
toren nicht mehr linear unabhéngig. Dadurch ergibt sich, dass sie kein minimales
Erzeugendensystem bilden und somit keine Basis von C? sind.

Um ein Erzeugendensystem von C? zu bilden, miissen 3 der 4 Vektoren linear
unabhéngig sein.
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b)
8.6

b)

a)
8.7

b)

= Es ex. eine eindeutige Losung, somit ist v4 durch eine Linearkombination der
3 anderen Vektoren darstellbar.

1 1—3| 142 1 1 1 1 1 1
244 33—t (243 | ~]| 24+ 3 |242 | ~]| -1+ 0| —-1+424¢
l 1—3| 142 l 1—7| 142 -1+ 0 0

= Es ex. keine Losung, somit sind vy, v9, wvs linear unabhingig. Da sie die
groBtmaogliche Anzahl an linear unabhingigen Vektoren im C3-Raum bilden, sind
Sie ein Erzeugendensystem von C?

= KErzeugendensystem, keine Basis

Da die Vektoren ein Erzeugendensystem von C? bilden, spannen Sie dementspre-
chend auch einen 3-Dimensionalen Raum auf,

weswegen dimgspan{vi,...,vq} = 3

Alle Pauli-Matrizen haben jeweils 2 Elemente = 0 und 2 Elemente # 0. Aufler-
dem hat Matrix e und o, ihre 0-Elemente in den selben Indizes. Da aber fiir die
restlichen Elemente gilt, dass eines identisch und eines die Negierung des anderen
Wertes ist, konnen diese Matrizen sich nicht gegenseitig darstellen. selbes gilt fiir
die Matrizen o, und o,. Da auflerdem gilt, dass e;; - 04;; = Oyij* Ozij = 0 kann
keine Matrix aus den 4 Matrizen durch eine Linearkombination der 3 anderen
dargestellt werden. Folglich sind die 4 Matrizen linear unabhéngig. Da Sie damit
die groBtmsgliche Anzahl an linear unabhingigen Matrizen im C?*2-Raum bilden,
sind Sie ein minimales Erzeugendensystem dieses Raumes und damit dessen Basis.

Da fiir b) gezeigt wurde, dass die Pauli-Matrizen eine Basis fiir C2*? darstellen,
sind Sie eine mogliche Antwort auf diese Teilaufgabe.

Eine weitere mogliche Basis wére

(i) (0a) = () (0)

00 0o J

> a_jp~j konvergiert, da nach Analysis-Skript 7.9 die Reihe ) (é) fiirn > 1

j=1 J=1

konvergiert und der vorfaktor a_; ja ein Element von {0, ...,p — 1} sein muss und

dementsprechend im grofitmdoglichen Fall a_; = p—1 die Reihe wiefolgt verédndern
o0 o0

wiirde Y 221 = 2
=" =

Lo+ Z%, was immer noch konvergieren wiirde.

pj

a; ist in der entgiiltigen konvertierten Zahl nicht eindeutig, da man an maxa; zwar
alle Zahlensystem ausschlieBen konnte, bei denen p < mazxa;, jedoch kénnten
dennoch alle {ibrigen Zahlensysteme zutreffen. z.B. ist die Zahl 123 zwar kein
Element der Zahlensysteme mit p = 2 oder p = 3, jedoch kann die Zahl als
Element des Zahlensystems p = 4 oder p = 27 verstanden werden. Der Wert der
Zahl wiirde sich dabei aber éndern! Dadurch ist die a; ohne Angabe von p immer
mehrdeutig.
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