Grundlagen der Mechanik und Elektrodynamik (SS 2007)

Losungsvorschlige zur Klausur

Aufgabe 1: Energiebilanz mit Reibung

(a) Es gilt:
F=-VV
(b) Fiir die Kréftebilanz gilt:
mil = -5 = VV
T
= mi+VV =—¢
T
= mT-G+T-VV = -5
T

Mit 02 = 27 ¢ und & = &Vdz | %% + 9L — . VV ergibt sich:
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Aufgabe 2: Perle auf einem rotierenden Draht

(a) Es gilt:

(b) Geeignete generalisierte Koordinaten sind Polarkoordinaten:

L (x\ _ [rcos(¢)
"= y)  \rsin(9)
Die Zwangsbedingung ist ng = w = const = ¢ = wt. Damit folgt:
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(c) Fiir die kinetische Energie T' gilt:

T = %(:&2 + %)

s (r cos(wt) — rw sin(wt))

7sin(wt) + rw cos(wt)

[(7 cos(wt) — rwsin(wt))? + (7 sin(wt) + rw cos(wt))?]
% cos®(wt) — 2riw sin(wt) cos(wt) + rw? sin®(wt) + 72 sin®(wt)

+2riw sin(wt) cos(wt) + r*w? cos®(wt)]

) 2 (cos? (wt) + sin®(wt)) + r*w?(cos? (wt) + sin®(wt))
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Fiir die potentielle Energie V' gilt:
V=0

Damit folgt fiir die Lagrangefunktion:
1
L=T-V = §m(7'"2 + w?r?)

(d) Es gilt:

g d (O1) L
Codt \ or or
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= —(mr) — mwr

dt
= mi' — mw?r
Fiir die Bewegungsgleichung folgt also:
P —w?r =0
(e) Um zu zeigen, dass der Ansatz die Bewegungsgleichung 16st, wird dieser in die

Bewegungsgleichung eingesetzt. Es gilt:

r = Aexp(wt) + Bexp(—wt)
= 7 =wAexp(wt) — wBexp(—wt)
= 7 =w’Aexp(wt) + w’Bexp(—wt) = wr



Damit folgt:

P —w'r =wr —wlr =0
Der Ansatz 16st also die Bewegungsgleichung
Mit den Anfangsbedingungen folgt:

rt=0)=A+B=nm
rt=0)=wA—-—wB=0

= A=18B
= 214:7"0

2
Damit folgt:

r(t) = —

20 (exp(wt) + exp(—wt))
= ro cosh(wt)

Aufgabe 3: Der Trégheitstensor eines Wiirfels
(a) Es gilt:

](S /dV pli8i; — rir;]
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m[C_LQ(;ij — CLZ‘CL]']
(b) Das Volumenelement lautet dV = dxdydz und fiir das Volumen gilt V' = b3. Damit
folgt fiir die Dichte:
m _m
P=vV =,
Aufgrund der Symmetrie miissen die Diagonalelemente des Tragheitstensors gleich
sein. Es gilt:
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Die iibrigen Elemente des Tensors sind Null. Dies soll an Hand des Elements I
gezeigt werden:

Iff_/dvp( ):/dx/dy/dz——
dm/dbe (~27)

Damit lautet der Tragheitstensor:
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(¢) Mit dem Steinerschen Satz und dem Verschiebungsvektor @ = 2é, — 2¢, folgt:
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Aufgabe 4: Der Kugelkondensator

(a) Es gilt:
v.F="
€0
VxE=0

(b) Aufgrund der Kugelsymmetrie gilt fiir das elektrische Feld:

E(r) = E(r)e;
Es gilt der Gauische Satz:

Qg“ /d E j{daE

s
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Gauflscher Satz

Das Fldchenelement in Kugelkoordinaten lautet:
dd = r?sin(6)dfdg é,

Fiir das elektrische Feld fiir » < R; folgt mit Qges = O:

Ozjgda E /d@/d¢r sin(0)E(r)é, - é,

= / do / do r?sin(0)E(r)

= 4nr?E(r)
Damit folgt:
= E(r)=0 ; T<R;

Fiir das elektrische Feld fiir R; < r < R, folgt mit Qges = Q;:

@ _ 4 E(r)
€0
Damit folgt:
1 Qi
E = — N Rl Ra
= (r) P : <r<

Fiir das elektrische Feld fiir » > R, folgt mit Qges = Qi + Quq:
Qi + Qa

€0

= 47r*E(r)



Damit folgt:
1 7 a
5 Br)=-L @te

ey 12

. r>R,

Zusammengefasst ergibt sich also fiir das elektrische Feld:

0 r < R;
E(r) = 47360%57« R, <r <R,
477150 Qi;FQQa é; r> Ra

(c) Fiir die Potentialdifferenz zwischen den Kugelschalen ergibt sich aus dem Weginte-

gral:
R; R; L0
U:—/df E:—/drE(r):—/drlmgoﬁ
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__ Lo fi
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w2 (%)
Damit folgt fiir die Kapazitét:
. Ql . Qz B 47TEO — A RlRa
U T 1 -1 TR R
47T1€0 Qi (R% o R%J Ri  Ra

Aufgabe 5: Das Magnetfeld einer kreisformigen Leiterschleife
(a) Es gilt:

g(a:_@[%(vf—f”)xdf’

P

(b) Da entlang des Rings integriert werden muss und das magnetische Feld entlang der
z-Achse bestimmt werden soll, muss gelten:

0
r=10
z
R cos(9)
7 = [ Rsin(¢)
0
—Rsin(¢)
di = | Rcos(¢) | do
0



—Rcos(¢)
= -7 = (Rsin(¢))

z

= |[F—7|= \/R2 cos?(p) + R2sin?(¢) + 22 = VR2 + 22

—Rcos(¢) —Rsin(9)
= (F—7)xdf = —Rsin(¢) | x | Rcos(¢) | do
z 0
—2zR cos(¢)

= ( —zRsin(¢) ) do
—R?%cos?(¢) — R%sin’(¢)

2R cos(¢)
= — | zRsin(¢) | do
RQ

Damit folgt fiir das magnetische Feld B(z):
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Blz) = —HoL [ 4 (1) (mm(@) !
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Aufgabe 6: Die inhomogenen Wellengleichungen

(a) Es gilt:
v.F-L
€0
ﬁXE‘:—ﬁtB’
V-B=0



(b) (i) Anwendung der Rotation auf Gleichung (2) liefert:

=
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Vx(VxE)=V(V-E)-V?E=—-Vp—-V?E=-0, (VxDB)

=poj+ C%atﬁ
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Damit folgt:
=2 73 L o z =
—VE+ S0 E = —pugoy — —Vp
C €0
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= V?E - gafE = 1100:] + 5vp

(ii) Anwendung der Rotation auf Gleichung (4) liefert:

- — o =
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Vx(VXxB)=V(V-B)=V’B=-V’B=(V xj)+ =0 (VxE)
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= po(V x j) — gatB
Damit folgt:
S05 LR =5 7
-V B—I—;@tB:,uo(V X 7)



