Prof. Mosel Wintersemester 2007 /2008
Ubungen zu “Mathematische Methoden der Physik”

Losungen zu den Prasenzaufgaben fiir den 22.10.2007

P1-Losung.
(a) Der Betrag eines Vektors A = A,€, + Ayey + A€, ist im allgemeinen gegeben durch:

A= A= /A2 + A2+ A2 . (1)

Somit erhalten wir fiir die hier angegebenen Vektoren:

a = V12+22+32=14
Bl=b = J(-1)2+22+12=16

d=c = /52 +(-22+32=V38 . (2)

(b) Das Skalarprodukt (auch Inneres Produkt genannt) zweier Vektoren A = A,é, + Ayey +

A,€, und B = B,ée; + Byé, + B.é,, ausgedriickt durch A- E, ist die Zahl A - B =
|A||B|cos(A, B), und kann wie folgt berechnet werden:

A-B=A,B, +A,B, +A,B, . (3)

Das Vektorprodukt (auch Ausseres Produkt genannt) zweier Vektoren A = A, ¢, +A,€e,+
A,e, und B = B.e, + Bye, + B.e., ist derjenige Vektor C = Ax é, der folgende
Eigenschaften besitzt:

Sein Betrag ist |A||B|sin(A, B)

Seine Richtung ist senkrecht auf Aund B

A, B, C bilden ein Rechtssystem. . (4)
Das Vektorprodukt kann wie folgt berechnet werden:
AyB, — A.B,
AxB=| A,B,— A.B, . (5)
AyBy — AyB,
oder
Ax B=(A,B, — A.B,)é, + (A.B, — A, B.)é, + (A4.B, — A,B,)e. .  (6)

Fiir die in dieser Aufgabe angegebenen Vektoren haben wir also

-

b 1-(=1)+2-24+3-1=6

¢ = 1.542-(-2)+3-3=10

) 2.3-1-(-2) 8 1

bx o = 1-5—(-1)-3 |=| 8 |=8] 1 . (7)

(—1)-(=2)—2-5 —8 ~1



(c) Mit Hilfe der Ergebnisse aus Teil (b) kann man nun die angegebene allgemeine Rela-
tion verifizieren, indem man die linke und rechte Seite dieser Relation berechnet. Die
Auswertung der linken Seite ergibt:

1 1
x (bxac) = 2 x8| 1
3 -1
2. (— 1) ~3-1 -5 —40
= 8| 3-1-1-(-1) |=8] 4 |=]| 32 . (8)
1-1-2-1 -1 -8
Die Auswertung der rechten Seite ergibt:
-1 5
b(@-c¢)—c@-b) = 2 — -2 |6
1 3
—10 30 40
= 20 — —12 = 32
10 18 -8

Somit haben wir die algemeine Relation @ x (b x &) = b(@ - &) — &a - b) anhand der hier
angegebenen Vektoren bewiesen.

P2-Loésung.

(a) Orthogonalitét heifit: a - b=0,also:@-b=1(=2)+2-4+3-(=2) = 0. Die beiden
Vektoren @ und b sind orthogonal.

(b) Gesucht ist hier ein Vektor ¢ = (cz, ¢y, c¢) fiir den gilt: @- ¢ = 0 und b-¢=0, woraus
sich zwei Gleichungen mit 3 Unbekannten ergeben:
Cx+2¢y +3c, =0
—2¢; +4¢y —2¢, =0 . 9)
Ein Unbekannter ist frei wihlbar. Die Wahl ¢, = 4 ergibt:
4+ 2cy+3c, =0 (10)
—8+4+4cy —2c, =0 . (11)

Multiplikation der Glg. (10) mit 2 und deren Subtraktion von der Glg. (11) ergibt:
= —2 und ¢, = 1. Der Gesuchte Vektor ist also: ¢ = (4, 1, — 2), der orthogonal auf
@ und b ist.

—

(c) Gesucht sind also die Vektoren A, B , c , fir die gilt:

. d = b . ¢
A = TS B . C iy 5 (12)
I 1b)| |c]



denn die so deﬁnlerten Vektoren A B C haben den Betrag 1 und zeigen sie jeweils in
Richtung von d, b ¢. Man muf} also nur noch die Betréige von d, b ¢ berechnen, um
das Ergebnis anzugeben:

@ = V12+224+32=V14
B = (-2)2+ 42+ (-22 =V
@ = 2124 (-22=V2D | (13)

Das Ergebnis lautet also:

C = (14)

b
= 5

P3-Lésung. Laut Definition miissen EH und 58 senkrecht zueinander stehen, was hier als
erstes zu iiberpriifen ist:

g, = [ﬁ(zéﬁ)] ' lﬁx (fzx 5)] _ % (@@ a)] - [a x G x @) (15)
= L [6-aa (5@ o) -at-a)] (16)
= S [6-aa@-ha a -G aa aca) (17)

1 o R

G-a?-@E-a?=0 . (8
e Beim Schritt (15) wurden die beiden Vektoren einfach eingesetzt und Assoziativitéit des

Skalarproduktes benutzt.

e Beim Schritt (16) wurde oA = Aa, o € R benutzt, mit a = (b- @) (die skalare
Multiplikation zweier Vektoren ergibt eine Zahl!). Weiterhin wurde der allgememe Ent-
wicklungssatz fiir das 3-fache Vektorprodukt @ x (b x &) = b(@ - &) — @@ - b) mit der
Ersetzung ¢ — d benutzt, sowie die Kommutativitit des Skalarproduktes (a - b=b- a).

e Beim Schritt (17) wurden das Distributiv- und Assoziativgesetz angewandt, d.h. skalare
Multiplikation des Vektors (b - @)d jeweils mit den Vektoren b(a - @) und @(b - @).

e Beim letzten Schritt (18) wurde der Betrag (@-a@) = |@|?> = a? (dies ist eine Zahl!) aus der
eckigen Klammer ausgezogen, und die Kommutativitdt des Skalarproduktes benutzt.

Nach dem gleichem Muster werden die Ausdriicke a - 5||, a- ES, Z_;H + by ausgewertet:

e Auswertung von @ - by:

Das Ergebnis ist also die iibliche Projektion eines Vektors auf einen anderen.



-

e Auswertung von @ - b:

i-by = 5-7“(;2“)
L T
= ga-[b(a-a)—a(b-a)}
Lrs e o = = =
= g[(a- )(a'a)—a-a(b-a)}zo . (20)

Das Ergebnis ist plausibel, denn per Definition steht der Vektor b, senkrecht auf den
Vektor a, also das Skalarprodukt zwischen bs und @ mufy Null ergeben.

e Auswertung von I;H + 58:

- o alb-a) dx(bxa)
b||+bs = a2 + )
L. & Do o o
= g[a(b a)+(b(a'a)—a(b a))}
1>, . =-(@a -ada -



