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10.1

f : D → C, x0 ∈ D0 = {x ∈ D|∃ε > 0 : B(x, ε) ⊆ D}
Dann ist äquivalent

0) f ist diffbar in x0. (d.h. f(x)−f(x0)
x−x0

−→
x→ x0

f ′(x0) ∈ C

1) ∃α ∈ C|∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ B(x0, δ) : |f(x)− f(x0)− α(x− x0)| ≤ ε|x− x0|
2) ∃δ > 0, α ∈ C, r : B(x0, δ) → C stetig|r(x0) = 0 ∧ f(x) = f(x0) + α)x − x0) +

r(x)(x− x0) ∀x ∈ B(x0, δ)

Beweis:

(0)⇒ (1):

Sei α := f ′(x0)⇒ f(x)−f(x0)
x−x0

− f ′(x0) =
f(x)− f(x0)− α(x− x0)

x− x0︸ ︷︷ ︸
I(x)

→ 0

∀ε > 0∃δ > 0||I(x)| < ε ∀x ∈ D||x− x0| < δ

⇒ |f(x)− f(x0)− α(x− x0)| = |I(x)||x− x0| < ε|x− x0| ∀|x− x0| < δ

(1)⇒ (2):

Def: r : D → C : r(x) =

{
f(x)−f(x0)−α(x−x0)

x−x0
x 6= x0

0 ∀x = x0

Zu zeigen: r stetig in x0: Sei ε > 0, nach (1 ∃δ > 0|∀x 6= x0, |x− x0| < δ.

∀x 6= x0 ⇒ |r(x)| = |f(x)−f(x0)α(x−x0)|
|x−x0| < ε |x−x0|

|x−x0| = ε⇒ r(x)→ 0 (x→ x0) für
ε > 0 beliebig.

d.h. r ist stetig in x0 und damit in einer δ-Umgebung von x0

(2)⇒(0): Betrachte
f(x)−f(x0)

x−x0
= f(x)−f(x0)−α(x−x0)

x−x0
+ α = r(x)(x−x0)

x−x0
+ α −→

x→ x0

α+ r(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

⇒ f diffbar in x0 |f ′(x0) = α

10.2

a) fn stetig in D ⊆ C ∧ fn
glm−→ f stetig in D.

Beweis:

Sei ε > 0, x ∈ D ⇒ ∃n0(ε)||fn(x)− f(x)| < ε
3 ∀x ∈ D, n ≥ n0(ε)

Da fn0 stetig in x0 ⇒ ∃δ(ε) > 0||fn0(x)− fn0(x0)| < ε
3 ∀x ∈ B(x0, δ)

⇒ |f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn0(x)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

+ |fn0(x)− fn0(x0)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

+ |fn0(x0)− f(x0)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

< ε

b) fn : [0, 1]→ R : fn(x) = e−nx
2
.

∀x > 0: fn(x) = e−nx
2 −→
n→∞

0

für x = 0 : fn(0) = 1 −→
n→∞

1
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Da fn −→
n→∞

=

{
1 ∀x = 0
0 ∀x 6= 0

⇒ fn nicht glm konvergent, dann wäre fn
glm−→ f

⇒ f stetig (Widerspruch, da fn −→
n→∞

=

{
1 ∀x = 0
0 ∀x 6= 0

nicht stetig).

c) fn : R→ R : fn(x) = 1

1+(x− n)2︸ ︷︷ ︸
→∞

fn(x) = f0(x− n)

fn(x)→ 0 (n→∞)∀x ∈ R
aber fn(n) = f0(0) = 1 6→ 0⇒ fn nicht glm konv.

10.3

a) f : (0,∞)→ R : f(x) = sin( 1
x)

Behandle xn = 1
2πn+π

2
> 0, yn = 1

2πn+ 3π
2

> 0

⇒ x1 − y1 → 0 aber f(xn) = 1, f(yn) = −1⇒ |f(xn)− f(yn)| = 2 6→ 0

∀ε > 0∃δ > 0||f(x)− f(y)| < ε ∀|x− y| < δ

6↔ ∃ε > 0∀δ > 0∃x, y||x− y| < δ ∧ |f(x)− f(y)| ≥ ε
Für ε = 1, ∀δ > 0∃n0(δ)|xn − yn| < δ ∀n ≥ n0 aber |f(xn)− f(yn)| = 2 > 1 = ε

b) sin : R→ R ist glm st, denn sin ist 2π periodisch und stetig

⇒ sin glm st auf [0, 2π]

⇒ sin glm st auf R
oder:

|sin(x+ δ)− sin(x)| = |sin(x)cos(δ) + cos(x)sin(δ)− sin(x)|
≤ |sin(x)||cos(δ)− 1|+ |cos(x)||sin(δ)|
≤ |cos(δ)− 1|+ |sin(δ)| −→

δ → 0
0

| 1x −
1
y | =

|x−y|
|x||y| ≤ |x− y|, da x, y ≥ 1

⇒ ∀ε > 0∃δ > 0||sin(u)− sin(v)| < ε ∀|u− v| < δ

⇒ | 1x −
1
y | ≤ |x− y| ≤ δ

⇒ |sin( 1
x)− sin( 1

y )| < ε ∀|x− y| < ε

10.4

leicht

10.5

V (x1, ..., xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2

. . . . .

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Beh.: V (x, ..., xn) =

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi) =
n∏
i=1

n∏
j=i+1

(xj − xi)

Beweis per Induktion
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n = 1 : V (x1) = 1 =
∏
0

(xj − xi); n = 2 : V (x1, x2) = x2 − x1 =
∏

i=1, j=2
(xj − xi)

Betrachte f(x) := V (x, x2, ..., xn)

⇒ (∀i > 1) f(xi) = V (x1, x2, ..., xn) = 0 (da zwei gleiche Spalten),

f ist Polynom vom Grad n-1.

⇒ f(x) = a0(x2, x3, ..., xn)
n∏
i=2

(xi − x)⇒ f(0) =
n∏
i=2

xi · a0(x2, ..., xn)

V (0, x2, ..., xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · · 0
1 x2 x2

2 · · · xn−1
2

. . . . .

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 x2

2 x3
2 · · · xn−1

2

x3 x2
3 x3

3 · · · xn−1
3

. . . . .

xn x2
n x3

n · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=2

xi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x2 x2

2 · · · xn−2
2

1 x3 x2
3 · · · xn−2

3

. . . . .

1 xn x2
n · · · xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
V (x2,...,xn)

⇒ V (x1, ..., xn) =
n∏
i=2

(xi − x1) · V (x2, ..., xn)

=
n∏
j=2

(xj − xi) ·
n−1∏
i=2

n∏
j=i+1

(xj − xi)

=
n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

(xj − xi)
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