11 Ubungen zu Mathematik fiir Physiker zum Dienstag, den 26.1.2010
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= |z| < 1 konvergent, |z| > 1 divergent.

Fiir x=1, also Z(—l)n%rl gilt Leibniz-Kriterium:) " (—1)"a,, konvergiert. Also kon-
vergiert Reihe auch fiir x=1

Fiir x=-1, also Z(—l)Q"Hn%rl =—-> n%rl gilt die Divergenz der harmonischen
Reihe: Z% divergent. Also divergiert Reihe auch fiir x=-1.

Somit konvergiert Reihe fiir —1 < z < 1 und divergiert fiir z < —1 und = > 1.
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11.4

Es gilt U C V (mit V Vektorraum tiber K) ist Unterraum, wenn gilt:
a) Va,beU:a+beU
b) VacUceK:c-acU

ail a2 a3 - Glp b1 bi2 b1z -+ bip
a2 @22 A3 -+ A2p bi2 bao bz -+ bay,
a) | @13 a23 azz .- azn | 4| b1z b2z b3z - bsn
Aln A2n Q3pn ° - bnn bln b2n b3n bnn
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a1 +b11 a2 +bi2 aiz+biz - aip + by

a1z + b2 aga + b azz +baz -+ ag, +bopy
— | a1z +bi3 a3 +b3 aszz3+bsz - az, + b3,
aip + bln agn + b2n agn + b3n crr App T bnn

Das ist auch symmetrische Matriz.

ailp a2 aiz - Qin c-ai;p €-a12 €-ai3 -+ C-Qin
a2 a22 a23 -+ a2p C-a12 €C-0a22 €C-Aa23 - C-Q2pn
b) c- aiz a23 asz -+ a3n = c-ai3 €-a23 €-Aazz -+ C-Qa3n
Q1p G2n A3n ° - Anp C-Qlp C-G2n C-QA3n '+ C:Qpn

Ebenfalls symmetrische Matrix

Dimension:

11.5

Eine Basis fiir den Vektorraum K™ " wiren n? Matrizen, bei denen jede

jeweils eine 1 an einer anderen stelle besitzt und sonst 0. Ein Beispiel einer
000---0
0

010 ---
dieser n2 Matrizen wire | 0 0 0 --- 0

000---0
Bei symmetrischen Matrizen, sind die Elemente des Elementareals unterhalb
der Diagonalen gleich derjenigen oberhalb der Diagonalen, also an der Diago-
nalen gespiegelt. Somit kann man die Menge der Matrizen der Basis zu K"*",
die nur den Bereich oberhalb der Diagonalen erstellen kénnen ebenfalls an
der Diagonalen spiegeln und jene, die an der Stelle des nun entstandenen FEe-
mentes ungleich 0 bereits ein Element ungleich 0 haben, entfernen, um nun
nur noch symmetrische Matrizen erstellen zu kénnen. Veranschaulicht gelangt

0010---0
0000 0
1000 ---0
man nun zu Matrizen der Form 0000 ---0
oo 0
0000 ---0

Folglich miissen die Matrizen, die die Diagonale erstellen, iibernommen wer-
den, die Matrizen fiir Elemente iiber der Diagonalen veréndert (gespiegelt an
Diagonalen) und die Matrizen fiir Elemente unter der Diagonalen entfernt
werden. Also halbiert sich die Anzahl der Matrizen fiir Elemente aulerhalb
der Diagonalen.

Somit hat die neue Basis fiir symmetrische Matrizen ”25 ™ + n Matrizen. Da
diese Matrizen so konzipiert sind, da an der Position des 1-Elementes in einer
beliebigen Matrix aus der Basis in allen anderen Matrizen eine 0 steht, sind
sie linear unabhéngig und somit Basis. Damit sei auch die Dimension des

. . 2_
Unterraums der symmetrischen Matrizen 5" + n.

Angenommen: V sei aufgespannt durch (1,0,0,0) und (0, 1,0,0).

Beweis:

I: la+ 3b+ 1lc+ 0d =0

0 2a+  4b+ Oc+ 1d =0
II7: —la+ 0Ob+ Oc+ 0d =0
IV : 3a+ 16+ Oc+ 0d =0

Julian Bergmann
Florian Greiner

Timo Grosch
Julia Welsch

26. Januar 2010

2/ 3



= Aus III folgt: a=0. Mit a=0 und IV folgt: b=0. Aus I und a=0 und b=0 folgt c=0.
Mit a=b=0 und II folgt d=0. also a=b=c=d=0 als einzige Lésung des LGS.

Somit sind die 4 Vektoren linear unabhingig, also Basis von R* und V & U = R*.
Angenommen: W sei aufgespannt durch (0,0, 1,0) und (0,0,0,1)

I: la+ 3b+ Olc+ 0d =0

II: 2a+ 4b+ Oc+ O0d =0

IIT: —la+ O0b+ 1lc+ 0Od =0

IV : 3a+ 1b+ 0Oc+ 1d =0

= Aus III folgt a=c. Aus I folgt a=-3b. Aus II folgt a=-2b. Mit II und I folgt also

-3b=-2b. Also b=0. Aus I und b=0 folgt also a=0 und mit III dann auch c¢=0. Mit
a=b=c=0 folgt mit IV dann d=0.

Beweis:

Somit sind die 4 Vektoren linear unabhingig, also Basis von R* und V @ U.

11.6

i) Der Rang von A sind die linear unabhéngigen Spalten. Da hier die 1. Spalte die
2. und die 3. erzeugen kann, ist hier rang(A) = 2

ii) Kern(A): Menge der Vektoren, die mit A auf 0 abgebildet werden.

1234 il
Daher A-z=0:| 2467 *l=(000)
1235 3
X4
I: r1 +2x9 +3zx3 +4z4 =0
= II: 2x1 +4xy +6x3 +T7x4 =0
II71: =y 42z +3x3 +dry =0
:>III—12:L’4:0 :>£C1:—21’2—3JZ3
—2x9 — 3x3 —2x9 —3z3 -2 -3
- = xI9 . T2 + 0 — 1 +x 0
- 3 - 0 zs || o o1
0 0 0 0 0

Da alle Vektoren, mit denen A auf 0 abbildet, durch eine Linerakombination von
2 linear unabhéngigen Vektoren darstellbar sind, wird der Vektorraum, der diese
Vektoren darstellt durch diese beiden Vektoren aufgespannt. Daher ist die Dimen-

sion dieses Vektorraums, also Dim(Kern(A)) = 2

iii) Da Kern(A) wie in ii) gezeigt von 2 Vektoren aufgespannt wird, sind diese eine

) -3
Basis zu Kern(A). Folgliche Losung: L (1)
0 0
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