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4.1

a) M Umg. von x⇒ ∃δ > 0 : B(x, δ) ⊂ M̃ ⇒ x ∈ int(M)
Falls x ∈ int(M), so ex. δ > 0 : B(x, δ) ⊂ M.

Setze M̃ := B(x, δ), M̃ offen, x ∈ M̃ ⊂M
b) M = M ∪ {0, y)| − 1 ≤ y ≤ 1}

Bew:
”
⊂“ Sei (x, y) ∈M . Dann ex. Folge((xm, ym)) in M mit xn → x, yn → y

Es ist xn ∈ (0, 1], yn ∈ sin( 1
xn

), f,a,n∈ N.

Falls x 6= 0, folgt ( Grenzen: y = lim yn = lim sin( 1
xn

) = sin( 1x)

und x ∈ (0, 1], also (x, y) ∈M
Falls x = 0, so wegen yn ∈ [−1, 1] auch y ∈ [−1, 1]

”
⊃“ M ⊂M klar.

Sei y ∈ [−1, 1]. Z.z. ist: Es ex. ((xn, yn)) ⊂M . (xn, yn)→ (0, y)
Setze xn := 1

arcsin(y)+2πn , yn := sin( 1
xn

).

Dann (xn, yn) ∈M, xn → 0, yn = y

4.2

a)
”
⇒“ Sei f st. bei x0, i ∈ {1, ...,m}, ε > 0.

Es ex. δ > 0 mit:
∀x ∈M, ||x− x0|| < δ : ||f(x)− f(x0)||∞︸ ︷︷ ︸

max
j=1,...,n

|fj(x)−fj(x0)|

< ε

insbes. |fi(x)− fi(x0)| < ε, falls x ∈M, ||x− x0|| < δ
Also f st. bei x0.

”
⇐“Seien alle fi st. bei x0, i = 1, ...,m

Sei ε > 0. Zu i ∈ {1, ...,m} ex. δi > 0 mit ∀x ∈M, ||x−x0|| < δi : |fi(x)−fi(x0)| < ε
Setze δ := min

i=1,...,m
δi > 0. Für x ∈M, ||x− x0|| < δ gilt:

∀i ∈ {1, ...,m} : |fi(x)− fi(x0)| < ε, also ||f(x)− f(x0)||∞ < ε
Also f bei x0 st.

b) f : Rn → Rm, f st↔ ∀U ⊂ Rm off.:f−1(U) ⊂ Rn off. (*)
Beweis:

”
⇒“ Sei f st. und U ⊂ Rm off.

Sei x ∈ f−1(U) und y := f(x), also y ∈ U .
Da U off, ex ε > 0 mit B(y, ε) ⊂ U .
Da f st. bei x, existiert δ > 0 mit f(B(x, δ)) ⊂ B(y, ε) ⊂ U
Also B(x, δ) ⊂ f−1(U). Somit f−1(U) offen.

”
⇐“ Gelte (*). Sei x ∈ Rn und y = f(x). Sei ε > 0.

Dann B(y, ε) ⊂ Rm off., also wegen (*):f−1(B(y, ε)) offen in R
Also ex. δ > 0 mit B(x, δ) ⊂ f−1(B(y, ε))
Somit∀x̃ ∈ R, ||x̃− x|| < δ : ||f(x̃− y|| < ε, also ||f(x̃)− f(x)||yε

(*)⇔ ∀A ⊂ Rmabg.f−1(A) ⊂ Rabg.
Beweis:

”
⇒“ Sei A ⊂ Rm abg. Dann U := Rm \A off.

Also f−1(U) offen:f−1(Rm \A) = Rn \ f−1(A), also f−1(A) abg.

”
⇐“ analog.

4.3

Falls f, g ∈ V , so gilt ∀M : (f + g)(x) = f(x) + g(x) = add(f(x), g(x)),
wobei add: Rm × Rm → Rm

(u, v) 7→ u+ v

Somit f+g st. (Komposition st. Fu’n).
Ähnlich λf st., falls λ ∈ R, f ∈ V
Additivismus von Fu. f: Fu-f auch st.

12. Mai 2010 1/ 2



4.4

a)
∣∣||x|| − ||y||∣∣ ≤ ||x− y||, also falls ||x− y|| ≤ ε, so

∣∣||x|| − ||y||∣∣ < εß
b) Rn × Rn → Rn(a, b) 7→ a+ b

Benutze hin ||(a, b)||∞ := max{max
i
|ai|,max

i
|bi|}

her:||c|| := max
i
|ci|

Falls ã, b̃ ∈ Rn, ||(ã, b̃) − (a, b)||∞ < ε/2 so ist ||ã + b̃ − (a + b)||∞ = ||ã − a + b̃ − b||∞ ≤
||ã− a||∞︸ ︷︷ ︸

yε/2

+ ||b̃− b||∞︸ ︷︷ ︸
<ε/2

< ε

c) Sei (a0, b0) ∈ R2.
|ab− b0a0| ≤ |a(b− b0) + ab0 − a0b0| ≤ |a||(b− b0)|+ |(a− a0)||b0|
Setze δ := min{1, ε

|a0|+1+|b0|}
Für (a|b) ∈ R2, ||(a, b)− (a0, b0)||∞ < δ gilt:
|ab− a0b0| ≤ |a| |b− b0|︸ ︷︷ ︸

<δ

+|b0| |a− a0|︸ ︷︷ ︸
<δ

≤ δ( |a|︸︷︷︸
<|a|+1

+|b|) ≤ δ(|a0|+ 1 + |b0|) ≤ ε

4.5

z
1 = ||(x̃,ỹ)||−||(x,y)||

||(x̃,ỹ)||
r̃−r
r̃ = z
r̃ = r

1−z
Π(P ) = 1

1−z (x, y, 0)

Inverse Ab: löse π(x, y, z) = (x̃, ỹ, 0) nach x, y, z auf:
1

1−z (x, y, 0), x
1−z = x̃, y

1−z = ỹ, x2 + y2︸ ︷︷ ︸
(1−z)2(x̃2+ỹ2)

+z2 = 1

(1− z)2(x̃2 + ỹ2) + z2 = 1⇒ (1− z)2(x̃2 + ỹ2) = 1− z2 = (1− z)(1 + z)
(1− z)(x̃2 + ỹ2) = 1 + z
z(1 + x̃2 + ỹ2) = x̃2 + ỹ2 − 1

z = x̃2+ỹ2−1
x̃2+ỹ2−1

1− z = 2
1+x̃2+ỹ2

⇒ x = 2x̃
1+x̃2+ỹ2

, y = 2ỹ
1+x̃2+ỹ2

Π−1 st. (aus st. Fu’n auf R2 aufgebaut). z.B. Pr1: R2 → R
(x̃, ỹ) 7→ x̃ ∈ R

stetig. entspr. Pr2.

R 3 u 7→ u2 stetig. 2ỹ
1+x̃2+ỹ2

= 2Pr2(x̃,ỹ)
1+(Pr1(x̃,ỹ))2+(Pr2(x̃,ỹ))2

etc. etc.

Π auch stetig (auf S2 \N)
(Π) ist winkeltreu!
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